Analiza 2
Resitve 12. sklopa nalog

Navadne diferencialne enacbe prvega reda

(1) Dani druzini krivulj najprej skiciraj, nato pa Se izracunaj pripadajoci diferencialni enacbi
ter druzini ortogonalnih trajektorij:
(a) y = Ca?,
(b) 2° +y* = 2Cx.

Resitev: Navadne diferencialne enacbe prvega reda so v tesni povezavi z enoparametricnimi
druzinami krivulj. V grobem imamo namre¢ korespondenco

{enoparametri¢ne druzine krivulj v ravnini} <> {navadne diferencialne enacbe 1. reda}.

Na relativno enostaven na¢in lahko dani druzini krivulj priredimo diferencialno enacbo z
odvajanjem, medtem ko v obratno smer pridemo z reSevanjem diferencialne enacbe, ki pa
je v splosnem lahko precej zahtevno.

(a) Z odvajanjem enacbe y = C'z? pridemo do zveze
y = 2Cxz.

Ce sedaj upostevamo, da je C' = %5, dobimo diferencialno enacbo za druzino parabol
y = Cz? v ravnini:
_ 2

=

Y

Druzina ortogonalnih trajektoriy dane druzine je druzina krivulj, ki sekajo vse krivulje
iz dane druzine pod pravim kotom. Najlazje druzino ortogonalnih trajektorij opiSemo z
diferencialno enacbo, ki jo dobimo, tako da v diferencialni enacbi, ki pripada dani druzini,

y' zamenjamo z — .

y
V primeru druzine parabol tako pridemo do diferencialne enacbe,
I 2y
y x

Dano diferencialno enacbo najprej preoblikujemo v:

I 2
y oz’
20y +x =0,

od koder z integriranjem pridemo do enacbe 3% + %2 = C? oziroma

2 2
v,
C? 202

ki predstavlja druzino elips v ravnini. Poglejmo Se skico.



(b) Enacba z? 4+ y* = 2Cz predstavlja druzino kroznic s srediséi na abscisni osi, ki se
dotikajo ordinatne osi. Z odvajanjem pridemo do diferencialne enacbe za to druzino:

z? +1° =2Cx,
2x + 2yy’ = 20,
2x + 2y = M,
T
;- a?
v = 2xy

1 _yz—xQ
y 2wy ]
2=y
Y 2xy

Te diferencialne enacbe zaenkrat Se ne znamo reSiti, ¢e pa upostevamo, da je iy = %7

vidimo, da sta diferencialni enacbi za druzino kroznic in pa za druzino ortogonalnih trajek-
torij analogni, z zamenjanima vlogama z in y. Preverimo lahko, da druzino ortogonalnih
trajektorij predstavljajo kroznice

z? + 1% =20y

s srediSci na ordinatni osi, ki se dotikajo abscisne osi.




(2) Resi diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami:

(a) vy = —ky?,
(b) zyy' =1—2a?

/

(¢) ¥ = k(M —y), pri zacetnem pogoju y(0) = 0.
Resitev: Navadna diferencialna enacba prvega reda je enacba oblike

y = F(z,y),

kjer je F' neka zvezna funkcija dveh spremenljivk. ReSitev enacbe je vsaka odvedljiva
funkcija y : I — R (kjer je I nek interval), ki zadoS¢a enacbi. V splognem je mnozica
resitev enacbe enoparametricna druzina krivulj, natanko doloceno resitev pa dobimo, ce
predpisemo vrednost resitve v neki tocki. V tem primeru lahko govorimo o maksimalni
resitvi, to je resitvi, ki je definirana na maksimalnem intervalu, ki vsebuje dano tocko.

Diferencialna enacba ima locljive spremenljivke, ¢e je oblike

y = f(z)g(y)

za neki zvezni funkciji f in g. Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami resujemo,

tako da najprej zapisemo vy’ = Z—y, lo¢imo spremenljivki vsako na svojo stran, in nato
i

integriramo vsako stran posebe;j.

(a)y = —ky*:
Racunajmo:
y = —ky?,
dy 2
— =—k
de y Y
d_g2/ = —kdx,
Y
1
—— = —kx+C.
)

Od tod dobimo splosno resitev enacbe

1

Za vsako izbiro konstante C' dobimo natanko dolo¢eno resitev enacbe. Ze na tem zelo
preprostem zgledu vidimo, da imajo resitve enacbe pole in torej niso definirane na celotni
realni osi. Pri racunanju smo potiho predpostavili, da je y # 0. Hitro pa se lahko
prepricamo, da je resitev enacbe tudi funkcija y(z) = 0.



) ayy =1—27:

V tem primeru imamo:

ryy' =1—2a°,
., 1—a?
vy = ;
x
1
ydy = ——x | dx,
1, 2
—y*=lnlz|——+C

Splosna resitev enacbe je torej

y(z) = ++/21n|z| — 22 + 2C.

Diferencialna enacba zyy’ = 1 — 2 ni v standardni obliki, saj %’ ni eksplicitno izrazen.
Ce izrazimo

Ty
bo enacba dobro definirana le na tockah izven koordinatnih osi. Druzina resSitev sestoji
iz stirih poddruzin, vsake v svojem kvadrantu. Opazimo lahko simetrijo resitev glede na

zrcaljenje preko abscisne in pa ordinatne osi. Dobro je tudi razvidno, da resitve 'obkrozajo’
tocki (1,0) in (—1,0).




(©)y =kM —vy):

Poglejmo si se, kako lahko z upostevanjem zacetnega pogoja dobimo natanko doloc¢eno
reSitev. Najprej pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe:

y/ = k(M - y)?
dy

M—y
—In|M —y| = kx + C,
M —y|=e "¢

M —y=+e e C,

= kdzx,

Splosna resitev enacbe je torej
y(x) = M 4 e 70,

Spet imamo resitev y(x) = M, ki ni zajeta v zgornji formuli. Upostevajmo sedaj, da mora
veljati y(0) = 0. Potem je
0=M=%e©.

Od tod sledi, da moramo izbrati minus v zgornji resitvi in da velja M = e~¢. Resitev
enacbe pri danemu zac¢etnemu pogoju je

y(x) = M(1—e™*).

Ta resitev je definirana na celi realni osi. Poglejmo skico resitev enacbe in pa resitve pri
zacetnemu pogoju y(0) = 0.

(3) Resi linearne diferencialne enacbe:

(a) ¥y —y=¢e",
y
(b) y/_’_; :23761,



Regitev: Linearna diferencialna enacba 1. reda je diferencialna enacba oblike

Y + f(x)y = g(x)

za neki zvezni funkciji f in g. Ce je g = 0, je enacba homogena, sicer pa je nehomogena.
Linearne diferencialne enacbe 1. reda resujemo v dveh korakih. Najprej pois¢emo resitev
homogene enache, nato pa Se partikularno resitev. Splosna reSitev je potem vsota teh
dveh resitev

Y=Y+ Yp-
Partikularno resitev lahko véasih uganemo, sicer pa jo poiséemo z nastavkom ali pa z
metodo variacije konstante.

T .,

@)y —y=e
Homogeni del:

Resujemo enacbo z locljivimi spremenljivkami 3’ — y = 0:

y —y=0,

dy B

d./I/' - y?

d

Y dz,

)
Inly|=z+D,

ly| = ePe”.

Vrednost konstante e” je zaenkrat pozitivna. Ce pa odpravimo absolutno vrednost, lahko
splosno resitev homogene enacbe zapisemo v obliki

Yn = Cexa

kjer je C' sedaj poljubno realno stevilo. Posebej lahko preverimo, da je mozna tudi resitev
yn =0 pri C = 0.

Nehomogeni del:

Partikularno resitev linearne diferencialne enacbe lahko pois¢emo z metodo variacije kon-
stante. Naj bo yn(x) = Cyo(z) splosna resitev homogene enacbe. Potem lahko partiku-
larno enac¢bo poiStemo z nastavkom

y(z) = C(z)yo(z),

ki ga vstavimo v enacbo, od koder z integriranjem dobimo C' (x). V nasem primeru je
y'(z) = C'(x)e” + C(x)e”. Ce to vstavimo v enac¢bo, dobimo:

C'(z)e” + C(x)e” — C(z)e” = e,
C'(z) = e,

Od tod dobimo rezultat



Partikularna resitev, ki smo jo dobili z metodo variacije konstante, je y, = —%e‘m.

Poglejmo si druzino resitev Se graficno. Z polno ¢érto je oznacena partikularna resitev
enacbe (ki ustreza vrednosti C' = 0). Krivulje nad njo ustrezajo vrednostim C' > 0,
krivulje pod njo pa vrednostim C' < 0.

(b)y' + % = 2wer

Homogeni del:

Resimo najprej homogeno enacbo:

v+ =0,
xr
dy _ Y
dx x2’
dy  dx
y oz
1
1n|y|:_+D7
ly| = cPex

Splosna resitev homogene enacbe je torej
Ynh = C 6%.

Nehomogeni del:

Partikularno resitev bomo poiskali z metodo variacije konstante. Imamo

/ / 1 1 1
Y (x) = C'()et — —Cla)es
Ce to vstavimo v enacbo, dobimo:
’ 1 1 1 1 1 1
C'(x)ew — ﬁC(x)ez + PC(m)ez = 2xer,
C'(z) = 2z,
C(x)=2"+C



Od tod dobimo rezultat
y(z) = C(z)ex = (2 + O) e = a’er 4 Cex .

Resitve enacbe so definirane na (—oo,0) ali pa na (0,00). Krivulje z leve limitirajo proti
tocki (0,0) v vodoravni smeri. Na desni strani gredo pri z — 0 krivulje s C' > 0 proti oo,
krivulje s C' < 0 pa proti —oo. Krivulje s C' > 0 lezijo nad resitvama pri C' = 0, krivulje
s C' < 0 pa pod njima.

1
(c) 2y + 3ay = .

Homogeni del:

Racunajmo:
2%y + 32y =0,
dy 3y
de o’
d d
dy _ _gdv.
Yy x

In|y| =—-3In|z| + D,
lyl = €”|z| .

Od tod dobimo splosno resitev homogene enacbe

_C
Yn = E
Nehomogeni del:
Sedaj imamo
/ !/ ]' 1
(@) = C'la) = 30() =,
od koder dobimo dobimo:
1 Cz) 1
2
C'(x) =1,
C(z)=xz+C.



Splosna resitev enacbe je torej

Clz) ++C 1 C

x3 x3 x2 a3

Resitve enacbe so tudi tokrat definirane na (—oo,0) ali pa na (0, 00).

(4) Resi Bernoullijevi diferencialni enacbi:

(a) ¥’ —y ="y,
2
(b) 22 —y = %, pri zacetnem pogoju y(1) = —2.

Regitev: Diferencialna enacba 1. reda je Bernoullijeva, ¢e jo lahko zapisemo v obliki

Y + f(x)y = g(x)y®

za neki zvezni funkeiji f in g in @ € R. V primeru « € {0, 1} je to linearna DE, v splognem
pa jo s substitucijo z = y'~® prevedemo na linearno enacbo.

(a)y —y=e"y:

V tem primeru je a = 2, zato bomo uporabili substitucijo z = % 7 odvajanjem dobimo

s ¢imer prvotno enac¢bo prevedemo na linearno enac¢bo za spremenljivko z:

y —y= ey
y 1,
___:e,
vy

—2 — 2 =¢€".



xT

Resitev homogene enacbe je z, = Ce™*, z nastavkom z(z) = C(z)e~" pa dobimo:

—(C'(x)e ™ = C(z)e ™) — C(z)e ™ = ¢,
C,(J)) _ _6230’

1
C(I’) = _§€2z + C

Sledi . |
z(x) = (—562:6 + C> e’ = —ée’” +Ce™
in ]
y(x) = _%ex + Oe_a: *

Poleg izracunanih resitev enacbo resi tudi funkcija y = 0. Resitev, ki ustreza konstanti
C = 0in pa graf funkcije y = 0 sta prikazana s polno ¢rto. Resitve, pri katerih je C' < 0, se
nahajajo med omenjenima reSitvama in so definirane na celi realni osi, medtem ko imajo
resitve pri C' > 0 pole.

(132

(b) 22y —y=—:
)
Sedaj je a = —1, zato definirajmo 2z = y2. Z odvajanjem dobimo 2’ = 2yy’ in

2ryy —y* =%,

A

Resitev homogene enacbe je z, = Cx, z nastavkom z(x) = C(z)x pa dobimo:

z (C'(x)x + C()) — C(z)x = 27,
C'(z) =1,
C(z) =z +C.

10



Z upostevanjem zacetnega pogoja —2 = y(1) = ++/1+ C vidimo, da moramo izbrati
negativen predznak in da je C' = 3. Resitev enacbe, ki ustreza y(1) = —2, je torej

y(l’) = :___—M7

definirana pa je na intervalu (0, c0).

Resitev: Diferencialna enacba 1. reda je homogena, ¢e je oblike

r_ )
y=9(%)
x
za neko zvezno funkcijo g. ReSujemo jo z uvedbo nove spremenljivke v = £. Z odvajanjem
enacbhe uxr = y potem dobimo u'x +u = y/.

Racunajmo:
,_ 2wy
: 23
Yy = )
- ()
et 2u
x4 u=
1—u?’
, 2u—u-+ud
u' =
1—u? 7’
2
B0
1 —u?
(1—w?)du dzx
u(l+u?) @

Racionalno funkcijo na levi strani lahko integriramo s pomocjo razcepa na parcialne

ulomke: (1 u)d . )
—u?)du u
Cow)aw (2 2% ) gy =Infu| — In(1 +u?).

/u(1+u2) / uw T+uz) ™ aful = In(l + %)
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0Od tod dobimo:

In|u| — In(1+u?) =In|z| + E,

|ul

_E
1+ € =1,
u
—— =Cux.
1+ u? .
Sedaj upostevajmo, da je u = £, da dobimo:
y
—=— = (u,
L+ (2)
Ty
—— =Cu.
x? + y?

Ce pisemo D = =, vidimo, da so resitve enacbe kroznice

1
ok
#* +y* = Dy,

s sredisci na ordinatni osi, ki se dotikajo abscisne osi.
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