Analiza 2
Resitve 14. sklopa nalog

Navadne diferencialne enacbe visjih redov in sistemi diferencialnih enacb

Resi homogene diferencialne enacbe drugega reda s konstantnimi koeficienti:
(a) y" — 6y +8y =0,

(b) ¥ =2y +y =0,

(c) ¥ +y=0,

(d) " +2y +2y=0.

Resitev: Homogene diferencialne enac¢he drugega reda s konstantnimi koeficienti so enacbe
oblike

y' +ay + by = 0.

Z nastavkom y = e pridemo do karakteristi¢ne enacbe
N+ a\+b=0.

Resitvi A\, karakteristicne enacbe imenujemo karakteristicni Stevili. SploSna reSitev
enacbe je odvisna od karakteristicnih stevil. Zapisemo jo lahko v obliki:

y(x) = O1eM® + Che™®, Ge sta A\; # Ay realni Stevili.
cy(x) = (O + Coz)e™, ceje Ay = Ay = A ER.

cy(z) = CreM coswr + Cre sinwe, ¢e je A = A\ +iw in Ay = X — iw.

(a)y” — 6y +8y=10:

Karakteristicna enacba A\* — 6\ + 8 = 0 ima resitvi \; = 2 in Ay = 4. Torej je splosna
reSitev diferencialne enacbe
y(x) = C1e** + Cye™.

(b)y" =2y +y=0:
Karakteristi¢cna enacba A2 — 2\ + 1 = 0 ima resitev \; = A\, = 1. Splosna resitev je

y(r) = (Cy + Coz)e”.

(©y" +y=0:

Karakteristicna enacba A2+ 1 = 0 ima imaginarni resitvi \; = i, Ay = —i. Splosna reditev
se zato glasi
y(x) = Cycosz + Cysinx.




(A)y" +2y +2y=0:

Karakteristi¢cna enacba A% 42\ +2 = 0 ima kompleksni resitvi \{ = —1+71in Ay = —1 —1.
Splosna resitev pa je
y(x) = Cre " cosz + Che” “sinz.

7 metodo nedolocenih koeficientov resi nehomogene diferencialne enacbe:

(a) 3" —4y' + 3y =3z — 4,

(b) " — 7y + 10y = 4e” + 20,

(¢) v"+4y — by =26sinx,

(d) 4" +y=2cosz, y(0) =0, (0)=1.

Regitev: Nehomogeno diferencialno enacbo drugega reda s konstantnimi koeficienti lahko
zapisemo v obliki
y'+ay +by =r(x),

kjer je nehomogeni ¢len r(z) ponavadi vsota ¢lenov, ki so oblike p(x)e* coswz ali pa
p(z)e* sinwz. Splosna resitev enacbe je oblike

Y = Yn + Yp,

kjer je yp resitev homogene enacbe, partikularno resitev y, pa lahko poistemo z metodo
nedolocenih koeficientov z naslednjim nastavkom:

Nehomogeni ¢len Stevilo Nastavek
pr(x)e A P, (7)eM
pn() coswz, p,(r)sinwz +iw P, (z) coswz 4+ Qy(z) sinwzx

Az

()M coswr, pu(x)eMsinwr A Eiw  P,(1)e’ coswr + Q,(x)e sinwr

Pri tem sta P, in Q,, poljubna polinoma iste stopnje kot polinom p,. Ce je stevilo, ki
pripada nehomogenemu ¢lenu, nicla karakteristicne enacbe stopnje s, moramo nastavek
pomnoziti z 2°. Ce je nehomogeni élen vsota vecih ¢lenov, izracunamo partikularno resitev
za vsak Clen posebej in nato te resitve sestejemo.

(a)y" — 4y +3y=3cx—4:

Homogeni del:

Karakteristi¢na enacba A2 — 4\ + 3 = 0 ima resitvi \; = 1 in Ay = 3. Dobimo

yh(l’) = 0161 + C’ges’”.



Nehomogeni del:

Nehomogeni del je linearna funkcija, zato vzemimo za nastavek poljubno linearno funkcijo

yp(z) = Az + B. Od tod sledi:

Ce to vstavimo v diferencialno enacbo, dobimo
—4A + 3(Ax + B) = 3z — 4,
kar prepiSemo v sistem enacb:

34 =3,
3B — 4A = —4.

Resitev tega sistema je A=11in B = 0. Sledi y,(z) = = in

y(r) = Cre” + Che® + z.

(b)y" — Ty’ + 10y = 4e” + 20 :

Homogeni del:

Karakteristicna enacba A2 — 7\ 4+ 10 = 0 ima resitvi \; = 2 in A\ = 5, kar nam da

yh(l’) = 0162x + 0265‘70.

Nehomogeni del:

Nehomogeni del je tukaj vsota eksponentne funkcije in pa konstante. Zato bomo vzeli
nastavek y,(r) = Ae® + B. Dobimo y,(z) = Ae® in y)(v) = Ae®. Ce to vstavimo v
diferencialno enacbo, dobimo

Ae® — TAe” 4+ 10(Ae” + B) = 4e” + 20,

kar prepisemo v sistem enacb:

4A = 4,
10B = 20,

ki ima resitev A =1, B = 2. Sledi y,(z) =€* 4+ 2 in

y(z) = Cre* + Coe™ + e* + 2.




()y" + 4y — by = 26sinx :

Homogeni del:

Karakteristi¢na enacba A2 4+ 4\ — 5 = 0 ima resitvi \; = 1 in Ay = —5, zato je

yh(l‘) = C’lem + 026_533.

Nehomogeni del:

Na desni strani imamo sinusno funkcijo, zato bomo vzeli nastavek y,(x) = Asin x+B cos z.

y,(r) = Acosx — Bsinz,

y,(x) = —Asinz — Bcosz.
Ko to vstavimo v diferencialno enac¢bo, dobimo enacbo:

—Asinx — Beosx + 4Acosx —4Bsinx — bAsinx — 5B cosx = 26sin x,
(—6A —4B)sinz + (4A — 6B) cosz = 26sin .

S primerjavo koeficientov pri funkcijah sin in cos pridemo do sistema enacb:

_6A — 4B = 26,
4A — 6B =0,
ki ima resitev A = —3, B = —2. Torej je y,(z) = —3sinx — 2 cos z, splosna resitev pa je

y(r) = C1e* + Che ™ — 3sinz — 2cos .

(d)y" +y=2cosz, y(0) =0, y'(0) =1:
Homogeni del:

Karakteristiéna ena¢ba A2 + 1 = 0 ima resitvi A\ = ¢ in Ay = —i. Sledi

yn(z) = Cycosx + Cysinz.

Nehomogeni del:

Nehomogeni ¢len je kosinusna funkcija, zato je primeren nastavek y,(x) = Acosx+Bsinz.
Ker pa je ¢ hkrati enojna resitev karakteristicne enacbe, moramo ta nastavek pomnoziti
z x, da dobimo

Yp(z) = v(Acosx + Bsinz).

Odvoda partikularne resitve sta enaka:

y,(r) = Acosx + Bsinx + x(—Asinx + Bcosx),
y,(x) = —2Asinx + 2B cosx + x(—Acosz — Bsinx).

Sedaj dobimo enacbo

—2Asinz + 2B cosx + x(—Acosz — Bsinz) + x(Acosx + Bsinx) = 2cos z,
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od koder sledi:

—2A =0,
2B = 2.

Partikularna resitev je tako enaka
Yp(z) = rsinz,
splosna resitev enacbe pa je
y(x) = Cycosz + Cysinx + xsinz.

Konstanti ' in C5 bomo dolo¢ili z upostevanjem zacetnih pogojev. Iz enakosti

y'(x) = =Cysinz 4+ Cycosz + sinz + x cos x
sledi:
0= y(O) = 017
1= y,(O) == 02.

Resitev enacbe pri danih zacetnih pogojih je torej funkcija

y(r) = (x 4+ 1)sinz.

Resi sistem navadnih diferencialnih enach:

=Y,
Y=

Resitev: Homogen sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda s konstantnimi koe-
ficienti je sistem oblike '

rT=A-7,
kjer je #(t) € R™ in A € R™™. Resitev sistema NDE je odvedljiva vektorska funkcija
Z: 1™ C R — R", za katero je Z(t) = A - Z(t) za vsak t € I. Grafitno si lahko sistem
predstavljamo kot vektorsko polje ¥ — A-Z, resitve sistema pa so krivulje, ki so tangentne
na vektorsko polje.

V nasem primeru ponazarja vektorsko polje vrtinec, ki krozi okrog izhodis¢a v pozitivni
smeri. Pokazali bomo, da so resitve sistema enacb parametri¢no podane kroznice s sredisci
v koordinatnem izhodiscu.




1. na¢in: Sisteme NDE prvega reda v dveh dimenzijah lahko resimo s prevedbo na eno
enacbo drugega reda. Z odvajanjem prve enacbe dobimo & = —g. Ce upostevamo, da je
y = x, pridemo do enache

z+x=0.

Splosna resitev te enacbe je

x(t) = Cycost + Cysint.
Ker je y = —x, od tod sledi se

y(t) = Cysint — Cy cost.

Ce zacetnih pogojev ne omenjamo eksplicitno, ponavadi privzamemo oznaki z(0) = x¢ in
y(0) = yo. V nasem primeru tako dobimo C; = zy in Cy = —yp. Resitev sistema lahko
zapiSemo v matri¢ni obliki

o] - Ls ]

R, — [ cost —sint }

Matrika

sint cost

predstavlja rotacijo za kot t v pozitivni smeri okoli izhodisc¢a, kar pomeni, da tocka, ki
je na zacetku v polozaju (xg, yo), krozi okoli izhodis¢a, ob casu t pa je zavrtena za kot ¢
glede na zacetni polozaj.

yk
/r"\\
X(t) 2f AN
f/ 3/\%%)
1 = P j X
\ I /
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2. nacin: Sisteme enacb v vi§jih dimenzijah obi¢ajno raje resujemo z racunanjem matri¢nih
eksponentov. Resitev sistema 7 = A - & je namre¢ funkcija

#(t) = e - #(0),
kjer je matricni eksponent definiran s Taylorjevo vrsto

o
etA _ ZtnAn
n! ’

n=0

ki konvergira za vsako matriko A in vsak ¢t € R. Vc¢asih lahko to vrsto izra¢unamo direktno
po definiciji, v sploSnem pa si pomagamo s prevedbo matrike na Jordanovo kanoni¢no
formo. V nasem primeru lahko eksplicitno izracunamo potence matrike A. Najprej je
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Nadalje je A*> = —A in A% = 1d, kar pomeni, da je zaporedje (A™) periodi¢no s periodo 4.
Sedaj je:

t2A2 A3 At
tA
e =1d+tA + 5 + i + 1 +oee,

2 tt ¢S A A 1
=Td(1—-— 2+ - 4... Alt— 2+ 2 - 4 ... ).
d( ST )+ (t TR )

Izraza v oklepajih sta Taylorjevi vrsti funkcij cos in sin, kar pomeni, da je

‘A cost —sint
e = .
sint cost

Tako smo prisli po drugi poti do istega rezultata.

Opomba: Omenili smo ze, da matrika

| cosp —sing
R‘z’_{sinqﬁ cos ¢ }

predstavlja rotacijo za kot ¢ v pozitivni smeri okoli izhodis¢a. Matriki

_ |0 -9
e

reCemo infinitezimalna rotacija (Geprav v resnici ni rotacija), saj za majhne kote ¢ velja
formula

Tu gre za analogijo aproksimacije grafa funkcije s tangento, le da tukaj aproksimiramo
matricno funkcijo.

yi
RX . (Id+dRy)x
¢
X X
Kot smo ze pokazali, je to le aproksimacija prvega reda natanéne formule R, = e, [

Resi sistema diferencialnih enacb z izracunom Jordanovih kanoni¢énih form:

(a) # =y, 9y =2z +y,
(b) & =—x+vy, y=—4z+ 3y, z(0) =0, y(0) = 1.

Resitev: V praksi pogosto racunamo eksponente matrik na naslednji nacin (ki je uporaben
predvsem v visjih dimenzijah). Ce je matrika diagonalna ali pa Jordanova kletka, je:

A g
J/\:{)\ 1] :>et‘]*:[e te)\t]7

0 A 0 e
. /\1 0 tD 6)\1t 0
R ha
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V splognem primeru lahko matriko prevedemo v Jordanovo kanoni¢no formo A = PJP~!,
kjer je P prehodna matrika, J pa ali diagonalna matrika ali pa Jordanova kletka velikosti
dva. Tedaj je et = Pet/ P71

Matrika A ima lahko tudi dve konjugirano kompleksni lastni vrednosti. V tem primeru
moramo rac¢unati v kompleksni aritmetiki.

o=l )

Najprej bomo prevedli matriko sistema A v Jordanovo kanoniéno formo A = PJP~!.
Lastne vrednosti matrike A so resitve enacbe

(a) Resujemo sistem

-2 1 B Y -
91—\ =-AMl=-X)—-2=X-X=-2=0.
Lastni vrednosti sta torej Ay = 2 in Ay = —1. Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti

A1, mora zadoscati enacbi
-2 1 | |z|_ |0
2 -1 y| 0]
Vzamemo lahko na primer v; = (1,2). Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A, pa
zadoSca enacbi
L1 |z |_10
2 2 y| |0]°
Vzemimo vy = (1, —1). Tako dobimo prehodno matriko in njen inverz
|11 4111
P__[Q —1]’ P “5[2 —1]'
Od tod lahko izra¢unamo eksponent e*“:
ma_ 111 et 0 11 et 427t et — et
T3 2 41 0 e 2 —1 | 3| 2% -2t 2% 4t |
Resitev danega sistema je
w(t) | 1 | e 42t e —et | |
y(t) | 3 | 2% —2e7t 2eH et Yo |
Poglejmo se skico vektorskega polja in resitev sistema. V smereh lastnih vektorjev imamo
tokovnice, ki gredo proti ali iz izhodis¢éa (odvisno od predznaka lastne vrednosti).
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(b) Sedaj imamo sistem diferencialnih enach
PR BRI
y(t) —4 3 y

’:(—1—A)(3—>\)+4:A2—2>\+1:0.

Racunajmo

—1-A 1
-4 3-A

Imamo eno dvojno lastno vrednost A = 1, vendar pa je dim ker(A— 1) = 1, kar pomeni, da
imamo en lastni in en posploseni lastni vektor. Za posploseni lastni vektor lahko vzamemo
vy = (1,0), od tod pa potem sledi v; = (A — I)vg = (=2, —4). Prehodna matrika in njen

inverz sta ]
=21 10 -1
P—l_4 0}’}) _1[4 —2}'
Eksponent e je enak:

a1 [ =2 1| e teh | [0 1| | 1-2t ¢t
© T3l =40 0 e 4 —2 | TC | —at 1492 |

Ce upostevamo zacetna pogoja z(0) = 0 in y(0) = 1, dobimo resitev

00 =L asme |

Poglejmo se skici.

Adgadqety it

RN W7 A~V
R f //////7///// ;;f///////@ /i
AAp / i A /
AERARNE S ///////7/// ///7 jf%} / ///////
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Telo z maso m se premika pod vplivom sile teze. Na zacetku je na visini yp in ima hitrost
v v smeri, ki je pod kotom ¢ glede na vodoravnico.

(a) Izracunaj parabolo leta.

(b) Izracunaj domet telesa.

Regitev: (a) Pri tej nalogi si bomo pogledali posevni met. Zaradi enostavnosti bomo
privzeli, da se v zacetnem trenutku masna tocka nahaja na y-osi.



/ V = (VCOSp,vSing)
©Oyo"

Masna tocka se giblje pod vplivom sile teze F= (0, —mg), njen polozaj ob ¢asu ¢ pa bomo
oznadcili z 7(t) = (x(t),y(t)).

Gibanje tocke po prostoru doloca drugi Newtonov zakon

—

F=mr

Matemati¢no gledano je to sistem dveh navadnih diferencialnih enacb drugega reda, ki ga
po komponentah lahko zapisemo v obliki:

mz = 0,

my = —mg.

Resitev taksnega sistema diferencialnih enacb je dolocena z zacetnim polozajem in pa z
zacetno hitrostjo tocke:

70) = (0, %),
7(0) = (v cos ¢, vsin ).

V nasem primeru so na sreco komponente sistema separirane, zato lahko vsako enacbo
resimo posebej. V bistvu nam niti ni potrebno znati resevati diferencialnih enach, saj
zadostuje ze dvakratno integriranje.

V smeri osi z:

Z integriranjem enacbe mi = 0 (oziroma & = 0) dobimo:

Tz =0C,
x=Ct+ D.

Z upostevanjem zacetnih pogojev x(0) = 0 in ©(0) = v, od tod sledi
z(t) = vcosopt.
V smeri osi y:
V navpicni smeri z integriranjem enacbe mgj = —mg (oziroma § = —g) dobimo:
y=—gt+C,

1
Y= —§gt2 +Ct+ D.
Ce upostevamo, da je y(0) = yo in §(0) = vsin ¢, dobimo

1
y(t) = —ith +osingt + yp.
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Trajektorija tocke pri poSevnem metu je torej

1
7(t) = (v cos ot, —§gt2 +ousingt + yo) .
V tem zapisu za vsak ¢as natanéno vemo, kje se tocka nahaja. Ce iz enakosti = vcos ¢t
izrazimo t in rezultat vstavimo v y = —%gt2 +vsin ¢t + 1o, pa dobimo, da se tocka giblje

po paraboli
g

2
————2" +tgox + Yyo.
202 cos? ¢ 8¢ Ho

y:

(b) Sedaj nas bo zanimalo, kje tocka pade na tla. Tam bo y = 0 oziroma

9

2
— t =0.
202 cos%zﬁx Tt 9T+ 1o

Ta kvadratna enacba ima dve reSitvi: eno pozitivno in eno negativno. Pozitivna resitev
je enaka dometu

t o+ /te? 0+ 7

D g
2v2 cos? ¢
Ce mecemo s tal, je
0%
D = —sin 2¢,
g
od koder sledi, da bo domet maksimalen, ¢e je zacetni kot enak ¢ = 45°. O
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