Analiza 1

Kompleksna stevila in mnozice

(1) Resi v obsegu kompleksnih stevil dani enacbi:

(a) |z +1] =22 — 1],
(b) 2* + 2iRez = |2|.
Resitev: (a) PiSimo z = x + iy in ra¢unajmo:
|z 4+ 1| = |22 — 1,
|z + iy + 1] = |22 + 21y — 1],
V01242 =/(20 - 1)2 + 492,
2?2420+ 1+ 9% =42% — 4o + 1 + 492,
0 = 32% — 62 + 37,
1= (x—1)2+42%

Vidimo, da je to kroznica s sredis¢em v tocki S(1,0) in s polmerom R = 1.
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(b) Naj bo z = x + iy. Sledi:

2? + 2iRez = |2,
(z +iy)? + 2ix = \/m,
2 + 2izy — y* + 2ix = \/T—i-y?,
(a7 = *) +i(2wy + 27) = /22 + 2.

Ce primerjamo realni in imaginarni komponenti obeh strani enacbe, dobimo naslednji
sistem realnih enacb:

20y + 2z = 0.
Druga enacba se prevede v enacho

z(y+1) =0.



Torej mora veljati bodisi + = 0 bodisi y = —1. Ce je x = 0, iz prve enacbe sledi, da mora
biti tudi y = 0. Ce je y = —1, pa iz prve enacbe sledi:
2 —1=Va2+1,
zt =22 +1 =22 +1,
zt =322 =0,
2?(2* —3) = 0.

Torej mora biti z = 0 ali z = ++/3. Preverimo lahko, da resitev # = 0 ne ustreza prvotni
enacbi, zato so resitve enacbe:

Z1:07
Z2:\/§_i7
Z3:—\/§—Z

]
Skiciraj naslednje podmnozice kompleksnih stevil. Nalogo poskusi resiti brez racunanja.

(a) {zeCl|z—2+1| < 1},
(b) {z € C||z =1 = |z —il},
(c) {z€C||z|+ |z — 3| = 4}.

esitev: (a) Neenacba |z — 2 +i| < 1 dolo¢a krog s sredis¢em v tocki 2 — 4 in s polmerom
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(b) Enacba |z — 1| = |z — | doloca tocke, ki so enako oddaljene od Stevil 1 in i. To so

ravno tocke na simetrali daljice med tema dvema tockama, ki pa se ujema s simetralo
lihih kvadrantov.




Racunsko bi lahko do resitve prisli takole:

|2 =1 = [z =1,
Ve =124y =+ (y - 1?2,
P —2r+ 14y =2+ —2y+1,
Y=z

(c) Resitev enacbe |z| + |z — 3| = 4 so vsa kompleksna Stevila, ki imajo konstantno vsoto
oddaljenosti od $tevil 0 in 3. Ce se spomnimo na geometrijsko definicijo elipse, lahko od
tod sklepamo, da bomo dobili elipso z goris¢ema v tockah 0 oziroma 3. Razdalja med
tema dvema tockama je enaka dvakratniku linearne ekscentri¢nosti, kar pomeni, da je
e = % Dvakratnik velike polosi pa je po drugi strani enak vsoti oddaljenosti od gorisc,
kar pomeni, da je a = 2. Od tod dobimo Se b? = a* — €? = %. Sredisce elipse je v

razpoloviscu daljice med goris¢ema, ki je v tocki S(2,0).

Racunsko pa dobimo:

2] + |z =3[ =4,
(x =32+ 92 =4 - Va2 + 42
22— 62+ 94y =16 + 2% +y* — 8/a2 + 42,
62 + 7 = 8v/22 + 12,
3622 + 84x + 49 = 642% + 6442,
28(z — 2)* + 64y° = 112,
332 2
in+%:1

[

(3) Naj bo z kompleksno Stevilo, z # 1 in |z| = 1. Dokazi, da je Stevilo 257 realno.
Resitev: Spomnimo se, da je kompleksno Stevilo w realno natanko takrat, ko je w = w.

Definirajmo
z+1

z—1

w=1



in racunajmo:

2

w =W,
z+1 . z4+1
7 = —1 ,
z—1 z—1

+1)E-1)=—(z+1)(z—1),

2 = .12 g2 -

|z2°+Z—2—1=—|z2]"—2+Z+1,
22— 1< —|2]2+ 1.

s 241

Ker je [z| = 1, zadnja enakost drzi. Torej je stevilo i realno. ]

(4) Z uporabo de Moivrove formule izracunaj naslednji kompleksni Stevili:
(a) 2= (1+iV3)*?,

1
b) 2= a7

Resitev: Poleg kartezicnega zapisa kompleksnega stevila z = a + ¢b nam pri racunanju
pogosto prideta prav polarni zapis

z = |z|(cos ¢ + isin¢)
in pa Eulerjev zapis '
z = |z]e*,
kjer je |z| = va? + b? absolutna vrednost, ¢ pa argument (polarni kot) Stevila z.
Im

) z| cosp z=a+ib
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Za nas bo Eulerjev zapis zaenkrat le primeren pripomocek za racunanje, ko se bomo naucili
potencirati na kompleksne eksponente, pa bomo dokazali, da velja Eulerjeva formula

e = cos ¢ + isin ¢.

S pomocjo de Moivrove formule lahko ra¢unamo potence kompleksnih stevil. Ce je namre¢
z = |z|(cos ¢ + isin @) = |z|e'®, potem za vsak n € N velja

2" = |z|"(cos ng + isinng) = |z|"e™?.



(a) Pisimo w = 1 + /3. Potem je |w| =2 in ¢ = 3. Po de Moivrovi formuli sledi

42 42
2 =w? =2% (cos ?ﬂ + 72sin %) = 242

(b) Naj bo sedaj w = 1+ 4. Potem je |w| = V2, ¢ = Z in

1 1
2= — = = —.
ws 16 (cos%’r + isin %”) 16

Resi v obsegu kompleksnih stevil enacbi:

(a) 2% =1,

(b) 2% = —8 +8V/3i.

Resitev: V realnem ima enacba x™ = a za poljuben a > 0 natanko eno pozitivno resitev,
ki ji reCemo n-ti koren Stevila a in jo oznac¢imo z {/a.

V kompleksnem pa ima enacba 2" = a za poljubno nenicelno kompleksno stevilo a natanko
n razlicnih resitev. Posebej pomembne so resitve enacbe

2" =1,
ki jim re¢emo n-ti koreni enote.
(a) Is¢emo refitve enacbe 2% = 1. Pigimo 2 = |z]e*. Sledi

|Z|6€z‘6¢ —1. €i2k7r'

Vidimo, da je:

Ker nas zanimajo polarni koti ¢ € [0,27), pridejo v postev samo k € {0,1,2,3,4,5}.
Resitve enacbe so

m=ci, ke{0,1,23,4,5}
Eksplicitno so to stevila:
20 = 17
1 3

21 = 5 + 27,

1 V3
=TI
Z3 = _]-7

1 V3
2y === — i/,

2 2
1B
79 2



Geometrijsko so resitve enacbe 2% = 1 oglis¢a enakostrani¢nega Sestkotnika, leZijo pa na
enotski kroznici.
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Opomba: Za splosen n tvorijo n-ti koreni enote oglis¢a enakostrani¢nega n-kotnika. Eno
izmed oglis¢ je zmeraj zg = 1. Ce je n lih, je to hkrati tudi edini realni koren enacbe
z" =1. Ce je n sod, pa je realen se zn = —1.

(b) Resimo $e enacbo z* = —8 + 8y/3i. Najprej moramo desno stran zapisati v Eulerjevi
obliki .
—8+8V/3i = 16¢'5 .

Ce pisemo z = |z|e’®, dobimo
|26 = 16 - oi( 5 +2km)

Od tod dobimo:
2|

b=1+

— 2’
z km
6 2

za k € {0,1,2,3}. ReSitve enacbe so torej
5o =2¢GT) ke {0,1,2,3).

Eksplicitno so to stevila:

20:\/5—1-2',
2 =—1+1iV3,
222—\/§—i,
23 =1—14V3.

Resitve enache tokrat tvorijo oglis¢a kvadrata in lezijo na kroznici s polmerom 2. Kvadrat
je zavrten za kot % glede na koordinatne osi.
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Opomba: n-te korene kompleksnega stevila a lahko dobimo tudi na naslednji nacin. Ce

piSemo a = |a|e’®, je 29 = We% eden izmed n-tih korenov stevila a. Preostale n-te
korene dobimo, ¢e zy pomnozimo z n-timi koreni enote. Vidimo, da n-ti koreni Stevila
a dolocajo oglis¢a enakostrani¢nega n-kotnika, ki lezi na kroznici s sredis¢em v 0 in s
polmerom W . Glede na standardni n-kotnik korenov enote je ta n-kotnik zavrten za
kot g O

Resi enacbo 2" =7 za n > 2.

Resitev: Resujemo enacbo 2" = Z. Ena resitev je z = 0, zato v nadaljevanju privzemimo,
da je z # 0. Ce enacbo 2" = Z pomnozimo z z, dobimo:

Zn+1 — ‘2‘2
9
|Z|n+16i(n+1)¢ _ |Z|26i2k7r.

Od tod dobimo, da je |z] =1 in ¢ = %’; za k € {0,1,...,n}. Resitve enacbe so torej

27 47 2nmi
z € {0,1,6n+1,en+1,...,en+1 }
Geometri¢no so to poleg koordinatnega izhodisca oglis¢a pravilnega (n + 1)-kotnika na

enotski kroznici. ]

Resi v obsegu kompleksnih stevil enacbi:

(a) 2* +322+2-5=0,
(b) 2% — (1 —4i)z — 5 — 5i = 0.
Resitev: (a) Polinomska enac¢ba stopnje n ima po osnovnem izreku algebre n kompleksnih

nic¢el. Kaksna je lahko veckratna, najpogosteje pa so vse paroma razli¢ne. Ce ima polinom
realne koeficiente, nastopajo kompleksne ni¢le v konjugiranih parih.

Kubi¢na enacba 2% + 322 + 2 — 5 = 0 ima tri ni¢le. Preverimo lahko, da je ena izmed njih
z1 = 1. Z uporabo Hornerjevega algoritma nato dobimo razcep

P 43242 -5=(2—1)(2*+42+5).
Kvadratni ¢len na desni ima dve kompleksni nicli:

22:—2+i,

23:—2—i,



ki sta paroma konjugirani.

(b) Resujemo kompleksno kvadratno enacbo
22— (1—4i)z —5—5i=0.

Njeni resitvi sta

1—4it/(1—-4)+45+5i) 1—-4i+/5+12
2 B 2 '

212 =
Kvadratni koren 1/5 + 127 moramo sedaj izracunati v kompleksnem. Recimo, da racunamo

koren kompleksnega $tevila z = |z|(cos¢ + ising). Ce je z # 0, ima z dva kvadratna
korena, ki sta doloc¢ena z izrazom

Vz =4/ |z|(cos%5 + isin%).

To stevilo lahko natanc¢no izracunamo z uporabo trigonometri¢nih formul:

1
cos$ = by | LTCSP
2
1 —cos¢
o
SIHE—:E T

Predznaka izberemo z upostevanjem kvadranta, v katerem lezi stevilo z.
V nasem primeru je |z| = /25 + 144 = 13 in cos ¢ = o= Z. Ker Stevilo z lezi v prvem
kvadrantu, bomo obakrat vzeli predznak plus, da dobimo:

1+% /9
cos%: 213: 13
[1-3 4
sin%z 213: 3

V412 = wﬁ(@+ z‘\/%) = +(3 4 2i).

Resitvi kvadratne enacbe sta torej:

Od tod sledi, da je

21:2—?:,

29 = —1— 3.



(8)

Dokazi, da za vsa nenicelna kompleksna stevila z velja

z
— — 1‘ < arg z.
2|

Nalogo poskusi resiti geometrijsko.

Resitev: Tokrat si bomo pomagali z zapisom kompleksnega Stevila v Eulerjevi obliki. Naj
bo z = |z|e'®. Potem je

ﬁn—qzkm 1,
2|
kar pomeni, da dokazujemo neenakost

e — 1] < ¢.

Izraz na levi je enak dolzini daljice med tockama €' in 1 v kompleksni ravnini. Ker ti
dve tocki lezita na enotski kroznici, pa je kot ¢ enak kar dolzini loka med njima. Ker je
daljica najkrajsa pot med dvema tockama, velja dana neenakost.
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Naj bosta a # 0 in b kompleksni Stevili. DokaZi, da ima enacba 2% — 2az + b = 0 obe
reSitvi na enotski kroznici natanko tedaj, kadar je |a| < 1, [b| = 1 in e!280 = ¢2iarsa,

Resitev: Kadar dokazujemo ekvivalenco dveh trditev, moramo dokazati implikaciji v obe
smeri.

(<=) Denimo najprej, da velja |a| < 1, |b| = 1 in e?®8° = e8¢ Potem lahko zapisemo:

a = |ale’,
b= e

za nek ¢ = arga. V tem primeru sta resitvi kvadratne enac¢be 22 — 2az + b = 0 Stevili

2a + v/4a? — 4b , ‘ . ,
1 = S — fale & JaPe = e = ((a) £ /[aP D).
Prvi faktor lezi na enotski kroznici, zato moramo pokazati Se, da lezi tudi ¢len

lal £ Vlaf* =1



na enotski kroznici. Ker je |a] < 1, je 1 — |a|*> > 0, zato lahko to Stevilo zapiSemo v

kartezic¢ni obliki
la| £ +/]a]? =1 =|a| £iy/1 — |al?

Od tod pa takoj sledi, da je absolutna vrednost tega Stevila enaka 1, kar smo zeleli
pokazati.

(=) Sedaj privzemimo, da leZita resitvi enacbe 22 — 2az + b = 0 na enotski kroznici.
Potem ju lahko zapisemo v obliki:

#1
)
P2

2z =¢€
zo = €'

za neka ¢q, ¢y € [0,27). Privzamemo lahko, da je ¢ < ¢9. Z uporabo Vietovih formul
dobimo:

21+ 20 = 2a,

2122 — b.

Sedaj bomo poskusili ti dve enacbi interpretirati geometri¢no. Poglejmo si skico v primeru,
ko je ¢o — 1 < .
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Vidimo, da je tocka a razpolovisce daljice med z; in z5. Od tod takoj sledi, da je |a| <1
in da je arga = %(¢1 + ¢9). Po drugi strani pa je

b= 2129 = ei(¢>1+¢>2)7

od koder sledi argb = ¢; + ¢ in |b| = 1. Torej je argb = 2arga, kot smo zZeleli dokazati.
Malce drugace pa je treba ravnati v primeru, ko je ¢ — ¢ > 7.

A

Im
T S
= L0
o5k e
T
TN
\
|
. >
15 1.0 0.5 05 10
®a Re
\ I !
N 1 /
\ | /
—05F \ / e b
\ ! ’
N
N N>
S v
Seeapl - @2

10



V tem primeru je:
arga = (¢ + ¢o) + ,

argb = ¢1 + ¢s.
2iarga.
[

V tem primeru je argb = 2arga + 27, od koder sledi /2% = ¢
Opomba: Ker je a # 0, se ne more zgoditi, da bi bilo ¢g — ¢ = 7.
(10) (a) Poisci oglisca kvadrata v C, ki ima sredisée v tocki s = 1 + 4, eno izmed ogliS¢ pa v

tocki a = 4 + 31.

(b) Vzemimo poljuben stirikotnik v C in nad vsako njegovo stranico narisimo kvadrat.
Sredisc¢a dobljenih kvadratov oznac¢imo z A, B, C' in D. Dokazi, da je daljica AC

pravokotna na daljico BD in da sta obe daljici enako dolgi.
Resitev: (a) Vsako orientacijo ohranjajoco podobnostno transformacijo evklidske ravnine

lahko predstavimo s kompleksno linearno preslikavo oblike
f(z) =az+0b,

kjer sta a # 0 in b kompleksni Stevili. Ce pisemo a = lale®, lahko preslikavo f zapiSemo

kot kompozicijo:
(1) Sredis¢nega raztega s srediscem v 0 za faktor |a|,
(2) Rotacije okoli 0 za kot ¢,
(3) Translacije za vektor b.
Rotacijo okoli tocke s za kot ¢ pa lahko zapiSemo s predpisom
f(z) =s+e“(z—s).

V nasem primeru imamo kvadrat s sredis¢em v tocki s = 1 4 ¢ in oglis¢em a = 4 + 3.
Oglisca b, ¢ in d dobimo tako, da vektor a — s = 3 4+ 2i zavrtimo okoli sredisca s za kote

= —1+ 4,

90°, 180° in 270°. Tako dobimo:
b=s+e%(s—a)=1+i+i(3+2i)
a)=1+1i—(3+42i)=-2—1,

c=s+e"(s—
d=s+e2(s—a)=1+i—1i(3+2i)=3—2i.
Poglejmo se skico dobljenega kvadrata.
ImA
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(b) Ozna¢imo oglis¢éa stirikotnika z a, b, ¢ in d. Nadalje naj bodo A, B, C' in D sredisca
kvadratov, ki jih dobimo nad stranicami stirikotnika.

> |

Tocko A dobimo tako, da tocko b zavrtimo za kot ¢ = —% in hkrati Se skrcimo za faktor
\/75 okoli tocke a. Tako dobimo

A:a+‘/7§e_%(b—a) =a+3(1—49)(b—a)=3(a+0b)+ t(a—Db).
Analogno lahko izracunamo se:

<b+C) + %(b_c)a
(c+d)+Li(c—d),
(d+a)+ i(d—a).

N[—= N[= N

Daljici AC' in BD lahko potem izrazimo s kompleksnima steviloma:

AC=3(c+d—a—-b)+ i(lc+b—a—d),
BD=1i(a+d—b—c)+i(c+d—a—b).
Od tod sledi
BD =1iAC,
kar pa pomeni, da dobimo daljico BC' z vrtenjem daljice AC' za 90°. Torej sta daljici
pravokotni in enako dolgi. [

(11) Izpelji adicijska izreka za cosng¢ in sinng za n =3 in n = 4.

Resitev: Poglejmo si za zacetek adicijska izreka za cos 3¢ in sin 3¢. 1z de Moivrove formule
sledi
(cos ¢ + i sin ¢)® = cos 3¢ + i sin 3¢.

Ce z uporabo binomske formule razvijemo levo stran, dobimo:
(cos ¢ + i sin ¢)® = cos® ¢ + 3i cos? psin ¢ — 3 cos ¢sin? ¢ — isin® ¢,
= cos”® ¢ + 3i(1 — sin® ¢) sin ¢ — 3 cos ¢(1 — cos? ) — isin® ¢,
= cos® ¢ — 3cos ¢sin’® ¢ + (3 cos® psin ¢ — sin® @).

12



Primerjava realnih in imaginarnih komponent v de Moivrovi formuli nam pove, da velja:

cos 3¢ = cos® ¢ — 3cos ¢ sin? o,

sin 3¢ = 3 cos? ¢sin ¢ — sin® ¢.

Na podoben nacin dobimo:
cos 4¢ = cos* ¢ — 6 cos? psin® ¢ + sin’ ¢,
sind¢ = 4 cos® psin ¢ — 4 cos ¢ sin® ¢.

V primeru poljubnega naravnega stevila n pa velja

(cos ¢ +isin )" = Z <Z) i* cos™* psin® ¢

k=0

Izraz v vsoti bo realen, ¢e je k sodo stevilo in imaginaren, ¢e je k liho stevilo. Torej velja:

(12) Za poljuben ¢ € (0,27) in poljuben n € N izra¢unaj vsoti:

Zcoskgb: 1+ cos¢p+ cos2¢ + ...+ cosnao,
k=0

Zsinkqb: sin ¢ + sin2¢ + ... 4+ sinne.
k=0

Resitev: Pri izracunu danih vsot si bomo na zvit nac¢in pomagali z de Moivrovo formulo.

Definirajmo:

xr = Zcoskgb,

k=0
Yy = Z sin k¢.
k=0

r+iy=)Y (coskd+isinke) =) e = ()" .
k=0 o —

Ker je ¢ € (0,27), je €' # 1. Torej imamo opravka z vsoto geometrijskega zaporedja z
zaCetnim ¢lenom 1 in s koli¢nikom e*®. Po znani formuli je ta vsota enaka

Potem velja

n i(n+l)e _ 1

i(
i k_e
> () =

k=0

13



(13)

Prvotni vsoti bomo dobili tako, da bomo izracunali realno in imaginarno komponento
kompleksnega stevila na desni. Iz enakosti

ei(n+1)¢ -1 B (ei(n+1)¢ - 1)(6—2'(15 o 1) B _ei(n+1)¢ 4 eind) o e—id) +1
e —1 (e —1)(e7® —1) 2 — ¢l — e

dobimo:

~ —cos(n+1)¢+cosng —cos¢ + 1
2 —2coso ’
—sin(n + 1)¢ + sinng + sin ¢
2 —2cos o '

Ta dva izraza lahko Se malo poenostavimo z uporabo trigonometri¢nih identitet:

sin o — sin 8 = 2sin (agﬁ) cos (a+ﬁ) 7

cos o — cos 3 = 251n(a+5) sin (952 6)
in pa enakostjo
2 —2cos ¢ = 4sin %
Sledi
1 —cos(n+1)¢p+cosng 1 sin(n+3)o
2 4sin® £ 2 2sin §
in .
1 — si i 1 cos(n + 3
y=Lotge+ sin(n + >¢¢+Smn¢:—ctg§—(,—¢2)¢'
2 4 sin® 2 2sin £

2
Tako smo izpeljali enakosti:

1 sin(n+ 3
1+COS¢—|—COSQ¢—|— —}—COSTL¢—— M
2 2sin %
. : 1, cos(n+3)o
sing 4 sin2¢ + ... +sinng = -ctg§ — ———
2 2sin %
ki jima recemo Lagrangeevi trigonometricni identiteti. [

V preostanku tega poglavija se bomo ukvarjali z mo¢jo mnozic. Za mnozici A in B re¢emo,
da sta enako mocni oziroma ekvipolentni (oznaka |A| = |B]), ¢e obstaja bijekcija med
njima. Pri predmetu Analiza 1 nas bodo zanimale predvsem:

- kon¢éne mnozice (te so ekvipolentne mnozici {1,2,...,n} za nek n € N),
- Stevno neskoncéne mnozice (te so ekvipolentne mnozici naravnih stevil N),

- mnozice z mocjo kontinuuma (te so ekvipolentne mnozici realnih stevil R).
Poisci bijekcije:

(a) f:N— Ny,
(b) fN—>(7N0+2>U<7N0+4),
(C) f:NxN-—=N.
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Resitev: Mnozica A je stevno neskoncna, ¢e obstaja bijekcija f : N — A. To pomeni,
da lahko elemente mnozice A razvrstimo v zaporedje, ¢e definiramo a,, := f(n). Od tod
dobimo razpored

ai, g, as, . ..

Ce torej zelimo pokazati, da je mnozica $tevno neskon¢na, najprej poskusimo elemente
mnozice razvrstiti v zaporedje, formalno pa nato iz tega razporeda razberemo predpis za
iskano bijekcijo.
(a) Mnozico nenegativnih celih Stevil Ny lahko razvrstimo v naslednje zaporedje

1 2 3 4 5 6

0 1 2
Od tod lahko preberemo, da sta iskani bijekciji f : N — Ny in f~! : Ny — N dani s
predpisoma:

f(n)=n-1, n €N,
FUR) =k + 1, k€ No.

(b) Sedaj iS¢emo bijekcijo med mnozico naravnih stevil in mnozico
(TNo +2) U (TNy +4) = {2,9,16,23,...} U {4,11,18,25,...}

Za izracun eksplicitne bijekcije lahko na primer elemente zgornje mnozice razporedimo v
naslednje zaporedje

4 5 6
11 16 18

Ustrezni bijekciji f: N — (TNg +2) U (TNg +4) in f~': (TNy +2) U (7TNy + 4) — N sta
dani s predpisoma:
=3 n lih,

f(n):{ Tii6 : n sod,

2

243 =714 2,

—1 _ 7
f® {2‘%6 k=Tl+4.

(c) Ustrezno bijekcijo bomo sedaj konstruirali tako, da bomo elemente mnozice N x N
razvrstili v zaporedje po diagonalah, na katerih je vsota koordinat konstantna. Poglejmo
si nekaj prvih ¢lenov.

NxN={(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3), (4,1),(3,2),(2,3), (1,4),...}
\\,—/ ~~ 7\ ~~ J/ ~ J
vsota=2 vsota=3 vsota=4 vsota=>5

Tocka (m,n) je glede na ta dogovor n-ta tocka v (m—+n — 1)-vi diagonali. Od tod dobimo
predpis za iskano bijekcijo

Flm,n) = 142434 . .+ (m+n—2)+n = (mtn—-2(m+n-1) <m+n— 1>+n.

2 2

Inverz preslikave f je v tem primeru dokaj tezko eksplicitno izracunati. Izkaze pa se, da
lahko njen inverz opisemo na naslednji nac¢in. Za k£ € N oznacimo

{_Hmw L,
: .
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(14)

Potem ima inverz preslikave f predpis
+1 +1
FL(k) = (p+2—k+ <p2 ),k— <p2 ))

Poisci bijekcije:
(a) f:(0,1) = (a,b),

(b) f:(0,1) = R,
(c¢) f:(a,00) = R.

Resitev: Pri tej nalogi bomo pokazali, da so vsi odprti intervali enako moc¢ni.
(a) Za bijekcijo f : (0,1) — (a,b) lahko vzamemo kar linearno funkcijo, za katero velja
f(0) =ain f(1) = b. Ta funkcija ima predpis

f(x) = (b—a)r+a,

njen inverz pa je

1, _Yy—ua
f ) =5

Poglejmo se graf funkcije f.

b/
a

(b) V tem primeru iS¢emo bijekcijo med odprtim intervalom (0,1) in pa mnozico realnih
stevil R. Lahko bi nasli racionalno funkcijo, ki bi imela pola v robnih tockah intervala
(0,1), lahko pa vzamemo tudi funkcijo f : (0,1) — R s predpisom

flz) =tg (m: — g)

Preslikava f je potem bijekcija z inverzom

fx) = % (arctgx + g) :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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(¢) Sedaj is¢emo bijekcijo med polneskonénim intervalom (a, 0o) in mnozico realnih stevil.
Ustrezna je na primer ustrezno premaknjena logaritemska funkcija

f(x) =In(z — a)

7 inverzom

(15) Poisci bijekcijo f : [0,1) — (0, 1).

Resitev: V tem primeru ne bomo mogli najti zvezne bijekcije f : [0,1) — (0, 1), ker taksne
preslikave sploh ni. Zato se bomo morali malo bolj potruditi.

Najprej oznacimo z A C [0,1) in A’ C (0,1) podmnozici:

Po eni strani sta mnozici A in A" ekvipolentni (eksplicitna bijekcija je F' : A — A’ s
predpisom F(0) = 3 ter F(1) = —5 zan > 2), po drugi strani pa je [0,1)\ A = (0,1)\ A".
Bijekcijo f : [0,1) — (0,1) bomo konstruirali tako, da bomo tocke izven A pustili pri

miru, tocke v A pa preslikali s funkcijo F":

Tako definirana funkcija je bijekcija.

-05 05 10

=Y

-02L

Opomba: Na podoben naéin lahko pokazemo, da so mnozice [0, 1], (0,1), [0,1) in (0, 1]
vse paroma enako mocne. Il
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(16)

Dokazi, da imata mnozici R in [0, 1] UN isto moc.

Resitev: S podobno idejo kot pri prejsnji nalogi bi lahko tudi tokrat konstruirali bijekcijo
med danima mnozicama. Dostikrat pa je ekvipolentnost dveh mnozic lazje dokazovati z
uporabo Cantor-Bernstein-Schroederjevega izreka.

Za mnozico X refemo, da ima mo¢ manjso ali enako kot mnozica Y (to oznacimo z
|X| < |Y]), ¢e obstaja injektivna preslikava f: X — Y.
Izrek (Cantor-Bernstein-Schroeder). Naj za mnozici X in'Y velja | X| < |Y|in |Y| < |X]|.

Potem sta mnozici X in'Y enako mocni.

Ta izrek bomo podrobneje spoznali pri predmetu Logika in mnozice. V praksi je uporaben,
ker je pogosto lazje definirati dve injektivni preslikavi kot pa eno bijektivno.
Ce zelimo torej pokazati, da sta mnozici R in [0, 1] UN enako moé¢ni, moramo konstruirati
injektivni preslikavi:

i:[0,1]]UN — R,

j:R—[0,1]UN.
Ker je [0,1] UN podmnozica R, je avtomaticno |[0, 1] UN| < |R|, saj lahko za i izberemo

kar zozitev identitete s predpisom
i(r) = .

Za konstrukcijo preslikave j pa se spomnimo, da imamo bijekcijo med R in (0,1). Ker je
(0,1) podmnozica [0, 1] UN, smo tako nasli iskano preslikavo. Ekspliciten predpis pa je

(2) = — (arctga+ 7)
xr) = — | arc X — .
J T & 2

Dokazi, da imata mnozici [0,1) x [0,1) in [0, 1) isto mo¢.
Resitev: Preprosto lahko konstruiramo injektivno preslikavo ¢ : [0,1) — [0,1) x [0,1) s
predpisom

Z(ZL’) = <I> l‘),
bolj komplicirana pa je konstrukcija injektivne preslikave j : [0,1) x [0,1) — [0, 1).
Vsako realno stevilo « € [0, 1) lahko enoli¢no zapisemo v obliki

0.I1$2$3 ceey

kjer se cifra 9 ne ponavlja od nekod dalje. To pomeni, da npr. Stevilo 0.123 zapisemo v
decimalni obliki 0.123000. .. in ne v obliki 0.122999.. ..

Injektivno preslikavo j : [0,1) x [0,1) — [0, 1) lahko sedaj konstruiramo s predpisom
j(O.alagag ey O.blbgbg c. ) = O.a1b1a2b2a3 e

Zaradi enolicnosti decimalnega zapisa je ta preslikava injektivna, ni pa surjektivna, saj
npr. Stevilo 0.292929292929. .. ne lezi v sliki.

Opomba: Lahko bi konstruirali tudi bijekcijo f: [0,1) x [0,1) — [0,1). Ideja je v tem, da

realno stevilo a € [0,1) ne razdelimo na decimalke pa¢ pa na bloke oblike 99...9k, kjer
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(18)

je k # 9, ter z a; oznac¢imo ¢-ti blok. Za a = 0.929941 je npr. a; = 92, as = 994, a3 =1
ter a; = 0 za i > 4. Sedaj definiramo f : [0,1) x [0,1) — [0,1) s predpisom

f(o.a1a2&3 ey 0.b1b2b3 c ) = O.a1b1a2b2a3 cee
Potem je f bijekcija z inverzom f~1(0.cicacs...) = (0.cics¢s. .., 0.00¢4C5 . . -). O

Dolo¢i mo¢ naslednjih mnozic:

(a) A={(x1,22,...,2p,...)|x; € {0,1} za vse j € N},
(b) B={(z1,22,...,%p,...) € Alx; <xjy za vse j € N},

Resitev: (a) Mnozica A sestoji iz vseh neskon¢nih zaporedij nicel in enic. Taksna zaporedja
nas spominjajo na binarni decimalni zapis realnih Stevil, zato poskusimo dokazati, da ima
mnozica A mo¢ kontinuuma. Konstruirali bomo injektivni preslikavi:

f:A=[0,1),

g:10,1) = A

nato pa uporabili Cantor-Bernstein-Schroederjev izrek.

Preslikavo f bomo definirali tako, da bomo zaporedju priredili decimalno stevilo, ki ima
clene zaporedja za cifre. Eksplicitno je torej

f(z1, 29, ..., p,...)) = 0.2172223 . ..
Ce bi izbrali na desni strani binarni zapis, bi imeli probleme, saj na primer zapisa:

0.100000000000.. . .,
0.011111111111...

dolocata isto realno stevilo. Da se izognemo taksnim komplikacijam, na desni raje izbe-
rimo decimalni zapis. Potem je tako definirana preslikava injektivna.

Za definicijo preslikave ¢g : [0,1) — A pa se spomnimo, da lahko vsako realno Stevilo
x € [0,1) zapiSemo v binarni obliki

x=0.212923 ...,

kjer so z; € {0,1} za vsak j € N. TakSen zapis je enolicen, ¢e zahtevamo, da se enice ne
ponavljajo od nekod dalje. Preslikava ¢ je potem definirana s predpisom

g(x) = (1, 29, 23, . ..).

Preslikavi f in g skupaj nam povesta, da ima mnozica A mo¢ kontinuuma.

(b) V mnozici B so samo tista zaporedja, ki imajo na zacetku nekaj nicel, nato pa same
enice. Taksna so na primer:

0,0,0,0,0,0...,
1,1,1,1,1,1.. .,
0,1,1,1,1,1,.. .,
0,0,1,1,1,1,...
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(19)

(20)

Opazimo lahko, da je taksno zaporedje natanko doloceno, ¢e povemo, kdaj se pojavi prva
enica. To nam da misliti, da je mnozica B Stevno neskonc¢na.

Eksplicitno lahko konstruiramo bijekcijo f : Ng — B s predpisom
n)=40,0,...,0,1,1,1,...
fn) ={ : }

zan>1in
£(0) = {0,0,0,...}.
L]

Naj bo A neskon¢na mnozica odprtih, paroma disjunktnih intervalov v R. Pokazi, da je
A Stevno neskoncna.

Resitev: Recimo, da imamo mnozico intervalov

A= {Ia}>

ki so vsi paroma disjunktni. Nalogo bomo dokazali tako, da bomo konstruirali injektivno
preslikavo

FiA-Q.

Od tod bo sledilo, da je |A| < |Q| = |N|. Preslikavo f lahko konstruiramo takole. Najprej
se spomnimo, da vsak interval vsebuje vsaj eno racionalno sStevilo. Izberimo torej za vsak
interval I, neko racionalno stevilo r, in definirajmo

f(ly) = ra.

Ker so intervali I, paroma disjunktni, so stevila r, paroma razlicna, kar pa pomeni, da je
preslikava f injektivna. Torej ima mnozica A kvec¢jemu stevno neskonc¢no elementov. [

Pokazi, da je mnozica vseh kon¢nih podmnozic mnozice N stevno neskoncna.

Resitev: Oznac¢imo z A mnozico kon¢énih podmnozic mnozice N. Definirali bomo injektivno
preslikavo f : A — N s predpisom

fai,ag, ... ap}) =29 + 292 4 .. 4 2%,

To je preslikava, ki priredi mnozici B = {ay, as, . . ., ax } naravno stevilo, ki ima v dvojiskem
zapisu enice natanko na mestih elementov mnozice B. Tako je na primer:
f(0) =0,

f{1}) =2
F({1,2}) =6,
F({1,3,4}) = 26.

Vidimo, da dobimo v sliki preslikave f ravno vsa soda nenegativna Stevila. Ce Stevila v
sliki delimo z 2 in jim pristejemo 1, pa dobimo bijekcijo F': A — N s predpisom

F({a'l7a27 s 7ak}) == 2(11—1 + 2a2—1 + ...+ Qak_l —+ 1
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