Analiza 1

Zaporedja

(1) Ugotovi, ali sta zaporedji z danima splosnima ¢lenoma monotoni oziroma omejeni:
@) =zttt
(b) a”_%+ﬁ+"'+ﬁ'

Resitev: (a) Poglejmo prvih nekaj ¢lenov zaporedja:

1
CL1—§,
1, 1_ 7
@2=35+T17 13
_ 1,1 ,1_s1
a3 =71+t5+5=5%"

Na podlagi prvih nekaj ¢lenov lahko domnevamo, da je zaporedje (a,) narascajoce.

Zaporedje (a,) je narascajoce:

Pokazati zelimo, da za vsako naravno stevilo n velja a,+1 > a,, oziroma:

1 1 1
o R R +%+zn+1+zn+2>n—+1+n—+2+ -t

n+2
1
2n+1 + 2n+2 > n+1

Ce obe strani neenac¢be pomnozimo z (2n + 1)(2n + 2), pridemo do:

2n+2)+(2n+1)>2(2n+1),
dn+3 > 4n + 2.

Zadnja neenakost drzi za vsak n € N, kar pomeni, da je zaporedje (a,) narasc¢ajoce.

Zaporedje (a,) je omejeno:

Iz ocene
sledi, da je zaporedje navzgor omejeno z 1. Ker so vsi ¢leni pozitivni je seveda tudi navzdol

omejeno z 0.

Ay =

n+1 n+2

(b) Poglejmo prvih nekaj ¢lenov zaporedja:
+
_|_

2
I

Q
Il
s
-5 o

-
1 1
a3—7§+71+7g+76.

Vidimo, da imamo cedalje vecje vsote ¢edalje manjsih élenov, zato ni jasno na prvi pogled,
kaj se dogaja s ¢leni zaporedja. Pokazali bomo, da zaporedje narasca cez vse meje.

Zaporedje (a,) je narascajoce:

Dokazati moramo, da za vsak n € N velja a,,1 > a,, oziroma:

1 1 1 1
\/n—‘r \/n+ v2n \/2n+1 2n+2 >— NZD n+1 e v2n’
1
2n+ T m Z I

: ]



Da si malce poenostavimo ra¢unanje, lahko najprej opazimo, da velja

1 1 1 1 2
V2n+1 + V2n+2 > V2n+2 + V2n+2 T \/2n4+2?

zato je dovolj pokazati neenakost

2 > L
V2nt2 = Vn©

7 odpravo ulomkov in kvadriranjem dobimo:

2v/n > v2n + 2,

Torej je zaporedje (a,) narasc¢ajoce.

Zaporedje (a,) je neomejeno:

Sedaj hoCemo pokazati, da za vsako naravno Stevilo N obstaja tak n, da je a, > N

oziroma

1 1 1
wErmE Tt 2

Da bi si stvari poenostavili, bomo najprej ocenili levo stran. Vsi ¢leni v vsoti so vecji od

zadnjega, zato velja
1,1 1 gl
T T T v

Desno stran pa lahko sedaj ocenimo Se takole

ﬁ

n+1 S n
V2n V2n 2

Dovolj je torej najti tak n, da bo veljalo

JEZN,

kar pa ni problem, saj so dobra vsa naravna stevila, ki so ve¢ja od 2/N2. Il

Fibonaccijevo zaporedje je podano z zacetnima ¢lenoma ay = 0 in a; = 1 ter rekurzivno
ZVezo
Qnt2 = Qpy1 + ap

za n € Ny. Doloci splosni ¢len zaporedja.

Resitev: Pri Fibonaccijevemu zaporedju je vsak ¢len vsota prejsnjih dveh clenov. Prvih
nekaj clenov je tako

ag=0,a1=1,a,=1,a3=2,a4=3,a5=5,a56 =38, a7 =13, ag =21, ...

V nadaljevanju bomo izracunali eksplicitno formulo za splosni ¢len zaporedja.

Rekurzivni zvezi oblike
Qpio = Q0py1 + bana

kjer sta a in b realni stevili, re¢emo linearna diferenc¢na enacba drugega reda s konstantnimi
koeficienti. Zaporedja, ki zadoscajo taksni enacbi, lahko izrazimo v eksplicitni obliki. Za
zacetek poskusimo z nastavkom a,, = ¢" in ga vstavimo v rekurzivno zvezo

qn+2 — aqn-‘rl + bqn



Po krajsanju s ¢" tako pridemo do karakteristicne enacbe
¢* = aq +,

ki ima dve resitvi q; ». Rekurzivni zvezi tako zadoscata zaporedji a,, = ¢f in a,, = ¢3, ker
je zveza linearna, pa tudi vsaka linearna kombinacija teh dveh zaporedij. Izkaze se, da je
poljubno zaporedje, ki zadoSc¢a dani rekurzivni zvezi, oblike:

(1) an = Crq7 + Cagy, Ce je q1 # g,
(2) an, = (C1 4+ Can)q", Ceje g = q2 = q.

Vrednosti konstant ' in C5 izracunamo z upostevanjem zacetnih ¢lenov zaporedja.

V primeru Fibonaccijevega zaporedja je karakteristicna enacba enaka

¢ =q+1
in ima resitvi:

q1 = 1+2\/ga

go = 172\/5-

Splosni ¢len Fibonaccijevega zaporedja je tako oblike

- () v ()

7 upostevanjem zacetnih vrednosti ayp = 0 in a; = 1 dobimo sistem enacb:

Cl + 02 = O,
o (58) + 6 (528) =1,
ki ima resitev C = % in Cy —% Od tod dobimo eksplicitno formulo za clene
Fibonaccijevega zaporedja

= () - ()
Vs 2 Ve 2 '

Zaporedje je podano z zacetnima ¢lenoma ag = a; = 1 in rekurzivno zvezo

_ 1
Apy2 = Api1 — Zan

za n € Ny. Doloci splosni ¢len zaporedja.

Resitev: Karakteristiéna enacba je tokrat

Ta enacba ima eno dvojno resitev



zato je splosna resitev diferen¢ne enacbe enaka
1
a, = (Cl + an)2—n
7 upostevanjem zacetnih vrednosti ayg = a; = 1 dobimo sistem enach:

Ci =1,

C1+Cy _
12 2 =1,

ki ima resitev C) = Cy = 1. Zaporedje (a,,) lahko torej podamo z eksplicitnim predpisom

]

Hodnik dimenzije n x 1 bi radi pokrili s plos¢ami 9 razli¢nih barv, pri ¢emer so 4 plosce
dimenzije 1 x 1, 5 plos¢ pa je dimenzije 2 x 1. Na koliko razli¢nih nac¢inov lahko pokrijemo

hodnik?

Resitev: Recimo najprej, da imamo hodnik dolzine 1 x 1. Ker imamo na voljo 4 razli¢ne
barve plos¢ dimenzije 1 x 1, ga lahko torej pokrijemo na 4 razli¢ne nacine.

V naslednjem koraku obravnavajmo hodnik dolzine 2 x 1. Pokrijemo ga lahko z dvema
ploscama dimenzije 1 x 1 ali pa z eno plos¢o dimenzije 2 x 1. Z dvema ploscama ga lahko
pokrijemo na 4 - 4 = 16 nacinov, z eno plosc¢o pa na 5 nac¢inov. Skupno imamo torej
moznih 21 razliénih nacinov.

Poglejmo sedaj primer hodnika dimenzije n X 1 za n > 2 in oznac¢imo z a,, Stevilo razli¢nih
pokritij tega hodnika. Glede na dimenzijo zadnje plos¢ice lo¢imo dva primera. Ce je
zadnja ploscica dimenzije 1 X 1, imamo zanjo na razpolago 4 moznosti, pred njo pa imamo
neko pokritje hodnika dimenzije (n — 1) x 1. V tem primeru torej obstaja 4a,_; razli¢nih
pokritij. V kolikor pa je zadnja ploscica dimenzije 2 X 1, pa imamo zanjo 5 moznih izbir,
pred njo pa imamo pokritje hodnika dimenzije (n — 2) x 1. Tukaj dobimo 5a,,_» razli¢nih
pokritij. Tako smo prisli do rekurzivne zveze

an = 40,1 + 50y, _o,
pri zacetnih pogojih a; = 4 in ay = 21. Pridruzena karakteristicna enacba
¢* = 4q+5,
ima resitvi ¢; = —1 in ¢u = 5, kar pomeni, da je
an, = C1(—=1)" + Cy5™.

7 upostevanjem zacetnih ¢lenov dobimo, da je C; = % in Cy = %, iskano stevilo razli¢nih
pokritij hodnika dimenzije n x 1 pa je

()" g
6 + 6 -



(5) Po definiciji dokazi, da je limita zaporedja podanega s splosnim ¢lenom

nm

6n — 5cos 5
ap = ————=
2n —1

enaka 3.

Resitev: Prvih nekaj clenov zaporedja (a,) je

_ _ 1w _ 18 _ 19 _ 30
a1 =06,a=%5,a3=F, a1 =%,05=",...
njegov graf pa je na spodnji sliki.
ank
6 @ °
J
,,,,,,,,, ° ,,.,,,‘,,,.,,,Q,,‘,,Q,,,,,.,j,j,,!,,
o
5 1‘0 ﬁ

Vidimo, da ¢leni zaporedja oscilirajo in se ¢edalje bolj priblizujejo limitni vrednosti L = 3.

Stevilo L je limita zaporedja (a,), ¢e lahko za poljuben ¢ > 0 najdemo tako naravno
stevilo N, da za vse n > N velja

la, — L] < e.
Grafi¢no to pomeni, da so vsi ¢leni od N-tega dalje v pasu Sirine 2¢ okoli premice y = L.

Izberimo torej poljuben € > 0 in si poglejmo neenacbo:

‘an—L‘ < €,
6n — 5cos -

— 3| <e.
om—1 ¢

Pokazati moramo, da to neenacbo resijo vsa naravna stevila od nekod dalje. Ra¢unajmo:

6n — 5cos -
2n—1
6n — 5cos - —6n + 3
2n—1
3 —5cos
2n —1
‘3—5005%
€
|3—5cos% 1

2¢ 2

— 3| <,

<2n—1

’
<n.

Izraz |3 — 5cos 5| na levi strani zaenkrat Se vsebuje n, hitro pa opazimo, da velja

3—5COS%‘ <8.



Ce to vstavimo v prejsnjo neenakost, dobimo
4 1
n > < + 5

Naj bo sedaj N najmanjse naravno stevilo, ki je vecje od % + % Potem vsak n > N resi
zgornjo neenacbo, kar pomeni, da je limita zaporedja (a,) enaka L = 3. Ko vrednost
stevila € manjSamo, dobivamo c¢edalje boljse aproksimacije limite, zato se vrednost Stevila
N povecuje. [

[zracunaj limite zaporedij:

o 2n® 4+ 6n — 3
Y T -3t 1 2

b) lim (vVn +1—+/n),

(

( n—00

() lim (nVn? +1—n?),
(d) Tim (14 2)**
(
(

n—0o0

)

¢ Jim (33)"

f) lim n(logy(2n — 1) —log,n — 1).
n—oo
Resitev: Rac¢unanje limit po definiciji ni prakti¢no, zato si raje stvari malce olajsamo. Ce
je zaporedje dano z eksplicitnim predpisom, lahko uporabimo osnovna rac¢unska pravila:

(1) lim (a, £b,) = lim (a,) £ lim (b,),

n—o0 n—oo n—oo

(2) lim (ay, - b,) = lim (a,) - lim (b,),

n—o0

iy (G o)
(3) lim, (E) = T 5n)

n—oo

(4) lim (c-a,) = c- lim (a,) za vsak ¢ € R.

n—o0 n—oo

ter znane limite:

1
(1) lim — =0 za vsak a > 0,
n—oo N
(2) lim (1+Z)" =¢" zavsak r € R,
n—o0
(3) 7}1301061” =0 za vsak |¢| < 1.

Pogosto prideta prav tudi naslednji formuli:

1) 1 = f(li
(1) lim f(an) = f( lim (an)),
. b\ nlgmm(anfl)bn

(2) lim (ay") = e :
Prva formula velja za poljubno zvezno funkcijo in nam pove, da je limita vrednosti zvezne
funkcije na nekem zaporedju enaka vrednosti funkcije v limiti zaporedja. V praksi to
pomeni, da lahko zamenjamo vrstni red limite in funkcije. Druga formula pa velja v
primeru, ko je lim (a,) =1 in lim (b,) = £oo.

n—oo n—oo

6



m3+6n-—3 . 24853

(a) lim ————— = lim - n? "23 :_%
n—oo Tn — 3n3 + 2 n—>oo$—3—|—$

(b) Jim (Vi 41— /) = lim | SV ES TN,

(c) lim (n*vn2+1—n%) = lim n?*(Vn2 +1 —n),

n—oo n—o0
—lian-(\/Tﬂ—i_l_n)-( n?+1+mn)
n—00 1 (Vn2+1+n)

2

n
lim —,
n—o\/n24+14n

= OQ.

(d) lim (1+ 2)* = plim (1 E-1)@nds) | lim A2y

n—oo

Ta limita je oblike 1°°, zato smo uporabili formulo (2). Lahko pa bi jo izra¢unali tudi s
prevedbo na limito, ki definira stevilo e.

. 2\ 2n+3 . 2\ " 2n+3 2 lim 2n+3 2\2 4

fim (14+2)™ = i (142)") 7 = (@) = (@)=t

n—oo n—o0

Pri preprostih primerih, kot je bil ta, je vseeno, ali izracunamo limito na roke, ali pa
uporabimo formulo. Pri bolj kompliciranih primerih pa je pogosto limito lazje izracunati
z uporabo formule.

lim (L 71)n _ enlgmwf—nil — !

(f) lim n(logy(2n — 1) —log,n — 1) = lim n(log, (22=1)) = lim log, (2721;1)n

n—00 n—00 2n n—o00

Ker je logaritemska funkcija zvezna, lahko po formuli (1) zamenjamo vrstni red limite in
logaritma. Tako pridemo do limite
lim (22=1—1 1

lim (227_11)" = en—oor 21 ) =e 2.
n—oo




Rezultat pa je

1
lim n(logy(2n — 1) — logyn — 1) = log, (lim (2"_1)n> =logye 2 = —1log,e.

n—oo n—oo 2n

Zaporedje je podano z zacetnim ¢lenom a; = 1 in rekurzivno zvezo
1,2
any1 = 1+ a5,

za n € N. Dokazi, da je zaporedje (a,) konvergentno in izra¢unaj njegovo limito. Kaj pa,
¢e vzamemo drug zacetni ¢len a7

Resitev: Sedaj je zaporedje podano z nelinearno diferenc¢no enacbo. V taksnih primerih
praviloma splosnega ¢lena ne znamo izracunati eksplicitno, lahko pa pogosto obravnavamo
monotonost in konvergenco taksnih zaporedij.

Za zacetek izracunajmo prvih nekaj ¢lenov
ay = 1, a9 = 1257 as = ].39, Ay = 148, a5 = 154, ag = ]_59, ce

Videti je, da zaporedje narasca, a zaenkrat ni jasno, ali je omejeno ali ne.

Da dobimo obcutek, kaj se dogaja s ¢leni zaporedja, si pomagajmo s cik-cak diagramom:

]
-10 -05 05 10 15 20 X
g P ag

-051

Oznacimo funkciji f(z) =z in g(x) = 1+ Zi$2- Zacnemo s tocko na abscisni osi, ki ustreza
zacetni vrednosti a; in poiséemo pripadajoco tocko na grafu funkcije g. Nato izmenic¢no
vle¢emo vodoravno ¢rto do grafa funkcije f ali pa navpicno do grafa funkcije g. Projekcije
oglis¢ te lomljene ¢rte na abscisno os so vrednosti zaporedja (ay,).

Risanje cik-cak ¢rt je v bistvu graficna predstavitev racunanja zaporednih ¢lenov. Tocka
na premici ¥y = x nam predstavlja vrednost ¢lena a,. Ko se dvignemo ali spustimo na
ustrezno tocko na grafu funkcije g, smo prisli v tocko (ay, any1). Ce Zelimo najti tocko z
absciso a1, se moramo torej premakniti levo (desno) do premice y = x.

7 grafa sklepamo, da bo pri zacetni vrednosti a; = 1 zaporedje konvergiralo k limiti 2.
Da bi to dokazali, bomo pokazali, da je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno z 2.

Nas cilj je torej pokazati, da za vsak n velja:

an < 2,

Qp+1 Z Qp,.



Da je zaporedje navzgor omejeno z 2, bomo pokazali z indukcijo. Za zacetni ¢len velja
a; = 1 < 2, zato predpostavimo, da je a,, < 2. Potem je

A1 =1+1a2 <1+1-4=2,
kar pomeni, da je zaporedje navzgor omejeno z 2.
Dokazimo sedaj Se, da je zaporedje monotono. Pokazati hoc¢emo, da velja:
Apy1 2 Gy,
1+ iai >y,
a2 —da, +4 >0,
(a, —2)* > 0.

Zadnja neenakost zmeraj drzi.

Dokazali smo torej, da je zaporedje (a,) narascajoce in navzgor omejeno z 2, od koder
sledi, da je konvergentno. Oznacimo njegovo limito z a. Ce na obeh straneh rekurzivne
zveze izracunamo limito, dobimo:

_ 1.2 ;
di =14 0/

1 2
azl—O—Za,

a*—4a+4=0.
Edina resitev te enacbe je a = 2, kar pomeni, da je
lim (a,) = 2.
n—oo

Ce izberemo drug zacetni ¢len, dobimo neko drugo zaporedje. Dokazati pa se da naslednji
trditvi:

-Ce je a; € [~2,2], je lim (a,) = 2.
n—oo

-Ce je |a1| > 2, je zaporedje (a,) divergentno.

Izracunaj limiti danih zaporedij:

(a) an:§/2+\/2+---+¢§4,

n korenov

(b) b, = sin(sin(. - (sin(1))).

Resitev: (a) Pri tej nalogi imamo zaporedje (a,) sicer podano eksplicitno, a na tezko
izracunljiv nac¢in. Ce izracunamo prvih nekaj ¢lenov, bi dobili vrednosti (zaokrozene na
tri decimalke):

a; = 1.414,
as = 1.848,
az = 1.962,
as = 1.990,
as = 1.998.



Zacetni ¢leni nam dajejo slutiti, da zaporedje (a,) narasca, vendar Se ne vemo toc¢no,
ali kam konvergira, ali pa raste v nedogled. Ko rac¢unamo clene, lahko opazimo, da jih
pravzaprav racunamo rekurzivno enega za drugim. To pomeni, da lahko zaporedje (a,)
podamo z rekurzivnim predpisom a,,; = /2 + a, in z zacetnim ¢lenom a; = V2.

Recimo najprej, da je zaporedje (a,) konvergentno z limito a. Ce na rekurzivni zvezi
uporabimo limito, dobimo:

api1 = V2 +a,/ lim,
n—oo

a=+vV2+a,
a® =2+ a.

Resitvi te enacbe sta a € {—1,2}. Ker so ¢leni zaporedja (a,) pozitivni, je lim (a,) = 2,
n—oo

ce seveda ta limita obstaja. Da dobimo obcutek, kaj se dogaja s cleni zaporedja, si

pomagajmo s cik-cak diagramom:

A

150
10F
o5

|
ay alag
05 10 15

$

o X

Oznac¢imo funkciji f(z) = x in g(z) = /2 + x. Slika nam da slutiti, da je zaporedje
(@) narasc¢ajoce in navzgor omejeno z 2. Formalno bomo to domnevo dokazali s pomoéjo
indukcije. Najprej opazimo, da za = € (0,2) velja

T<V2+x <2

Pokazimo najprej, da je zaporedje navzgor omejeno z 2. Po definiciji je a; = v2 < 2.
Denimo sedaj, da je a,, < 2 za nek n € N. Ce v neenakost v2 + x < 2 vstavimo = = a,,
dobimo a,11 = V2 + a, < 2.

Pokazati moramo Se, da je zaporedje narascajoce. Ker vsi ¢leni zaporedja (a,) lezijo na
intervalu (0,2), iz enakosti z < v/2 + x sledi a,, < V2 + a, = apy1.

Zaporedje (a,) je torej narascajoce in navzgor omejeno z 2, torej je konvergentno, na
zacetku pa smo ze pokazali, da od tod sledi

lim \/2+\/2+---+\/§:2.

n—oo

n korenov

(b) Sedaj je prvih nekaj ¢lenov enakih:

by = 0.841,
by = 0.745,
by = 0.678,
by = 0.627,
bs = 0.587.

10



Kot kaze, zaporedje pada, a precej pocasi. Opisemo ga lahko z rekurzivno zvezo
bn+1 = sin bn

7, diagrama lahko sklepamo, da bo zaporedje konvergiralo proti nic.

-15

Formalno bomo z indukcijo dokazali, da je zaporedje (b,,) padajoce in omejeno na intervalu
(0,1). Zacetni ¢len by = sin 1 lezi na intervalu (0,1), zato denimo, da je nek b, € (0,1).
Ker za x > 0 velja neenakost

sinx < z,
je

bpi1 = sinb, < b,.

Hkrati pa iz pogoja b, € (0, 1) sledi tudi b,,1 = sinb, € (0,1). Limita b zaporedja (b,,)
mora zadoscati enacbi

b =sinb,

ki ima edino resitev b = 0. Od tod dobimo

lim sin(sin(. .. (sin(1))) = 0.

N—r00 \

Vv
n sinusov

1000™
n!

Izra¢unaj limito zaporedja (a,)nen, ki je dano s predpisom a,, =

Resitev: Gledamo zaporedje kvocientov eksponentne funkcije z osnovo 1000 in fakultete.
Na zacetku bo nekaj ¢asa eksponentna funkcija nad fakulteto, nato pa bo fakulteta vecja,
kar pomeni, da bo dano zaporedje nekaj ¢asa narascalo, nato pa bo zacelo padati.

Poglejmo torej, kdaj zacne zaporedje (a,) padati:

Qp+1 S Ap,

10007+1 1000™
(n+1)! — n! >

1000 < n + 1,
n > 999.

Od tod sledi, da zaporedje (a,) pada od 999-tega Clena dalje. Imamo torej zaporedje,
ki je padajoce od nekod dalje in navzdol omejeno z ni¢. Po izreku s predavanj je taksno
zaporedje konvergentno.

Oznacimo limito zaporedja (a,) z a. Sedaj bi lahko po definiciji pokazali, da je a = 0, a
bi s tem imeli nekaj dela. Zato bomo raje uporabili naslednji trik. Zaporedje (a,) lahko
podamo tudi v rekurzivni obliki s predpisom

1000

n+1

An+1 = Ap -

11



Na obeh straneh te enakosti sedaj izra¢unajmo limito. Ker je a = lim (a,) = lim (a,41),
n—oo n—oo

mora veljati

Jn () =l 51 - i (),
a=20-a,
a=0.
Torej je
Ji 2 =0

]

(10) (a) Naj bo zaporedje (x,) konvergentno z limito z. Dokazi, da potem tudi zaporedje

(w) konvergira proti x.
n

(b) Naj bo zaporedje (z,), =, > 0, konvergentno z limito x > 0. Dokazi, da potem tudi
zaporedje ({/x1xy - - - x,) konvergira proti z.

Resitev: Pokazali bomo, da aritmeticne in geometricne sredine ¢lenov konvergentnega
zaporedja konvergirajo k isti limiti kot zaporedje samo.

(a) Naj bo x limita zaporedja (x,). Pokazati zelimo, da za vsak ¢ > 0 obstaja tak N, da

za n > N velja
‘$1+$2:-~-+$n _ x| < €.

Najprej lahko z uporabo trikotniske neenakosti ocenimo

(z1—2)+(x2—2)+...4+(Tn—2)

T1+To+...+Tn

T1+x2o+...+Tp—nT ‘ —
n

n

|lx1—2| | |z2—2] |zn—z]

— x| =]

Ker zaporedje (z,,) konvergira k z, za vsak € > 0 obstaja tak N, da za vse n > N velja
|z, — 2| <e.

Za n > N torej velja:

T1tzot. T, |z1—2| | |z2—x] ley—=| | |rnt1—2] |7, —]
atortecton | < el g leanel g lencaly levecel oy feeal
(n—N)e
n

lma—z| | |wo—a]| |z n —a]
< lmzel y leemel oyl ,
|1 —x] |z —=| |z N —|

< lozel el el

|m1—$\+|x2—il+-~+|mN—ml +e

Izraz v Stevcu zgornjega ulomka je neka konstanta, ki je neodvisna od n, zato bo pri
n — oo ta ulomek konvergiral proti 0. Torej lahko najdemo nek N’ da bo za vse n > N’

veljalo
|21 —x|+|ze—2|+... |z N —2|
n

< €.
Ce je n sedaj vedji od N in N’, bo veljalo

|—’”1+”2+"'+’”” - a:! <€e+e=2
- .

Vidimo, da smo prisli do Zeljene neenakosti, le da imamo namesto € na desni 2¢. A to v

resnici ni problem. Ce bi namrec¢ v izpeljavi vse e-e nadomestili z 5, bi na koncu dobili e.
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(11)

V obratno smer trditev ne velja. Protiprimer je npr. zaporedje s splosnim ¢lenom
a, = (—=1)".

To zaporedje ima dve stekalis¢i 1 in —1, kar pomeni, da ni konvergentno. Zaporedje
povprecnih vrednosti pa po drugi strani konvergira k 0.

(b) Sedaj zelimo pokazati, da zaporedje geometri¢nih sredin /z1z - - 2, konvergira k isti
limiti kot zaporedje samo. Tega bi se lahko lotili podobno kot prej, raje pa bomo uporabili
naslednji trik. Ker so stevila z; pozitivna, lahko definiramo zaporedje (y;) implicitno s
predpisom

r; = e¥

oziroma
y; = Inx;.

Ker je logaritemska funkcija zvezna, je tudi zaporedje (y;) konvergentno in velja

y = lim (y;) = lim (Inz;) =In < lim (xz)> =Inz.
n—oo

n—oo n—oo
Od tod z uporabo naloge (a) dobimo

y1tyet..+un lim AtY2tetyn
n

lim {/xix9 -2, = lim e n = en—oo

n—0o0 n—oo

=eY = 1.

Podobno kot v primeru aritmeti¢nih sredin tudi tokrat trditev ne velja v nasprotno smer.
Protiprimer je na primer zaporedje:

To zaporedje ima stekalis¢i 2 in %, medtem ko zaporedje geometri¢nih sredin konvergira

proti 1. [

Naj za zaporedje (a,), a, > 0, obstaja limita lim “2

n—oo

lim /a, = a. S primerom pokazi, da obratno ne velja. Nato izracunaj limite:
n—oo

(a) an = %7
(b) Ap = - )

= a > 0. Pokazi, da potem velja

Resitev: Denimo, da za zaporedje (a,) pozitivnih Stevil velja lim “= = a > 0. Seda]
n—oo M

definirajmo novo zaporedje (z,) s predpisom z; = a; in

T, = -2 n>1.

an—1’

Po predpostavki je lim (z,) = a. Po drugi strani pa z uporabo prejsnje naloge dobimo
n—oo

. Y . p— P
a= lim (z,) = lim {29 -2, = lim ffap - BB e = lim {a,.

n—00 n—00 n—00 n—1 n—00

13



(12)

V obratno smer ne moremo sklepati ni¢. To nam pove isti primer kot prej:

Qo = 27
1
ag2k—1 = 3-
. Ap41 sV Ve . 1 . . .
Zaporedje “H ima stekalisci 4 in 3, medtem ko zaporedje {/a, konvergira proti 1.

S pomocjo tega rezultata lahko izracunamo nekatere limite, kjer nastopajo n-ti koreni.
Velja namrec

lim {/a, = lim “

n—o00 n—oo 94n

¢e limita na desni obstaja.

(a) Poglejmo si najprej limito lim {/n. Izberimo b, = n. Potem je b’l;—“ = ”T“ in
n—o0 n
. . on+1
lim /n = lim =1.
n—00 n—oo 1N

(b) Izberimo b, = %;. Potem velja

by, 1)t . pl 1\"
lim o lim = — Jim (n + ) v lim |1+ — = e.
! n n—00 (Tl + 1)! -nn n—00 n

(c) Ce pisemo
_Inn

a, = — =In/n,

n
lahko z uporabo zveznosti logaritemske funkcije in primera (a) izpeljemo, da je

1
limﬂ: lim lnC/ﬁzln(lim %)zlnlzo.

n—oo M n—00 n—oo

Opomba 1: Na podoben nacin lahko izracunamo tudi:

lim Vnk =1,

n—oo

lim {/p(n) =1,

n—o0

kjer je k poljubno naravno stevilo in p poljuben polinom s pozitivnimi koeficienti.

Opomba 2: Podobna zaporedja bomo srecali pri uporabi kvocientnega in pa korenskega

kriterija za konvergenco vrst. Ta trditev pove, da nam da korenski kriterij isto limito kot
kvocientni kriterij. [
Izracunaj limito zaporedja (a,)nen S splosnim clenom

1 1 1
an = + o
Vvn2+1 Vn2+42 Vn?2+n

Resitev: Poglejmo prvih nekaj ¢lenov:

alz\/iia
VB Ve’
_ 1 1 1
=75t yn TR



Spet imamo opravka s ¢edalje vecjimi vsotami cedalje manjsih ¢lenov. V primerih, ko
imamo opravka z zaporedji, katerih ¢leni so komplicirani izrazi, se pogosto splaca te clene
poenostaviti s pomocjo kaksnih ocen.

Vsak ¢len v vsoti
1 1 n 1

= + e ————
vVn2+1 Vn2+42 vn2+n

1 [ < n . . . v
- Toiej je an < i 7R vsak n. Po drugi strani pa je vsak ¢len v

zgornji vsoti vecji od o kar pomeni, da je ﬁ < a,. Oboje skupaj nam da oceni

Qn

je manjsi od

n n
Y —
vn?2+n vn?+1

Leva in desna stran zgornje neenakosti konvergirata k 1, zato bo tudi zaporedje (a,)
konvergiralo k 1. Formalno to dokazemo z uporabo izreka o sendvicu, ki pravi naslednje:

Izrek (Izrek o sendvicu). Ce sta zaporedji (by) in (c,) konvergentni in imata enaki limiti
ter velja se b, < a, < ¢, za vsakn € N od nekod dalje, je tudi zaporedje (a,) konvergentno

in velja
o) = (50, () = g ()
Ce definiramo:
b n
n
Cp =

B Vn2+1

za vsak n € N velja b, < a,, < ¢, in lim (b,) = lim (¢,) = 1. Z uporabo izreka o sendvi¢u
n—oo n—oo

torej dobimo

lim (a,) = 1.

n—oo

Poglejmo se skico.

(13) Pokazi, da je zaporedje (a,)nen s splosnim ¢lenom

sin1+sin2+ +sinn
a, =
2 4 2n

konvergentno.
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(14)

Resitev: Pri tej nalogi bomo spoznali Cauchyjev pogoj, ki je ekvivalenten konvergenci
zaporedja. Zaporedje (a,) je Cauchyjevo, ¢e za vsak € > 0 obstaja tako naravno Stevilo
N, da za vsaka m,n > N velja

lan, — am| < e.

Namesto, da bi primerjali ¢lene zaporedja od nekod dalje z limito, tu primerjamo ¢lene
od nekod dalje med sabo. Vcasih je namrec¢ lazje dokazati, da so ¢leni od nekod dalje
poljubno blizu eden drugemu kot pa neki fiksni vrednosti.

Denimo torej, da je n > m in ocenimo:

__ | sin(m+1) sin(m+2) si
|an_am| — om+1 + om+2 ++512# ’
sin(m+1 sin(m+2

< S )’ + s )‘ IS |smn
1
<ottt
1
§2m+1(1+ +. ""W)’
1
1
1 on—m
S 2m+1 l )
T2
1
_ ow
= oI
Ker je 1 — 2n — < 1, od tod sledi

|y — am| < 55
Ce torej izberemo N tako velik, da bo %N < €, bo za vse m,n > N veljalo
1 1
lan — am| < 5 < 58 <6,

kar smo zeleli pokazati.

Opomba: Zaporedje (a,) je torej Cauchyjevo, kar pomeni, da je konvergentno. Pokazati
se da, da je njegova limita enaka

2sin1
li n) = ———7#—.
nl—g}o(a ) H—4cosl

O

Doloc¢i vsa stekalisca danega zaporedja in za vsako stekaliSce pois¢i podzaporedje, ki k
temu stekaliséu konvergira:

(a) an = (=1)" =1,
(b) by =1+ ;25 cos 7.

Resitev: Spomnimo se, da je Stevilo a stekalisc¢e zaporedja (a,,), ¢e poljubna okolica Stevila
a vsebuje neskoncno ¢lenov zaporedja. Geometricno to pomeni, da seka graf zaporedja
poljuben pas okoli vrednosti a v neskon¢no tockah.

(a) Prvih nekaj ¢lenov zaporedja (a,) je enakih
a1:—2, CLQZO, a3:—2, CL4:0, CL5:—2,...

Vidimo, da zaporedje zavzame samo dve vrednosti, zato je graf zaporedja dokaj preprost.
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(15)

Zaporedje (a,) ima stekalis¢i S; = 0 in S, = —2. K stekalis¢u S; konvergira podzaporedje
(agk), k stekaliséu Sy pa podzaporedje (asg1).

(b) Prvih nekaj ¢lenov zaporedja (b,) je enakih

blzl,bgzé,b;g:l,b4:§,b521,...
Graf zaporedja ima obliko diskretnega kosinusa.
bn

Zaporedje (b,) ima stekaliséa S; = 0, S5 = 1 in S3 = 2. K S; konvergira podzaporedje
(byk12), k So podzaporedje (baxi1), k S3 pa podzaporedje (byy). ]

Doloé¢i lim sup(a,) in liminf(a,) za zaporedje s splosnim ¢lenom
an=2-243_24 4 (-1)"'2

Resitev: Najprej poglejmo prvih nekaj ¢lenov zaporedja
am=1,a=—3,a3=1% a4=—3, a5 =32, a6 =—3,...

Vidimo, da velja:

A2k+1 = 5110

a2p — —5-
Zaporedje (a,) ima dve stekalis¢i +1. Stevili limsup(a,) in liminf(a,) sta po definiciji
najveCje in najmanjse stekalisce zaporedja (a,,) (lahko dobimo tudi neskon¢ni vrednosti).
Torej je:

N =

limsup(a,) =

Y

liminf(a,) = —3.
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