Analiza 1

Vrste

(1) Izra¢unaj obseg in plos¢ino Kochove snezinke.

Resitev: Kochova snezinka je ravninska mnozica, ki jo dobimo po naslednjem postopku:

- zacnemo z enakostrani¢nim trikotnikom,

- v vsakem koraku na srednjo tretjino vsake stranice dodamo enakostranic¢ni trikotnik.

Prvih nekaj iteracij tega postopka je narisanih na spodnji sliki.

/NTIEEESES

Pokazali bomo, da v limiti dobimo lik z neskon¢nim obsegom in s konc¢no plosc¢ino.

Oznac¢imo z a; dolzino stranice prvotnega enakostrani¢nega trikotnika. Lik, ki ga dobimo
v n-ti iteraciji, ima potem dolzino stranice enako a, = gy, vseh stranic pa je 3 - gn—t,
Obseg tega lika je potem enak

a 4 n—1
— n—1 —
On—34 F—BCM(g) .

Dobimo geometrijsko zaporedje, ki narasca cez vse meje.

Poglejmo si se plosc¢ino Kochove snezinke. Oznacimo z S; plosc¢ino zacetnega trikotnika.

Trikotniki, ki jih dodamo v n-ti iteraciji, imajo potem plosc¢ino enako 9;?—11 in jih je 3-4"72.
V n-tem koraku se torej plog¢ina povecéa za S,, = 3-4" 2. 9;?11, plos¢ina Kochove snezinke

pa je enaka

N 2 1
S=Y Su=Si+ 314+ @)+ ) =S+ 5 5 =15
n=1 9

Opomba: Za izracun vsote poljubne geometrijske vrste lahko uporabimo formulo

a+aq+aq’ +ag’+ - =%

_q7

ki velja za vse |q| < 1. O



(2)

Vlaka, ki sta na zacetni razdalji 100 km, se vozita eden proti drugemu vsak s hitrostjo
50 km/h. Med njima leti muha s hitrostjo 100 km/h, izmeniéno od enega do drugega.
Koliksno pot opravi muha med letom?

Resitev: Recimo, da se muha in prvi vlak premikata proti desni, drugi vlak pa proti levi.

1.vlak 2.vlak
*~——p <o
* P

muha

Najprej izracunajmo, kdaj muha prvic¢ sreca drugi vlak. Na zacetku sta muha in drugi
vlak s; = 100 km narazen, priblizujeta pa se s hitrostjo v = 150 km/h. Od tod sledi,

da se bosta srecala po t; = 2& = %h. Vsak izmed vlakov bo v tem casu prevozil tretjino
1

zacetne razdalje, kar pomeni, da bosta v tem trenutku vlaka Se za s, = 351 narazen.

1.vlak 2.vlak
*—p -« —o

muha

Sedaj se muha obrne in leti nazaj proti prvemu vlaku. Muha in prvi vlak se priblizujeta s
hitrostjo v = 150 km/h, kar pomeni, da se srecata po ty = %2 = %tl casa. V tem trenutku

sta vlaka narazen Se za s3 = %32 = %sl.

Enak sklep lahko sedaj induktivno ponavljamo. Po vsakem srecanju muhe z enim izmed
vlakov se medsebojna oddaljenost med vlakoma zmanjsa za faktor %, c¢as muhe v zraku
pa se posledi¢no prav tako zmanjsa za faktor % Skupen cas, ki ga muha prebije v zraku
je torej

t=ti+to+ts+...=t1+ 3ty +5t1+... = 2 =3t = 1h.

1-3

Ker muha ves ¢as leti s hitrostjo 100 km/h, v tem Casu opravi pot

s = 100km.

Opomba: Do istega rezultata bi lahko brez uporabe geometrijske vrste prisli z naslednjim
razmislekom. Ker se vlaka priblizujeta eden drugemu s hitrostjo 100 km/h, se srecata po
1 uri. Od tod potem takoj sledi, da muha v tem c¢asu opravi pot 100 km. [

Mravljica se s hitrostjo 1 cm/s premika po elasti¢ni vrvi, ki je na zacetku dolga 1 m, vsako
sekundo pa se raztegne za dodaten meter. Ali mravljica kdaj doseze nasprotni konec vrvi?
Kaj pa, ¢e se dolzina vrvi vsako sekundo podvoji?

Resitev: Privzeli bomo, da se vsako sekundo vrv najprej raztegne za en meter, mravljica
pa se nato premakne za en centimeter. Vse koli¢ine bomo izrazili v centimetrih.



Po 1 sekundi je vrv torej dolga d; = 100, mravljica pa se je premaknila za s; = 1.

d =100

Po 2 sekundah je vrv dolga dy = 200, mravljica pa se premakne za dodaten centimeter.

d =200

Upostevati pa moramo, da se je prehojena pot iz prvega koraka raztegnila na dva centi-
metra, kar pomeni, da je
So=2+1=2(1+3).

Po treh sekundah, je vrv dolga d3 = 300, mravljica pa se spet premakne za dodaten
centimeter.

d =300

Pot iz prvega koraka se tokrat raztegne za faktor 3, pot iz drugega koraka pa za faktor %
Tako dobimo
s3=3+3+1=3(1+3+13).

Poglejmo sedaj, kaj se zgodi po n-sekundah. Vrv je takrat dolga d,, = 100n. Prehojene

poti v prvih n — 1 sekundah pa se raztegnejo za faktorje n, 7, %, ..., ;. Tako dobimo

Sn=n+2+%4+. .+t l=n(l+3+5+...+2)

n

Mravljica doseze desni rob vrvi, ¢e za nek n € N velja s, > d,, oziroma
n(l+3+L+. . +1)>100n.
S predavanj vemo, da harmoni¢na vrsta divergira, zato za dovolj velik n velja
1+3+54...+21>100

kar pomeni, da je odgovor na vprasanje pritrdilen.

Ce bi se dolzina vrvi vsako sekundo podvojila, pa mravljica desnega roba ne bi dosegla.
V tem primeru bi lahko izracunali, da je d,, = 2"~* - 100 in

Sp=2""1 42" 24 444241 =2"—1.

Torej za vsako naravno Stevilo n velja 2" — 1 < 2771 . 100. [



(4) Karte z enotsko maso in z dolzino 2 zlagamo eno nad drugo, tako da je vsaka karta malce
desno od karte, ki je pod njo. Kako dolg most lahko teoreti¢no zgradimo iz takSnega
sistema kart?

Resitev: Postavimo koordinatni sistem tako, da bo rob mize poravnan z navpi¢no osjo.
Izracunali bomo, kako dolg most lahko teoreticno sestavimo iz n kart. 7 xy,xs,..., 2,
bomo oznacili vodoravne koordinate sredis¢ posameznih kart.

Recimo najprej, da imamo eno samo karto. Ce ho¢emo, da bo most stabilen, mora biti
sredisce karte levo od roba mize oziroma x; < 0. To pomeni, da lahko sestavimo most
maksimalne dolzine d = d; = 1.

Recimo sedaj, da imamo dve karti. Ce ho¢emo, da bo most stabilen, je lahko vrhnja karta
za najvec¢ 1 desno od spodnje, hkrati pa tezisce sistema obeh kart ne sme lezati desno od
roba mize. Tako pridemo do sistema neenacb:

xT1 — T2 S 1a

%(1‘1 + x9) <0.
Most bo najdaljsi, ko bosta veljala enakosti. Dobljeni sistem ima resitev x; = % in
Ty = —%. Spodnja karta torej gleda za dy = x9 + 1 = % ¢ez rob mize, skupna dolzina

mostu pa je d =d; + dy = %

Podrobneje si poglejmo Se most iz treh kart. Privzeli bomo, da je relativna lega zgornjih
dveh kart ista kot v prej$njem primeru. Ce hoc¢emo, da bo most iz treh kart stabilen,
mora biti tezisc¢e sistema zgornjih dveh kart levo od roba spodnje karte, hkrati pa mora
biti tezisce celotnega sistema levo od roba mize. Tako dobimo pogoja:

To —x3 <1,

%(.Tl —+ ) -+ .Tg) S 0,

kjer smo z x5 = %(a:l + z5) oznadili tezisce sistema zgornjih dveh kart. Spodnjo neenacbo
lahko zapisemo tudi v obliki

%(1’1 + X2 —|—l’3) = %(232 +l’3) = %fQ + %xg <0.

Most maksimalne dolzine bomo dobili, ko bo Ty =

spodnja karta gledala za ds = %

% in x5 = —%. V tem primeru bo
¢ez rob mize, dolzina mostu pa bo d = dy +dy + ds = %.



Poglejmo si sedaj se most iz n kart. Induktivno bomo privzeli, da ze poznamo stabilno
konfiguracijo iz n — 1 kart. Dodatna pogoja bosta Se, da je tezisce zgornjih n — 1 kart
levo od roba spodnje in da je tezisce sistema vseh kart levo od roba mize. Tako dobimo
sistem neenacb:

Tn—l — Ty S ]->
n—1— 1
2L 1+ Lz, <0

PridruZeni sistem enacb ima resitev Z,_; = + in z,, = —"=L. Spodnja karta lezi za d,, = 1
n n n
¢ez rob mize, dolzina mostu pa je

d=1+3+3+...+21

Ce bi imeli na voljo neskon¢no kart, bi dobili most enake dolzine, kot je vsota harmoni¢ne
vrste. Ker harmonicna vrsta divergira, bi teoreticno torej lahko zgradili poljubno dolg
most iz kart.

Opomba: Harmoni¢na vrsta divergira zelo pocasi, tako da je prakticno skoraj nemogoce

zgraditi Ze most, ki se razteza nekaj dolzin. S standardnim kompletom 52 igralnih kart
bi teoreticno lahko zgradili priblizno 20 ¢cm dolg most. [

7 izracunom delnih vsot ugotovi, ali dani vrsti konvergirata:

1
@ 2 arpmrEry F 2

n=1

(b) Y In(1+1).
n=1
Resitev: Stevilska vrsta je zaporedje Stevil (a,,), ki ga zapisemo kot formalno vsoto

Zan:a1+a2+a3+...

n=1

Za poljubno vrsto lahko definiramo zaporedje delnih vsot

Spi=a1+ay+ -+ ay,

o

in recemo, da vrsta Y a, konvergira, ¢e konvergira zaporedje njenih delnih vsot. Vsota
n=1

vrste je definirana s predpisom

oo
Z a, = nll_g)lo(sn)
n=1



(a) Ulomek lahko poenostavimo na naslednji nac¢in. Izkaze se, da je

1
(n+k) (n+k+1)

1 _ A B
(n+k)n+k+1) n+k n+k+1

za neki konstanti A in B (ulomkom na desni re¢emo parcialni ulomki). Ti konstanti
izracunamo tako, da damo desno stran na skupni imenovalec in primerjamo koeficiente:

1 A B
ARt k+l) ntk niktl
_An+k+1)+B(n+k)
 (n+R)m+ kD
_ An+ Ak + A+ Bn + Bk
 (n+k)m+k+1)
(A+ B)n + (Ak + A+ Bk)

(n+k)(n+k+1)

Y

S primerjavo koeficientov polinomov v stevcu pridemo do sistema dveh enach za dve
neznanki:

A+ B=0,
Ak+ B+ Bk =1,
ki ima resitev A =1 in B = —1. Za vsak n € N torej velja enakost
1 1 1

(n+k)n+k+1) n+k n+k+1

Torej je

Sp=a1taz+--+ay, = (1_%,6—Hﬁ)—i—(ﬁ—ﬁ)_ku._F(nL%_m_iH) :H‘Lk_n-i-i-i-l'

Sledi

- 1 1
= lim (s,) = ——.

(n+k)(n+k+1) nooo 1+ k

n=1

(b) Najprej opazimo, da je a, = In(1 + ) = In (%), To nam omogoca, da natancno
izracunamo delne vsote

Sp,=a1+...+a, =1n (%)—i—ln (%)—i—ln (§)+. ..+In ("TH) = ln(

=N

3 = In(n+1).

n

[e.e]

Zaporedje delnih vsot narasca ¢ez vse meje, kar pomeni, da vrsta > In(1 + %) divergira.
n=1

]

Vsoto vrste je praviloma tezko natanéno izracunati. Zato se moramo pogosto zadovoljiti s

tem, da ugotovimo, ali dana vrsta sploh konvergira. Ce vemo, da konvergira, lahko njeno
vsoto aproksimiramo s kon¢énimi vsotami.



Za testiranje vrst s pozitivnimi ¢leni (oziroma absolutne konvergence v splosnem) imamo
na razpolago naslednje kriterije:

- primerjalni kriterij,

- kvocientni kriterij,

- korenski kriterij,

- Raabejev kriterij,

- integralski kriterij (tega zaenkrat ne bomo obravnavali).

Obravnavaj konvergenco vrst:

- 1
(a) ;m,

= n+1
(b) Zn?ﬂLi’)n7

n=1
o0

(c) Z 2" sin 5.
n=1

Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili:

o o0
Primerjalni kriterij: Naj bosta »_ a, in > b, vrsti s pozitivnimi ¢leni in naj velja a,, < b,

n=1 n=1
za vse n od nekod dalje. Potem velja:

o0

oo
- Ce je vrsta Z b, konvergentna, je tudi vrsta Z a, konvergentna,

n=1 n=1
oo o0

- Ce je vrsta E a, divergentna, je tudi vrsta E b,, divergentna.
n=1 n=1

Tipi¢no bomo vrste primerjali z:

o0

1
- vrstami oblike Z — za s > 0,
nS

n=1

o
- geometrijskimi vrstami oblike Z q" za q > 0.

n=1
o0
Pri tem bomo uporabili dejstvo, da vrsta > ni konvergira natanko tedaj, ko je s > 1,
n=1

geometrijska vrsta pa natanko tedaj, ko je ¢ < 1.

= 1
@2 T

n

Uporabimo oceno




Torej je

o0 o0

D= §: T
n=t1 1 =1 2
Ker je % > 1, vrsta ) i% konvergira, zato po primerjalnem kriteriju sledi, da tudi vrsta
n=1"
o 1 .
7;::1 T konvergira.
(b) i n+1
= n?+3n '
Sedaj lahko ocenimo
n+1 - n 1
n2+3n  n2+3n n+3
Torej je
= n+1 =1
> .
; n? + 3n ; n+3
Ker vrsta na desni divergira, je tudi vrsta > n’;j:;n divergentna.
n=1

ZQ”sm—:

Uporabili bomo neenakost sinx < x, ki velja za vse x > 0. Sledi
1 2" 2\"
2"sin— < —= (-] .
in < 2 <3>

Velja torej Z 2"sin 57 < Z (%) Geometrijska vrsta na desni konvergira, zato je tudi

n=1

vrsta Z 2"sin gz konvergentna. N
n=1

Obravnavaj konvergenco vrst:

1 (an)™” a >0,

= (2n— 1)
@ 2 2n)1(2n + 1)



Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili:

oo
Kvocientni kriterij: Naj bo Y a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja D = lim

n=1
Potem velja:
-ce je D < 1, je vrsta konvergentna,
-¢e je D > 1, je vrsta divergentna,
-¢e je D =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.

oo an
(a) Z ol
n=1
V tem primeru je a, = CT‘L—T,L Od tod sledi
an+1
D= lim 2 — gy OO gy 0
n—00 Ay n—00 n—:l n—oo N + 1
> n
Ker je D < 1, vrsta ) % konvergira za vsak a > 0.
n=1
o0
an
(b) v :
n=1
Sedaj je a, = Z—Z Torej je
an+1
a Tnt1)s a
D = lim —/* — Jim (n:nl) = lim T = a.
n—0o n—oo 4o n—o00 (1 + ﬁ)s

7 uporabo kvocientnega kriterija tako dobimo:

- ¢e je a < 1, vrsta konvergira za vsak s,

- Ce je a > 1, vrsta divergira za vsak s.

V primeru, ko je a = 1, imamo opravka z vrsto

oo

1

ns’
n=1

Za to vrsto pa vemo, da konvergira natanko takrat, ko je s > 1.

n—0o0

An41
an



= nl
c) Z:I (an)m

Tokrat imamo a,, = # Sledi

(n+1)!

n a(n n . 1 ' " . 1 1
D:limaH:limw:hm (n + 1la"n = lim ——g— = —.
n—oo (@, n—so00 (G”W n—oo nlgntl (n + 1)”+1 n—s00 a(l + ) ae

Velja torej naslednje:
- Ce je a > %7 vrsta konvergira,
-Cejea< %, vrsta divergira.

Posebej moramo obravnavati Se primer, ko je a = % Tedaj je

n

e"n!
=~
Ce primerjamo dva zaporedna clena, dobimo
Unp1 €THn+1)In" e

an  emnl(n+1)nt T (14 )

n

Za zaporedje (1 + %)” vemo, da je narascajoce in da ima limito e. Ker so vsi ¢leni tega
zaporedja strogo manjsi od e, je
Apt1 > Qp,

kar pomeni, da cleni vrste narascajo. Vrsta torej divergira, saj je potreben pogoj za
konvergenco vrste, da cleni limitirajo proti nic.

i": (2n—1)I1
I
— (2n)!!(2n + 1)

Najprej opomnimo, da je dvojna fakulteta oznaka za naslednji stevili:

)l =2n(2n —2)2n—4)-...-4-2
Cn+Dl=02n+1)(2n—-1)(2n—3)-...-3- L

Namesto produkta vseh stevil torej vzamemo samo vsako drugo sStevilo. Racunajmo

2n+1)N
e CnrDIENE D) (204 1)(20+ 1)
D = lim —F———— = lim = lim =
n—oo DN neo (2n 4+ 2)11(2n — D20 +3)  n—oo (2n 4 2)(2n + 3)

2n)1(2n+1)
Pri racunanju limite smo uporabili naslednji enakosti:
Cn+D! 2n+1)2n-1)2n—-3)---7-5-3-1
(2n — I (2n—1)(2n—3)---7-5-3-1
2n)lt 2n(2n —2)---8-6-4-2 1
2n+2)!!  (2n+2)2n(2n—2)---8-6-4-2  2n+2

=2n+1,

10



Ker pride limita enaka D = 1, nam kvocientni kriterij ni¢ ne pove o konvergenci vrste. V
taksnih primerih nam vcasih pomaga:

o0
Raabejev kriterij: Naj bo > a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja

n=1
R = limn( n —1).
an+1

n—oo
Potem velja:

- Ce je R > 1, je vrsta konvergentna,
- ¢e je R < 1, je vrsta divergentna,

-Ce je R =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.

V naSem primeru je

, (2n +2)(2n + 3) _ 4n? +10n +6 — (4n* +4n + 1) 3
R=lim n —1)=lmn =—.
n—00 (2n+1)(2n+1) n—o00 4n? +4n +1 2

Ker je R = % > 1, vrsta konvergira. O

Obravnavaj konvergenco vrst:

(a)

n"n’

(Z) e
e ).

(d) Zna”, a>0
n=1

Resitev: Tokrat imamo vrste, ki jih lahko obravnavamo z uporabo korenskega kriterija.

Eﬂg

i
[}

G
WK

Sie

3
Il
i

=
Mg

o
Korenski kriterij: Naj bo > a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja C' = lim /a,.
n—oo

n=1
Potem velja:

- ¢e je C < 1, je vrsta konvergentna,
- ¢e je C' > 1, je vrsta divergentna,

- Ce je C' =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.

11



=1
@3

Splosni ¢len je a, = ﬁ Torej je

1
C = lim a, = lim {/—— = lim — =0.

n— 00 n—00 In"n n—oo In N

oo
Ker je C =0 < 1, vista ) —— konvergira.
n=2

w3 (2)"

n=1

Tokrat je a,, = (%)n Sledi

C = lim a, = lim { (f)n ~im =,
n

n—oo n—0o0

[e.e]

Vrsta ) (%)n torej konvergira za vsak a > 0.

n=1

(C)i (n;l)”:

n=1

Sedaj je a, = (“Tﬂ)n, od koder dobimo C' = 1. To pomeni, da korenski kriterij ni¢ ne
pove o konvergenci vrste. Opazimo pa lahko, da je

1 n
lim (a,) = lim (n—l— ) =e,

n—oo n—00 n

kar pomeni, da vrsta divergira.

(d) Z na" :

n=1
Imamo a,, = na™. Torej je

€=l . = Jim Ynar = Jim o =
7 uporabo korenskega kriterija tako dobimo:
- Ce je a < 1, vrsta konvergira,

- Ce je a > 1, vrsta divergira.

o0
Ce je a = 1, imamo vrsto > n, ki pa divergira. ]
n=1

12



(9) Naj bo (z,) padajoce zaporedje pozitivnih realnih stevil. Dokazi, da vrsta > x,, konver-
n=1

gira natanko takrat, ko konvergira vrsta > 28z,
k=1

Resitev: Opravka imamo z vrstama:

an:x1+x2+x3+x4+x5+...,

n=1

Z le‘gk = 2x9 + 4xy + 8xg + 16216 + 32230 + .. ..
k=1

o0
Denimo najprej, da vrsta ) x,, konvergira. Ker je zaporedje (z,) padajoce, imamo ocene:
n=1
2%4 < T3 + X4,
drg < x5+ x6 + 27 + T,
oziroma v splosnem
2k_1$2k < Tok—141 + Tok—149 + ... + Tok.

Sedaj velja:

oo o
§ 2 gor = 2 E 2Lk,
k=1 k=1

= Q(ZEQ —f- 2[E4 —f- 4ZL‘8 —|— 81‘16 + 161‘32 + .. .),
< 2(xo + (x3+ 24) + (25 + w6 + 27 + 28) + .. .),

=2 i T
n=2

oo
Po primerjalnem kriteriju torej konvergira tudi vrsta > 2Fzqx.
k=1

V obratno smer je dokaz podoben. Denimo torej, da vrsta > 2%z, konvergira. Da potem
k=1

o
konvergira tudi vrsta _ z,, sledi iz ocene
n=1

1+ (o +x3) + (va+ a5+ 26 +27) + ... <2y + 2200 +4dTg+ . ...

Poglejmo si uporabo tega kriterija na dveh konkretnih primerih.

o
Najprej poglejmo vrsto > ﬁ Ta vrsta konvergira natanko takrat, ko konvergira vrsta
n=2
o e e}
1 1
ok = )
Z 2k In 2k Z kln2
k=1 k=1
oo
Ker vrsta na desni divergira, torej tudi vrsta > Fim divergira.
n=2

13



o0
Po drugi strani pa vrsta ) ﬁ konvergira natanko takrat, ko konvergira vrsta
2

n—

k o
Z 2’“111 2k 2; k21

Tokrat pa vrsta na desni konvergira.

O

(10) Naj bo (a,) konvergentno zaporedje pozitivnih realnih stevil z limito a > 0. Obravnavaj

konvergenco vrste

kjer je x > 0.

Resitev: Z uporabo korenskega kriterija dobimo
z\" r x
C’zlim"(—) = lim — = —.
n—oo an n—oo a’TL a
Torej velja:

- Ce je x < a, vrsta konvergira,

- Ce je x > a, vrsta divergira.

V primeru, ko je = a, pa se lahko zgodi oboje, odvisno od zaporedja (a,). Ce izberemo

na primer a,, = /n, je a = x = 1, vrsta pa je enaka

> () =2

n=1

V tem primeru torej vrsta divergira.

Ce izberemo a,, = v/n2, pa dobimo konvergentno vrsto

(.

1\ 1
Vn2) T

n=1 n=1

(11) Naj bosta b in ¢ pozitivni realni stevili in definirajmo zaporedje (a,) s predpisom

bb+1)(b+2)...(b+n—1)
cle+1)(c+2)...(c+n—1)

Ay =

o

: a

(a) Obravnavaj konvergenco vrste » T
n=

(b) Naj bo ¢ > b. Dokazi, da zaporedje (a,) konvergira in dolo¢i njegovo limito.

(¢) Izracunaj limito llm %
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Resitev: (a) Poskusimo najprej s kvocientnim kriterijem

b(b-+1)(b+2)...(b+n)
clC C wetn)(n . b
D= lig G _ oo (btmn

nooo _b(b+1)(042)...(b+n—1) _n ol
T et D (D) (ctn—D)n —oo (c+n)(n+1)

Kot vidimo, zaenkrat Se ne moremo sklepati o konvergenci vrste, zato poskusimo Se z
Raabejevim kriterijem

2 _ 2 _
R— lim n (c—kn)(n%—l)_1 — lmn n*+n+cn+c—n‘—>bn Y

Od tod sklepamo:

- ¢e je ¢ > b, vrsta konvergira,

- Ce je ¢ < b, vrsta divergira.

Ostane nam Se primer, ko je ¢ = b. V tem primeru je a, = 1, zato imamo opravka s
harmonicno vrsto, ki pa seveda divergira.

(b) Naj bo ¢ > b. Kot smo ze prej spotoma izracunali, je kvocient dveh zaporednih ¢lenov
zaporedja (a,) enak

a b
Qp, c+n

kar pomeni, da je zaporedje padajoce. Ker so vsi ¢leni pozitivni, je navzdol omejeno z
nic¢, od koder pa sledi, da je zaporedje konvergentno.

Oznacimo njegovo limito z a. Ker so ¢leni zaporedja (a,) pozitivna stevila, je a > 0, z
uporabo prejsnje naloge pa bomo pokazali, da je a = 0. Pa denimo, da je a > 0. Ker je
zaporedje padajoce, potem velja a,, > a za vse n € N. Torej bi lahko ocenili

= a = a =1
n
—_— > —=a — =0
DI DK SR
n=1 n=1 n=1
oo
kar bi pomenilo, da vrsta ) %= divergira. Malce prej pa smo pokazali, da dana vrsta
n=1
konvergira. Torej mora v primeru, ko je b < ¢, veljati

b(b+1)(b+2)...(b+n—1)

lim =0.
noooc(c+1)(c+2)...(c+n—1)
(c) Sedaj racunamo limito nh_r}xolo (2(21)1!;”. Izraz za limito bomo izrazili z zaporedjem (ay,).

Vzemimo b =1 in ¢ = % Potem je

1-2-3...n
In =375 2nti-
2 277 2

Ce Stevec in imenovalec zgornjega ulomka pomnozimo z 2", dobimo ravno

(2!
= en
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(12)

Ker je 2 > 1, torej po nalogi (b) sledi, da je

I
lim (2n)!!
n—00 (2n + 1)!!

]

Do sedaj smo se ukvarjali z vrstami s pozitivnimi ¢leni in spoznali definicijo vsote taksne

vrste. Ta vsota je bodisi neko pozitivno realno Stevilo, ali pa je neskoncéna. Ce vsi ¢leni
o0

v vrsti niso pozitivni, pa se stvari malce zakomplicirajo. Za vrsto > a, z ne nujno

n=1
pozitivnimi ¢leni recemo, da:

o0
- konvergira absolutno, ¢e konvergira vrsta E lay|,
n=1

- konvergira pogojno, ¢e konvergira, a ne konvergira absolutno.

Absolutno konvergentne vrste imajo lastnosti, na katere smo navajeni pri sestevanju stevil.
Tako je na primer vsota absolutno konvergentne vrste neodvisna od vrstnega reda ¢lenov.
Vsota pogojno konvergentne vrste pa je po drugi strani odvisna od vrstnega reda clenov.
Ce primerno zamenjamo vrstni red, lahko dobimo celo poljubno vsoto.

Ce ima vrsta pozitivne ¢lene, je konvergenca ekvivalentna absolutni konvergenci.

Obravnavaj absolutno in pogojno konvergenco naslednjih vrst:
= sinn
(a) Z on ’

0) ST £

Resitev:

(a) Z si2nnn :

n=1

oo
Cleni vrste o
n=1

absolutno. Iz ocene |sinz| < 1, dobimo oceno

niso nujno pozitivni. Zato najprej poskusimo ugotoviti, ¢e konvergira

sinn 1
2n | T 2n

Od tod sledi

= |sinn =1

< — <

Do | S <

n=1 n=1
Po primerjalnem kriteriju tako dobimo, da je vrsta 5‘2# absolutno konvergentna.

n=1
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(13)

(b)Y

n=1
V. v n . v . o . . v
Imamo vrsto s splosnim clenom a,, = %, ki v splosnem nima samo pozitivnih clenov.
Ce je |a| > 1, je
. ) a’ . 1
lim (a,) = lim lim — =-1,
n—00 n—oo 1 — aq™ n—oo — — 1

od koder sledi, da vrsta divergira.

Ce je la| < 1, pa je vrsta absolutno konvergentna. To lahko na primer dokazemo z uporabo
korenskega kriterija, saj je

. . . |a|
n n J—
C = nhm Vlan| = nhm T a”‘ = nhm —— —|1 = = lal.

Obravnavaj absolutno in pogojno konvergenco naslednjih vrst:

(a) Z (_;LL#, a >0,
(b) > (~)"tg,

i
I

(©) Y (=1)"(1+ 1) ™"tgl,

(-1
(n + 1)a*’

3
Il
_

a > 0.

e
WE

n=1

Resitev: Med vrstami z ne nujno pozitivnimi ¢leni so najbolj pogoste alternirajoce vrste,
pri katerih se predznaki élenov izmenjujejo. To pomeni, da je a,a,11 < 0 za vsak n € N.
Za alternirajoce vrste lahko pogosto uporabimo:

Leibnizev kriterij: Ce absolutne vrednosti

a1 > |as| > |as| > ---

¢lenov alternirajoce vrste monotono padajo proti nic, je vrsta konvergentna.

Wy N

n=1

[e.e]
Vemo ze, da je vrsta > (_1304 ~ absolutno konvergentna natanko tedaj, ko je v > 1.

n=1
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Za dokaz konvergence vrste bomo uporabili Leibnizev kriterij. Vrsta je alternirajoca,
zaporedje absolutnih vrednosti clenov vrste

1 1 1
72&’ 30574057'..
pa monotono pada proti ni¢, saj je funkcija f(z) = x® za a > 0 narascajoca, zvezna na
[0,00) in f(0) = 0. Od tod sklepamo, da je vrsta » (72# konvergentna za vsak o > 0,

n=1
kar pa pomeni, da je za 0 < a < 1 vrsta pogojno konvergentna.

(b)Y (~1)"tg % :

n=1

Pokazimo najprej, da vrsta ne konvergira absolutno. Za z € [0, 1] velja ocena tgx > z,

od koder sledi . .
IUTED I
n=1 n=1

7 uporabo Leibnizevega kriterija bomo spet pokazali, da vrsta konvergira. Je alternira-
joca, zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov vrste

1

tgl,t 1t 1t
gag27g37g47"'

pa monotono pada proti ni¢, saj je funkcija tg naraséajoca in zvezna na [0, 1] ter tg(0) = 0.
Torej je vrsta Y (—1)"tg < pogojno konvergentna.

n=1

(S (~1M(1+ 1) gt

n=1

Ker je (14 1)" < 3 za vsak n € N, imamo oceno

Torej je

o o

S el > § Yo te

n=1 n=1
Pri prejsnji nalogi smo ze pokazali, da vrsta na desni divergira, od koder sledi, da vrsta
o0

> (=1)"(1+ %) "tg < ni absolutno konvergentna.

n=1

Ta vrsta je alternirajoca, absolutne vrednosti ¢lenov pa so

tg%

an| = (1+ L) "ggl=_—2n
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(14)

(15)

Zaporedje tg% je padajoce z limito 0, zaporedje (1 + %)” pa narascajoce z limito e. Od
tod sledi, da je zaporedje |a,| padajoce z limito 0. Po Leibnizevem kriteriju je torej dana
vrsta konvergentna. Ker ni absolutno konvergentna, je pogojno konvergentna.

[e'e} _1 n—1
<®§:é:%;;

n=1
0 ~
Vrsta iz absolutnih vrednosti 21 m konvergira, ¢e je a > 1. Ce je a = 1, dobimo
n=

alternirajoco harmonic¢no vrsto, ki konvergira po Leibnizevem kriteriju. V primeru a < 1
pa ¢leni zaporedja |a,| rastejo ¢ez vse meje, zato je vrsta divergentna.

S n
Vrsta % je torej absolutno konvergentna za a > 1, pogojno konvergentna pria = 1

= (n+1)

ter divergentna za a < 1. O
Obravnavaj absolutno in pogojno konvergenco vrste
1 1 1 1
— + - ..
V2-1 V241 V3-1 V3+1
Resitev: Vrsta je alternirajoca, vendar pa absolutne vrednosti njenih ¢lenov ne padajo

monotono proti ni¢, zato Leibnizevega kriterija ne moremo uporabiti. Pokazali bomo
celo, da vrsta divergira.

Razdelimo vrsto tako, da vzamemo skupaj po dva zaporedna ¢lena. Za vsak n > 1 tako

dobimo N o Rdl- (-1 2
vn—1 n+1 (Vn—1)(/n+1) n-1

Od tod sledi, da za vsak n € N velja

n+1

1 Lo, 1 S 2
Son, — — = .
Va1 V21 Vitl-1 Va+li+l “n-1

Vemo, da harmoniéna vrsta divergira, zato sode delne vsote narasc¢ajo proti neskoncnosti.
To pa pomeni, da je dana vrsta divergentna. Il

7 upostevanjem rezultata
> 1)1
S ET
n=1 n
poiscéi vsoto spodnje vrste, ki jo dobimo z zamenjavo vrstnega reda ¢lenov dane vrste:
1 1 1 1 1 1 1 1

l— - — -4 -_-_=2 — - =
2 4+3 6 8Jr Jr2n—1 dn — 2 4n+

. 1 1 1 1_11 1
2 4 2 4 2 2/’




Vsoto n-te trojice ¢lenov pa lahko izrazimo v obliki

1 1 11 1 1 1 1
Mm—1 4n—2 4n 4n—2 4n 2\2n—1 2n)°

7, upostevanjem vsote

— (—1)"! 1 1 1
Z( ) =l—-+-—>-+-—=+...=1n2
o n 3 4
od tod sledi
111+111+ 111+111+ 112
e == 11== —=—- ...=—=In2.
2 4 3 6 8 2 2 2\3 4 2
Vidimo, da smo z zamenjavo vrstnega reda sestevanja dobili druga¢no vsoto. S primerno
izbiro vrstnega reda bi lahko celo dosegli, da je vsota vrste poljubno realno stevilo. O
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