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Zamisel za ta prispevek dolgujem prof. K. Veseli¢u, ki je bil od nekdaj
zaljubljen v veriznico.

Najprej se bomo lotili klasi¢ne veriznice in regili problem njenih parametrov.

V nadaljevanju bomo obravnavali dve posploSitvi, diskretno veriznico in
vise€i most.



1 Klasi¢na veriznica

Poiscimo obliko veriznice, to je, tanke gibke niti, obesene v tockah 77 = (a, A)
in Ty = (b, B), ¢e ima nit dolzino /.
Oblika veriznice naj bo opisana s funkcijo

y = w(z).

Funkcijo w izrac¢unamo iz zahteve, da mora biti potencialna energija minimalna,
ali kar je isto, da mora biti tezis¢e kar se da nizko, to je, funkcija w mora dati
funkcionalu ¢,

b
o) = [ w140 (@) da
a
minimalno vrednost pri geometrijskih pogojih

w(a) = A, (1)

w(b) B, (2)

in pri tzoperimetricnem pogoju

/ab,/1+w'2(x)dx ) (3)

Po Ljusternikovem lemi [2, 3] obstaja konstanta A, da bo

b
6/ Lw(z),w'(z)] dz = 0
pri pogojih (1-3), kjer je

L(w,w') = (w—-AV1+w?
Lagrangeova funkcija variacijske naloge in od koder sledi Euler-Lagrangeova

enacba

OL (w,w")  d OL (w,uw")

Ow dr o' = 0

Ker je Lagrangeova funkcija neodvisna od z, lahko Euler-Lagrangeovo enac¢ho

takoj enkrat integriramo v

OL (w,w")
L(’U),’U)I) —’U)/T = C.

V nagem primeru dobimo

fw(e) — Xy/1+ 02 (@) — v (@)w) - L@ = ¢

1+ w?(z)

ali



To enacbo re§imo parametri¢cno z nastavkom

w' = sinhp,
od koder sledi
w = A+ Ccoshp,
Csinhpdp = sinhpdx,
zr = Cp+D
in
—-D
w(z) = A+ Ccosh z
C
Iz enacbe (4) sledi
-D
w'(xr) = sinh z ,
- D
1+w'(z)® =
+ w'(z) cosh o
b —
{ = /a cosh c de =
b
— CsinhZ= D =
C a
- D _
= ('sinh c —C’sinha c
Tako dobimo sistem treh enacb
a—D
A = X+ Ccosh
+ C' cos c
B = X+ C cosh —
¢ = csinh =2 _ gm0 =2

za parametre C, D in .

Sistem enacb (5-7) najprej poenostavimo z uvedbo novih neznank

_a-D
u = ol
_b-D
vo= 0
da dobimo sistem
A A
c - T + coshu,
B _ 2 + cosh
c -~ C v
4
c - sinh v — sinh u,




ali
B-A coshv — coshu

= — 10

b—a v—u ’ (10)
J4 sinhv — sinh u

= - = - 11

b—a v—u (11)

Ti dve enacbi poenostavimo s pomocjo adicijskih izrekov za hiperbolne funkcije,
da dobimo sistem

B-A inh “L% sinh L%
: _ sin 2U_s;n ol (12)
—a =
g 4 _ cosh ‘H'T:j;inh = ’ (13)
—a >
od koder sledi
B-A
T = tanh Y _5 'U/’
od koder sledi
B-A
Y ; Y = atanh . (14)
Iz enacbe (14) sedaj sledi
sinn © —2k uo tanh 5% _
1/1 — tanh® ”'"T“
_ B-A 1
= 7 —
1- (54
iz enacbe (12) pa dobimo ena¢bo
sinhv;u = p”;“, (15)
kjer je
l B-A\?
= 1—- (=) . 16
v = - (577) (16)
Enacbo (15) resimo z Jacobijevo iteracijo
zZo = ].,
Zk+1 = asinh pz.

Ko je z = limy_, 2z izracunan, sledi

v = atanh + z,
w = atanh—— — z,
od koder sledi
o = b—a ’
v—u
D - wW-— bu

v—u



Slika 1: Veriznica dolzine ¢ = 10



2 Diskretna veriznica

Isto nalogo, le da je vrv sestavljena iz gibko vpetih togih ¢lenkov, palic, imenu-
jemo diskretna veriZnica.
Naj bo diskretna veriznica sestavljena iz n 4+ 1 ¢lenkov dolzin

Liy,i=1,2,...,n+1
in mas
M;, i=1,2,...,n+ 1.
Nalogo bomo resili, ¢e bomo izracunali koordinate krajisc
(zi,9), 1=0,1,... ,n+1,
kjer sta tocki (zo,yo) in (Tp+1,Yns1), (Obesisci), kajpada predpisani vnapre;j.
Ravnotezni pogoj dobimo, ¢e zahtevamo, da je tezZisce kar se da nizko, ali

kar je isto, da je potencialna energija minimalna.
Minimalizirati torej zelimo

n+1

Yi-1 +¥i
i=1
saj je teziste posamezne palice na razpoloviscu.
Iskane koordinate (z;,y:),1 = 1,2,... ,n, morajo pri tem zadoscati pogojem
(i —zi1)’ + (i—yiz1)® = L3, i=1,2....n+1. (18)

Vezani ekstrem (17)-(18) prevedemo na nevezanega z uvedbo Lagrangeovih
multiplikatorjev. Tedaj iS¢emo nevezani ekstrem funkcije

G(z,y,)) =
n+1 Y; +y
Z {MZ% i @i — 2 )2+ (i —yi1) — L?] } . (19)
i=1

Ravnotezne enacbe dobimo kot enacbe

10G
—= = 0 , =1,2,...
2 Oz, ) ? y 4y 10,
190G
— = 0, 1=1,2,...,n,
233}2‘
oG
— =0 i =1,2,... 1
aAZ’ ) Z ) ) ’n+ )
ali
)\i (‘rEZ - (Ei_l) - )\i"rl (wi-l-l - wl) = 05 i = 1527 B ()
M; + M,;
/\i (yz - yifl) - )\iJrl (yi+1 - yz) = _fﬂa = 1721 . 10,
((Ei _fEi—l)2 + (yi _yi—1)2 = L?, 1=1,2,... ,n+1.



Za lazje racunanje uvedemo relativne koordinate

& = Ti—zia, i=12,...,n+1,
i = Yi—Yi-1, ’L.:1,2,...,’I’L+1,
od koder sledi
i
z o= mo+» & i=12...,n+l,
j=1
i
Yi = y0+zn]a ’L.:1,2,...,’I’L+1,
j=1

in zgornji sistem enacb preide v ekvivalentni sistem

)\zfz - )\i+1£i+1 = 0, 7= 1, 2, ..., (20)
1 .
Aili = Aig1Miy1 = —gHis i=1,2,...n, (21)
E4+n = LI, i=12,...,n+1, (22)
kjer je
M; + M;
Wi = % (23)

Iz enacbe (20) sedaj sledi
)\zfz = —= z':l,2,...,n, (24)

kjer je u konstanta, ki jo bomo 8e dolo¢ili. Iz enacb (21) in (24) potem sledi

ITni 1 nip 1 .
2 fz 2 €i+1 2/"27 ? ) s > 10,
ali
D1 _ ﬁ—u,u,', 1=1,2,...,n,
it i
ali
n; i—1
(3 .
— = v—uy W, 1=1,2,...,n+1, (25)
kjer bomo konstanto
m
vo= — 26
& (26)
e dolocili.
Enacbe (22,25) nam sedaj povedo
. 2
i
L2
1+ [v—u Z I = -,
j=1 i



od koder sledi
L;

& = . i=1,2,...,n41, (27)
i1 \?
\/1+ (U_UZ]‘:LUJ')
vrednosti 1;, i = 1,2,... ,n+ 1 pa sedaj izracunamo iz enacbe (25).
Za vrednosti v in v imamo sedaj enacbi
U(u,v) = 0, (28)
U(u,v) = 0, (29)
kjer je
n+1
U(u,v) = Z & — (Tpy1 — z0), (30)
i=1
n+1
V(w,v) = Y 1= Yns1 —0)- (31)
i=1

Enacbi (28,29) bomo resili z Newtonovo metodo. Ce je [ Z } stari priblizek,

| — |
ST~

] pa novi, velja

| —|
ST~

kjer je
E R[] - V]

Formule (27,25) bomo poenostavili z uvedbo pomoznih spremenljivk

w; = vV — uvy, (32)
kjer je
i—1
vio= ) (33)
j=1
Potem lahko pisemo
& = L (1+w?)—1/2’
—1/2
ni = Liw; (1+w}) 2,
od koder sledi
3& 2 —3/2
+— = —Liw(l ' ;
8w,~ v ( +wl)
on; -3/2
L = L, 2
8w,~ ( + Wi )



in

% 0& _ U s
[% éi} = Li(1+w?) 3”[@’5’ i"}
ou ov ?
Za Jacobijan potem dobimo
au  8u ntl
= 7 —-3/2 | w;v; —Ww;
(B ] = Taase [ ] e
Ou Ov i=1 ?
medtem ko je
U s, 172 [ w; ] Az
[V] = > Li(1+u}) VR (35)
i=1 -
kjer je
Az Tpil — To |
= ) 36
[Ay} [yn+1—yo_ ( )

Na sliki 2 vidimo diskretno veriznico s podatki

2

DO = =

in

Za drugacen pristop k resevanju te naloge glej [1].

Za primerjavo z zvezno veriznico na sliki 1 navajamo Se diskretno veriznico
na sliki 3, ki ima isto dolzino, isto zacetno tocko in isto konéno tocko, le da je
sestavljena iz desetih ¢lenkov.



Slika 2: Diskretna veriznica iz 6 ¢lenkov

Slika 3: Diskretna veriznica iz 10 ¢lenkov

10



3 Viseci most

Sestavimo model visetega mostu, kakrSen je na primer most Cez Zlata vrata
(Golden Gate) v San Franciscu, USA. To je okrog 8km dolg vise¢i most, ki se
pne cez Zlata vrata, ozino, ki povezuje Tihi ocean z zalivom v San Franciscu.

Nosilna vrv, v resnici sta dve, vendar za model zadosc¢a, da obravnvamo samo
eno, je pritrjena na dveh kakih sto metrov visokih nosilnih stebrih, od katerih
stoji eden v San Franciscu drugi pa v Sausalitu, majhnem ribiskem (turisti¢nem)
mestecu na severu Zlatih vrat. S te nosilne vrvi so v dolocenih presledkih, kakih
100m, pritrjene vrvi, ki nosijo most.

Najprej se je treba odlociti, kje na nosilni vrvi bodo obeSene vrvi, ki nosijo
most. Med gradnjo moramo ze vedeti, kje pritrditi te vrvi, zato se zdi, da je
smiselno reci, da so ti vozli na znan nacin, recimo enakomerno, porazdeljeni
vdolz nosilne vrvi. Ampak posledica bo, da bodo segmenti cestisca, ki visijo na
nosilni vrvi, neenakomerno dolgi: tam, kjer je nosilna vrv bolj strma, to je na
zacetku in na koncu mostu, bodo razmaki na cestiscu brez potrebe manjsi.

Zato bomo vozle postavili na nosilno vrv tako, da bodo segmenti cestisca
enakomerno dolgi, zato pa vozli na nosilni vrvi ne bodo enakomerno porazde-
ljeni.

Izberimo si koordinatni sistem, kjer tece os x vzdolz cestisca, os y pa navpi¢no
vzdolz levega nosilnega stebra. Tocke, kjer se obeSene vrvi drzijo segmentov ce-
stisca, naj bodo x;, i = 1,...,n, tako da so cestni segmenti (x;—1,2;), i =
1,2,...,n+1,kjer je xg < x1 < 2 < ... < Tpt1, in kjer sta totki To = (zo, yo)
in Tyy1 = (Tnt1,Ynt1) predpisani obesiscéi nosilne vrvi. Nosilna vrv naj ima
linearno gostoto p, vrv, obesena v tocki T; = (z;,yi), ¢ = 1,2,...,n, pa naj
nosi maso m;.

Obliko nosilne vrvi naj opisuje funkcija w. Nosilna vrv mora imeti tako
obliko, da bo potencialna energija

n+1
Z / pgwV 1+ w'? dx + Z migw (z (37)
minimalna pri pogojih

w(z;)) = yi, 1=0,1,... ,n+1, (38)
n+1

Z/ Vi+w?de = L, (39)

kjer je L dolzina nosline vrvi. Enacba (38) sta v resnici dva (robna) pogoja in n
definicij y;, i = 1,2,... ,n. Po Ljusternikovi lemi [3] obstaja skalar A da mora
biti

n+1 n
lZ/ w—A)V1+w'2d$+Zmi9w($i)] = 0

od koder sledi, (ena¢ho smo delili z pg),

n+1 Sw

Z/ léw 14w+ (w— )\)m

11

d:c+z—(5 =0




za vsako dopustno zvezno variacijo dw. Z integracijo po delih dobimo

n+1/
n+1

ket

Od tod dobimo, ker je dw (zg) = dw (xp11) =0,

d - A
\/1+w’2——w7:0, i1 <z<zxz,t=1,...,n+1,

d$1/1+wl2

d w-—2A\

%\/1%—10’2

z;—0

1+ w’2 ow dx+

w— A w— A

m;
— - Tio0,i=1,2,....,n
L+ wl2 z=z;—0 1+ wIQ z=z;+0 p
Enacbe (40) lahko enkrat takoj integriramo v
!
-
(w—NV1+w? —w'M = C;,

V14 w?

ali
w = A+CV1I+w? sy <z<z,i=1,...,n+1
pri robnih pogojih

w (-rifl) = Yi-1,

Enacbe (42) resimo parametriéno
w' = sinhp,
od koder sledi
w = AN+ C;coshp
in
dw = w' dx

C;sinhpdp = sinh pdx

dr = C;dp

z=Cip—Di+mzi
_z—mi1+ D

p= C; ;

ali
2 1+ D,
W= /\+Cicosh%, rii<z<zy,i=1,...,n+1.

i

12

(45)



Ker mora biti funkcija w zvezna, dobimo prvo serijo pogojev

4D,

yi = )\+Cicosh§’4c_,‘ Li=1,...,n,
D; .

yi = A+ Cipqcosh H,z:l,...,n,
Cit1

kjer so
=z —xi—1, 1=1,2,... ,n+1

relativne koordinate vozlov.
Iz pogojev (46-47) sedaj sledi

&+ D; Diy1
C; cosh = (11 cosh ,i1=1,2...,n
1 Cz i+1 Ci+1
Iz enacb (41) potem sledi
yi - yi = Tii=12 ..

\/1+w’2(mi+0) \/1+w’2(mi—0) p

Upostevamo enacbo (45), da dobimo

.=z 1+ D
w'(z) = sinh %
in sledi
w' (z; —0) = sinh M,
i
w' (z; +0) = sinh Dint
i+1
in zato
! - ! _omi 1
\/1+sinh2gj—ﬁ \/1+sinh2€i;;—f’i P Y=
m; 1
ali
1 1 m; 1
coshgz’f—i - cosh&g—iDi - Tm’
ali
cosh % m;
coshg;—i; = 1 pCyi’

Iz enacb (48) in (49) dobimo sedaj

Cit1 _ n ﬁ’
C; pC;

13

b

(46)

(47)

(48)

(49)



ali

Ci+1_Ci = —.,Z.:LQ,...,TL. (50)

V enacbe (50) sedaj postavimo

in sledi
Cz = U+Mu1—1a- 7n+]—7 (52)
kjer je
i—1 o
i = 2_11221127 yn+1 (53)
1 pP
J
Podobno, iz enacb (48) sledi
i i+ D\ .
D;y1 = (41 acosh < ¢ coshé + ) ,i=1,...,n, (54)
Cit1 o
kjer bomo konstanto
D, = w (55)

e dolocili.

Neznanki u in v bomo izracunali iz enacb (46) pri ¢ = n + 1 in (47) pri
1 = 0. Pri tem uvedemo Se tretjo neznanko, A, ki pa jo lahko takoj eliminiramo
z od§tevanjem, da dobimo enacbo

D D
Chi1 cosh Sn41 + Dngr Cicosh = = yni1 — 0,
Chnt1 Cq
ali
D
Cpy1 cosh Sntrt+ Dur wcosh > = Ynt1 — Yo (56)
Cn—i—l u

Ena ena¢ba nam $e manjka. To bo enacba (39), od koder sledi

n+1 n+1

x; T — T D.
Z/ Vi+w?de = Z/ \/1+sinh2wd:ﬁ:
i=1 J@i-1 i=1 J@i-1 Ci

n+1 z:
i T — T D;
= Z/ coshi21+ Ldr =
i=1 Y Ti—1 C’

n+1
—ri_ D,
- Yo ginh = Tim1 + Ui
=1

Zi

C;

Ti—1

n+1
.. &+ Dy .. D,
= E p h — sinh —
2 C <sm c, sin c,

14



in

n+1
; C; <Sinh & _C:DZ — ginh %) = L. (57)

V enacbi (57) se lahko izognemo odstevanju z uporabo formule

a+bsinha_b,
2 2

sinha —sinhb = 2cosh

kar pripelje do enacbe

n+1

i+2D; | i
E 2C'; cosh L sinh ¢
i=1 2CZ

2C;

L. (58)

Da bi bila naloga resena, moramo resiti sistem dveh nelinearnih enach in
sicer sistem enacb (56,58), to je

U(u,v) = 0,
V(u,v) = 0,
kjer je
n -Dn
U(u,v) = Cyy1cosh Snt1 ¥ Dot ucosh > — Ay, (59)
Cn+1 u
n+1
_ &+2D; &
V(u,v) = ; 2C; cosh ST sinh 20 ~ L, (60)
kjer je
Ay = Ynt1— o (61)

Za reSevanje sistema bomo uporabili Netonovo metodo, to se pravi, da po-
trebujemo matriko odvodov

U, U,
Vi Vo |’
kjer je
_ oU 9Ch41 OU 0D,41 B vo,ov o
U, = 3C, 1 ou + 9Dy ou coshu + usmhu, (62)
oU 8Cn+1 oU 8Dn+1 . v
= — sinh 2,
v 9Cns v 0Dnn 0w UMy (63)
n+1
oV 0C; oV 0D;
u = ; (aci ou T oD ou ) (64)
n+1
oV 0C; oV 0D,
Vo = Z(a—c,»a—v+a—pi av) (65)

i=1

15



in

ou a1+ Dny1 &ny1 +Dng1 ., &nt1 + Dnta
= cosh — sinh ,
aCfn+1 Cn+1 CnJrl CnJrl
—8U = sinh 7&”1 + D1
8Dn+1 Cn+1
1 ov = cosh &i+2D; — §i +2D; sinh &i+2D; sinh &i —
200; 2C; 2C; 2C; 2C;
&i &
- h
20; M acy
LoV _ sinh &+ 2D sinh &i

Ker po enacbi (52) velja

oC;
= 1
ou ’
oC;
= 0
Ov
in ¢e ozna¢imo
oD;
= Fia
ou
oD;
= Ai:
ov
z odvajanjem enacb (48) na v in v z upostevanjem enacb (70,73) sledi se
.+ D; &+ D; .+ D; .+ D;
cosh & g@ i_ & a i ginh & g@ * +T;sinh & a e
Dit1 Diya ., Dipa .o Dipq
= cosh — sinh + I';4q1 sinh ,
Cit1 Cita Cit1 + Cit1
4D, D;
Ai sinh éz _gl ! = Ai—i—l sinh C:jr—ll

ali

&+Di _ &i+Di &i+Di Dit1 P &i+D;
cosh & roF sinh roF cosh Ty + I'; sinh &

Fiyga =
. Dy
sinh Tt
Diy1
+
Ci1
sinh &:£D:
A. — PO S
1+1 — 1. Di+1 9
sinh 7+
i+1
kjer je
Fl - ’
A =

16

(66)

(67)

(72)

(73)

+



Na osnovi enach (62-73) dobimo sedaj

cosh Snt1 + D1 + <Fn+1 _ Gnr Doy DnH) sinh Snt1 + Do

Cns1 Cnt1 Cnt
— cosh % + % sinh %, (78)
D
= Ap,isinh Sntr + Do oy °, (79)
Cn+1 u
n+1
& +2D; & +2D;\ . &+2Di] . &
= 2 R, - S ) g ST 2 i
; { cos 2C, + 2, sin 2, sin 5¢,
& &i
— h
20, cos 50, [ (80)
n+1 £ +9D, £
= 2) A;sinh T sinh 20 . (81)
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