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Motivacija - prepoznavanje ro¢no izpolnjenih stevilk

Rocno izpolnjene Stevilke imamo na voljo kot ¢rno-bele slike velikosti 16 x 16. Na
voljo imamo vzorec 1707 Stevilk, da se naucimo prebrati preostalih 2007 Stevilk.
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Metoda glavnih komponent

Denimo, da imamo n vektorjev xi, ..., x, iz R™.

Pri analizi glavnih komponent oz. PCA (principal component analysis) zelimo
opisati opisati razprsenost n enot v m razseznem prostoru z mnoZzico nekoreliranih
spremenljivk - komponent, ki so linearne kombinacije originalnih merjenih
spremenljivk.

V bistvu gre za ortogonalno transformacijo baze, kjer so nove nove spremenljivke
urejene od najbolj do najmanj pomembne. Tako nova prva komponenta pojasnjuje
kar najvec razprsenosti osnovnih podatkov.

Obicajni cilj te analize je poiskati nekaj glavnih komponent, ki pojasnjujejo vedji
del razprsenosti podatkov. Tako lahko zmanjSamo razseznost podatkov in pri tem
izgubimo ¢im manj informacij.
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Korelacijska matrika

Denimo, da imamo n vektorjev xi, ..., x, iz R™, ki predstavljajo meritve m
komponent oz. podatkov. Zanima nas, kako so ti podatki medsebojno odvisni
oziroma korelirani.

Ce sta y,z € R”, potem je
1 _
corly,2) = —(y =) (z - 2) Z(y, -2).

Iz x1, ..., X, sestavimo matriko
X = [xlfi x,,fi],

kjer je X = % 71 x;. Sedaj je t.i. korelacijska matrika dimenzije m x m enaka

C= 1XXT.
n
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Glavne komponente iz korelacijske matrike

Korelacijska matrika C = %XXT je simetri¢na nenegativno definitna in se da
diagonalizirati kot
C=UDU",

kjer je D = diag(0?,03,...), U ortogonalna, lastne vrednosti pa uredimo po
velikosti od najvecje do najmanjse.

Glavnih d komponent je sedaj podanih z lastnimi vektorji uy, ..., ug.

Stabilneje je to izracunati iz singularnega razcepa matrike A = ﬁX.

Ce je n > m, izra¢unamo singularni razcep matrike n x m A= ULV, &e pa je
n < m, izratunamo singularni razcep za A7 in transponiramo matriki U in V.
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Zgled

Imamo mnoZico tock v ravnini. Sestavimo matriko A =[x — X y —y]” in preko

SVD doloc¢imo glavne komponente.
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Prepoznavanje ro¢no izpolnjenih postnih Stevilk

PCA lahko uporabimo za razpoznavanje oblik. Roc¢no izpolnjene Stevilke imamo
na voljo kot ¢rno-bele slike velikosti 16 x 16. Na voljo imamo vzorec 1707 stevilk,

ki jih poznamo in jih uporabimo, da dolo¢imo glavne podprostore, ter 2007 Stevilk,
ki jih je potrebno razbrati.
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Prepoznavanje ro¢no izpolnjenih postnih Stevilk

Vsako sliko 16 x 16 predstavimo z vektorjem dolZine 256. Za vsako skupino cifer
od 0 do 9 sestavimo matriko, katere stolpci so vektorji iz testnega vzorca, ki so
slike ustrezne cifre.

Za matriko izracunamo singularni razcep in vzamemo podprostor U, ki ga doloca
prvih nekaj (5-20) singularnih vektorjev.

Razpoznavanje vektorja z naredimo tako, da izraunamo normo projekcije z na U,
zac=0,...,9, potem pa izberemo tisto Stevko, kjer je bila norma najvedja.
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Nedoloceni linearni sistemi

Za sistem oblike Ax = b, kjer je A € R™*" in m < n, pravimo, da je nedolocen.

Tudi v tem primeru kot reSitev vzamemo tisti x, ki minimizira ||[Ax — bl|> in ima
izmed vseh taksnih x najmanj$o normo || x||2.

Reditev je x = ATh.

Za poljuben linearni sistem Ax = b je prava reSitev x = A"h.
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Teorija motenj za predolocen sistem

Naj bo A € R™*" kjer je m > n in rang(A) = n, matrika iz predolocenega
sistema. Za taksno matriko definiramo obcutljivost kot

o1(A)

an(A)’

ka(A) = | All2| ATl =

Izrek

Dana je A € R™*", kjer je m > n in rang(A) = n. Naj bo x = AT b resitev
predolodenega sistema in r = Ax — b. Naj bo x = (A+ dA)T (b + db), kjer je

cim (L 1801 L
1Al bl ) = wa(A)

Potem je matrika A+ §A ranga n in velja

X =xll2 _ _era(A)

) Iz
M = T—ema(A) (2“ Q(A’“)nAznxnz)'
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Primerjava metod za LS - razcep Choleskega

% xl_ exa(A) ) Il
Wb S 1= ena(A) (“( 2<A)+1)||A|2||X||2)-

Stevilo operacij za normalni sistem in razcep Choleskega je mn® + n®/3.

Za numeri&no izratunano reditev X velja (AT A+ E)x = AT b, kjer je
|Ella < Cimnu||AT A|l».

Od tod sledi ocena, da za izraunano resitev x velja

E]
< ,.;Q(ATA)“W'\"]|2 = O(mnu)K3(A).

X = x|l2

[Ix]l2

Pri reSevanju preko normalnega sistema tako vedno v oceni napake vektorja x
nastopa faktor x3(A), ne glede na velikost norme ostanka ||r||,.
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Primerjava metod za LS - QR razcep

Ce uporabimo QR razcep in npr. Householderjeva zrcaljenja, potem porabimo

2mn* — 2n® operacij.

Za izralunani X velja, da je eksaktna resitev po metodi najmanjsih kvadratov za
matriko A+ 0A in desno stran b+ db, kjer je [|[0A||r < O(mnu)| A||F in
1662 < O(mnu)||b|>.

Tako dobimo oceno

X = x|l2

[Ix]l2

mnu)k k T
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Tezave z majhnimi singularnimi vrednostmi

Naj bo A€ R™", A= ULV singularni razcep in o, > 0.
@ Ce je x resitev predoloenega sistema Ax = b po m.n.k., potem je

-
l|x[l2 > M
n
= ob
@ Ce b zmotimo v b+ b, se x spremeni v x + 6x, kjer je ||0x||2 < | ||2
On
V primeru, ko je rang(A) = r < n za reSitev Ax = b po m.n.k. velja
roT
u'b
=y,
i1 i
161l L5bll>

torej je [|x|[2 < *2I% in sprememba b v b+ Jb spremeni resitev kvecjemu za =
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Regularizacija

Resujemo linearni sistem Ax = b, kjer je A nesingularna, a zelo obcutljiva matrika
velikosti_n x n. Predpostavimo Se, da v resnici reSujemo sistem z zmoteno desno
stranjo b, kjer so poleg b prisotne Se majhne motnje, npr. zaradi meritev ali
zaokrozitvenih napak. ReSitev zmotenega sistema X lahko s pomocjo singularnega
razcepa A = UX VT izrazimo kot

kjer X razvijemo po singularnih vektorjih vy, ..., v,.

Ce ima matrika A najmanje singularne vrednosti zelo blizu 0, potem vemo, da
lahko zelo majhna motnja desne strani povsem pokvari rezultat, kar pomeni, da se
lahko X mocno razlikuje od x. Tovrstne tezave reSujemo z regularizacijo. Splosni
nastavek je, da za regularizirano reSitev x.., vzamemo

" ulb
2 i
Xreg = ¢I' o Vi,
i=1 !

kjer so ¢; , i =1,...,n, tako imenovani faktorji filtra.
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Odrezani singularni razcep

Pri TSVD (truncated SVD) izberemo k in vzamemo

b = 1: 1<k<i
"T10 : k+1<i<n

To pomeni, da matriko A nadomestimo z matriko Ak, ki je najboljsa aproksimacija
matrike A z matriko ranga k, potem pa vzamemo

Xeeg = A;r b.

Ker smo zanemarili majhne singularne vrednosti, je to obratno stabilno in dobljena
reSitev je tocna resitev bliznjega problema.
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Regularizacija Tihonova

Izberemo regularizacijski parameter a > 0 in za i = 1,..., n definiramo faktorje
2
(o
b=
of t+a

Regularizacija Tihonova s parametrom « vrne vektor x, ki resi naslednji problem:

mXin {IIb— Ax||3 + o?|Ix||*} .

Vrednost parametra & moramo primerno izbrati:
o Ce posljemo « proti 0, potem bo x kar resitev sistema Ax = b, a ker je v b
tudi Sum, lahko pricakujemo, da bo norma dobljenega vektorja zelo velika.
o Ce vzamemo velik a, potem je bolj bistveno to, da ima x majhno normo, kot
to, da resi sistem Ax = b.
@ Pri primerni izbiri @ norma izracunanega vektorja x ne bo prevelika in hkrati
tudi velikost ostanka b — Ax ne bo prevelika.
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inverse heat problem

Iskana resitev x=inv(A)*b
T T T
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Analiza ¢asovnih vrst z metodo SSA

Naj bo F = (fy, f1,. .., fy—1) ¢asovna vrsta dolzine N.

Za velikost okna L definiramo vektorje x; = [fi_1, ..., fi+1—2]" € Rl za
j=1,...,K, kjerje K= N — L+ 1, in iz njih sestavimo matriko

X:[Xl Xk].

Matrika X je Hankelova, saj ima na vsaki diagonali konstantne vrednosti.lz
singularnega razcepa X dobimo X = Y | Xk, kjer so Xy matrike ranga 1.

Ce razdelimo matrike ranga 1 v skupine, dobimo X = iy X, Kjer je
Xy =2y Xi-

Od tod dobimo SSA (singular spectrum analysis) razcep ¢asovne vrste, ki jo

pidemo kot f, = > [, f,,(k), kjer za vsak k vrsto f,,(k) dobimo s Hankelizacijo Xj,.

Pri Hankelizaciji pois¢emo najbliZzjo Hankelovo matriko, kar v bistvu pomeni, da
na vsaki diagonali elemente nadomestimo s povpreéjem te diagonale.

S primerno izbiro skupin in L lahko iz podatkov izlus¢imo periodi¢ne trende.

Bor Plestenjak (NLA) 11. Primeri uporabe singularnega razcepa 23. marec 2015 18 / 24



Odstranjevanje Suma iz fotografij
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Obdelava slik

X € R™*" : originalna oziroma Zeljena ostra slika
B € R™*" : dejanska slika, ki jo imamo na voljo in bi jo radi izboljsali

Preprost linearni model pravi, da je zameglitev vrstic neodvisna od zameglitve
stolpcev. Tedaj obstajata obrnljivi matriki Ac € R™*™ in A, € R"™", da je

AXAl = B.

Ce poznamo A. in A,, bi lahko izraunali X = AZ1BAL.

To se ne izkaze ta dober pristop, saj v resnici slika B vsebuje Se dodaten Sum E,
tako da v resnici ra¢unamo z matriko B + E in dobimo

Xo =AY B+ E)AY =X+ AZTEAL

Ce uporabimo regularizacijo s TSVD, namesto AZ! in A7 uporabimo (A.); in
(A.)f, kjer sta (Ac)k in (A,)x matriki ranga k, ki sta najblizji Ac in A,.
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Splosen linearni model

Iz stolpcev X = [x; --+ x,] in B=[by --- b,] sestavimo vektorja x in b iz R™:
X1 bl
X = , b=
Xp b,

Linearni model zamegljevanja pomeni, da je Ax = b.
Potem dobimo x, = A71(b + e) = x + A~ 'e, kjer je e vektor Suma. Ce
uporabimo singularni razcep matrike A, dobimo

mn T

_ u; e
A 16 = E L V;.
or

i=1 !

Ceiz stolpcev v; sestavimo slike V;, dobimo
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Splosen linearni model

X, =B+ Yey
n — + ; o i
Za splosen linearni model zamegljevanja lahko predpostavimo:
e Komponente $uma |u; e| so majhne in priblizno enakega velikostnega razreda
za vse |,
@ Singularne vrednosti matrike A padajo proti vrednosti zelo blizu 0,
obéutljivost k2(A) = 01(A)/omn(A) je zelo velika,
@ Singularni vektorji, ki pripadajo manjsim singularnim vrednostim,
predstavljajo visoko frekvencne podatke (pri vecjem i vektorji u; in v; vse bolj
spreminjajo predznak).
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Funkcija zamegljevanja

Do nejasne koncne slike pride zaradi razli¢nih vzrokov, npr.:
@ opticni sistem ni izostren,
@ premikanje objekta ali kamere,
@ atomsferske motnje

V modelu Ax = b motnjo i-tega piksla predstavlja i-ti stolpec matrike A. Ce
predpostavimo, da pri vseh toCkah pride do enake vrste motnje, potem je zadosti
poznati, kaj se zgodi z eno tocko:

b

Tako zadosca poznati majhno matriko P, ki se blo¢no ponavlja po matriki A.
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Kroneckerjev produkt

(A, @ Ac)vec(X) = vec(AXAT)
(A, @A) =AT @ Al
(AA®A) T =ATe AT
(U V)@ (UZ V) = (U, @ U)(E, @ E) (Ve @ Ve)T
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