ReSevanje sistemov linearnih enacb

Meteorologija z geofiziko, I. stopnja
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Matri¢ni zapis sistema linearnih enacb

Sistem m linearnih enacb z n neznankami

a1 X1 +anpxa+ -+ a1 X1 + a1n Xp = by
A1 X1+ axn Xy + - 4 A1 Xy—1 + 24 X = b2

A1 X1+ A2 X2 + ++ + Q-1 Xp—1 + Aun Xn = b,
krajSe zapisemo v obliki

Ax=b, AceR™", xeR™ peR™.
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Pri tem je

apn A -+ A X1 b

ay axp -+ Ay X2 by
A= . } .o x=1 .|, b=

Aml Am2 °°° Amn Xn bm

V veliki vecini primerov (vsaj v okviru tega poglavja) bomo
predpostavili, da je m = n.
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Posebej pomembni bodo sistemi, katerih matrike imajo dolo¢eno
strukturo:

@ zgornje trikotni sistemi (matrika je zgornja trikotna)

a1 diz - din

0 axp -+ ay
A=1 . .|

0 0 - au

@ spodnje trikotni sistemi (matrika je spodnja trikotna)

a1 0 s 0
a1 ax» --- 0

anl A2 - Qun
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o tridiagonalni sistemi (matrika je tridiagonalna)

a11
ax1
0
0

a12
ax

0
az3

Ap—1n—2 An—1n—1
0 Apn—1

o diagonalni sistemi (matrika je diagonalna)

A= diag(au,llzz, ..

< nn)-

Apn—1n

ann
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Vektorske in matri¢ne norme

Definicija

Vektorska norma je preslikava || - || : R" — R™ U {0}, za katero je
Q ||x|| = 0 natanko tedaj, ko je x = 0,
Q ax| = |af-[lx],
Q [x+yl <l +llyll

zavsak x,y € R"inax € R.

Pomembnejse vektorske norme so
o |[x[1 = X |xi] (1-norma),

o [lxll2 = (X, xlz)l/2 (2-norma),

-----
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Definicija
Matri¢na norma je preslikava || - || : R™*" — R* U {0}, za katero je
Q || A|| = 0 natanko tedaj, ko je A =0,
Q [laAll = |af - [|A],
Q [|A+B| <Al +IBl
Q [lAC| < [lAlllicl,
zavsak A,B € R™", C € R"™Pina € R.

Najbolj znane matri¢ne norme so:

o |Al1 = max;=12,..n (2?1:1 ’ﬂij\) (I-norma),
0 [[All = maxj=1,.m (Z}Ll |aij!> (co-norma),
o ||All2 = maxj_1p,n \/Ai(AT A) (spektralna norma),
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o ||Allr= (2?1:1 Y al-zj) (Frobeniusova norma).
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Za obrnljivo matriko A definiramo Stevilo obc¢utljivosti
x(A) = [ATYI[IA].

Pri reSevanju sistemov linearnih enacb nas pogosto zanima, kako je
reSitev sistema Ax = b obcutljiva na motnje v A in b.

Lema

Najbo Ax = bin (A +5A)(x + 6x) = b+ b. Ceje ||[A7L|||GA] < 1, je

lox| _  x(A) <H<5AH N H5bH)

== 1= (a2 \ AT Bl

/137



Primer
Naj bo

1 10
A:<%> , b=A[1,1,...,1]".
i+j—=1/ii

Tocna resitev sistema Ax = b je torej x = [1,1,...,1]". Z Matlabovim
algoritmom za resevanje sistemov linearnih enacb pa dobimo resitev X, za
katero je ||x — X||2 ~ 8.7 - 1074
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Direktno vstavljanje

Oglejmo si najprej preprost algoritem za reSevanje sistema linearnih
enacb s spodnjo trikotno matriko:

function x=direktno(L,b)

%DIREKTNO resuje spodnji trikotni sistem
%x=DIREKTNO(L,Db)

%L je spodnja trikotna matrika

%b je desna stran

%x je resitev sistema

n=size(L,1);

x=zeros(n,1);

for i=1:n
x(1)=(b@E)-L{H,1:i-1)*x(1:i-1))/L(1,i);

end
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Podoben algoritem lahko izvedemo za sistem linearnih enacb z
zgornjo trikotno matriko:

function x=obratno(U,b)

%0BRATNO resuje spodnji trikotni sistem
%x=0BRATNO(U,b)

#U je zgornja trikotna matrika

%b je desna stran

%x je resitev sistema

n=size(U,1);

x=zeros(n,1);

for i=n:-1:1
x(1)=(()-U,i+1:n)*x(i+1:n))/U(i,1i);

end
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o Casovna zahtevnost obeh algoritmov je O(n?). Prestejmo 3tevilo
operacij (4, —, *, /) za direktno vstavljanje:

™=

(1+i—-1+i—-2+1) :—n+2Zz —n+nn+1)=

Il
—_

@ Algoritma sta osnova za reSevanje sistema linearnih enacb s
poljubno matriko A.
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LU razcep

Osnovna ideja vecine algoritmov za reSevanje sistema linearnih enacb
je

@ Problem prevedite na enostavnejSega, ki ima posebno obliko.

e Ekonomic¢no reSite enostavnejsi sistem.

@ Iz reSitve enostavnejSega pridobite reSitev originalnega sistema.
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Izrek
Za matriko A € R"*" sta ekvivalentni izjavi:

a) Obstaja enolicni razcep A = L U (LU razcep), kjer je L spodnja trikotna
matrika z enkami na diagonali in U nesingularna zgornja trikotna
matrika.

b) Vse vodilne podmatrike A(1: k,1:k), k=1,2,...,n, so nesingularne.

Izrek seveda ne zagotavlja, da LU razcep obstaja za vsako matriko.
Preprost protiprimer je na primer Ze matrika

A:[g}]
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Velja pa naslednji izrek.

Izrek

Za vsako nesingularno matriko A € R™*", najdemo tako permutacijsko
matriko P, da obstaja LU razcep za matriko P A.

Za primer s prejSnje prosojnice je

p:[‘f”

inje
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@ Matrika P v resnici pove, kako bi morali na zacetku premenjati
vrstice matrike A, da za tako dobljeno matriko obstaja LU razcep.

@ V splosnem je moznih veliko matrik P. Najbolj znan je postopek
za dolocitev ene od njih je delno pivotiranje.

@ Prejsnji izrek torej lahko preberemo tudi takole: za vsako
nesingularno matriko A s postopkom delnega pivotiranja
pridemo do LU razcepa matrike P A.
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Osnovne prijeme pri postopku LU racepa z delnim pivotiranjem na
j-tem koraku lahko povzamemo takole:

o Najbo AU) matrika A na j-tem koraku. V j-tem stolpcu v vrsticah
od j do n poiscite najvedji element po absolutni vrednosti, torej

max
j<i<n

0

@ Zamenjajte vrstico, kjer je najvedji element, z j-to vrstico (delno

pivotiranje).

@ Izvedite Gaussovo eliminacijo vrsticj+1,j +2,...,n:
AUHD — L]-A(f),

kjer je
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in
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LU razcep z delnim pivotiranjem

Algoritem za postopek LU razcepa z delnim pivotiranjem je naslednji:

function [L,U,P]=lu_delno(A)

%LU_DELNO je LU razcep z celnim pivotiranjem
%[L,U,P]=LU_DELNO(A)

%A je vhodna matrika

%L je spodnja trikotna z enkami na diagonali
%U je zgornja trikotna

%P je permutacijska

n=size(A,1);
P=eye(n);

L=zeros(n);
U=zeros(n) ;
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for j=1:n-1
[M,maxi]=max(abs(A(j:n,j)));
maxi=maxi+j-1;%popravimo na globalni indeks
P([j,maxi], :)=P([maxi,jl,:);
A([j,maxil, :)=A([maxi,jl,:);
A(j+1:n,j)=A(j+1:n,3)/A(5,);
A(j+1:n,j+1:n)=A(j+1:n,j+1:n)-A(j+1:n,j)*A(j,j+1:n);
end
L=tril(A,-1)+eye(n);
U=triu(A);
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Primer
Poiscimo LU razcep z delnim pivotiranjem za matriko

Sledimo zgornjemu algoritmu in dobimo

1 0 0 1 2 3 01
L=1]1 1 0 0O -2 -2, P=|00
0 10

-1/2 1 0 0 1

01
A=1]1 2
10

_= W N

u=

0
1.
0
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Prestejmo Stevilo operacij:

/ * ~
— ,_/;

’_/‘E n—1 nfl2

Z T+ == =42 Y
j=1 j=1 j=1
n(n—1)

2 2 1
== + 8(” —1)n2n—-1) = §n3 - 5”2 - 8” = O(”3)-

Ce se dimenzija matrike torej podvoji, potrebujemo priblizno osemkrat
vec operacij.
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Uporaba LU razcepa z delnim pivotiranjem

@ ReSevanje sistema linearnih enatb Ax = b, A € R"*", b € R™
» PA = LU, LU razcep O(n®) operacij,
» Ly = Pb, direktno vstavljanje O(n?) operacij,
» Ux = y, obratno vstavljanje O(n?) operacij.
@ Resevanje matri¢nega sistema AX = B, A € R"*", X € R"*?,
B € R"™F:
» Problem zapiSemo po stolpcih v obliki

Alxy,x2 ..., xp] = [by,ba ..., by
in reSujemo Ax; = bj,j =12,...,p

» Ponovimo postopek iz prejSnje tocke, pri ¢emer LU razcep
naredimo le enkrat.
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o Is¢emo inverz matrike A € R"*" (zelo redko zares potrebujemo
inverz!!!):
» Uporabimo prejnjo tocko, kjer je X = A~!in B = I (identiteta).
@ Ra¢unamo determinanto matrike A € R"*":

» Naredimo LU razcep matrike A, torej PA = LU.
» UpoStevamo zvezo

n
det PA = detLdetU = H”ii
i=1

in dejstvo, da je det P = (—1)k, kjer je k Stevilo menjav vrstic v
matriki A pri delnem pivotiranju.
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Primer

Izra¢unajmo determinanto marike

0
A= |1
1

onN -

— W N

|

z LU razcepom z delnim pivotiranjem. Iz prejsnjega primera dobimo

1 0 0 1 2 3
L=11 1 0 Uu=1|0 -2 -2|, P=
0 —1/2 1 0 0 1

Torej je
det PA = detLdetU = 1% (—2).
Ker jedetP =1, je torej det A = —2.

— o O
(e

o = O
e — |
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Kompletno pivotiranje

@ Poleg delnega pivotiranja je znan tudi postopek kompletnega
pivotiranja.

@ Na j-tem koraku v matriki AU) poistemo najvedji element v celi
matriki AU, torej

max
j<kI<n

)

in zamenjamo ustrezni vrstici ter stolpca.

@ Nato nadaljujemo z eliminacijami kot v primeru delnega
pivotiranja.

@ Razcep s kompletnim pivotiranjem ima obliko
PAQ = LU,

kjer sta P in Q permutacijski matriki (v matriki Q je informacija o
menjavi stolpcev).
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e Kompletno pivotiranje ve¢inoma ne izboljsa bistveno natan¢nosti

v primerjavi z delnim, zato se v praksi redko uporablja.

Primer

Razcepimo s kompletnim pivotiranjem matriko

i

1 0 0] 3 1 2
L=1|1/3 1 0|, u=1|0 2/3 1/3
1/3 —-1/2 1 | 0 0 1/2

0N
I
__ o
_ N =
SR GO I

Dobimo

oo r
or o
e —|
@)
I

1
— oo
oo R
oo
| |

|
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ReSevanje posebnih sistemov

@ Med posebnimi sistemi smo Ze omenili zgornje in spodnje
trikotne, tridiagonalne in diagonalne.

@ Tridiagonalne bomo obravnavali ob koncu tega razdelka.

@ Med zelo pomembnimi so tudi sistemi, pri katerih je matrika A
simetri¢na pozitivno definitna.

Definicija
Matrika A € R™" je simetri¢na pozitivno definitna, deje A = AT in je
x' Ax > 0za vsak x € R".
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Izrek

Matrika A € R"™" je simetricna pozitivno definitna natanko tedaj, ko je
A = AT in so vse lastne vrednosti pozitivne.

Za simetri¢no pozitivno definitno matriko obstaja posebna oblika
razcepa, t.i. razcep Choleskega.

Izrek

Za simetricno pozitivno definitno matriko A obstaja nesingularna spodnja
trikotna matrika V, da je A = vvrT.
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Razcep Choleskega

function V=cholesky(A)

%CHOLESKY je razcep Choleskega

7%V=CHOLESKY (A)

%A je simetricna pozitivno definitna

%V je spodnja trikotna, da je VxV’=A

n=size(A,1);

V=zeros(n);

V(1,1)=sqrt(A(1,1));

V(2:n,1)=A(2:n,1)/V(1,1);

for k=2:n
V(k,k)=sqrt (A(k,k)-V(k,1:k-1)*V(k,1:k-1)’);
for j=k+1l:n

V(§,k)=(AG,k)-V(k,1:k-1)*V(j,1:k-1) ") /V(k,k);

end

end
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o Casovna zahtevnost je (brez kvadratnih korenov)

Y 2(k—1)+ (n—K)2k—1) = 1+ O0)
k=1

@ V primerjavi s klasi¢cnim LU razcepom pribliZzno pol manj, kar
zaradi simetri¢nosti ni presenetljivo.
@ Razcep Choleskega je tudi najcenejsi nacin, kako preverimo

pozitivno definitnost matrike A (ne sme priti do korenjenja
negativnih Stevil).
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Primer
Izracunajmo razcep Choleskega za matriko

4 -2 4
-2 10 1
A= 4 1 9
= = =2
4 -5 1

Neposredno po algoritmu dobimo

2
-1 3

V= 2 1 2
-1 -2 1
2 -1 -1

—2
-5
—2
22
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o Ceje matrika A € R"*" simetri¢na pozitivno definitna, potem
sistem linearnih enacb Ax = b reSimo takole:

» Razcepimo A z razcepom Choleskega: A = VV .
» Re$imo sistem Vy = b (direktno vstavljanje).
» Regimo sistem V " x = y (obratno vstavljanje).

@ Prirazcepu Choleskega lahko pivotiramo na poseben nacin, da
ohranjamo simetrijo (diagonalno pivotiranje). Na vsakem koraku
pois¢emo najvedji element po absolutni vrednosti na preostanku
diagonale in izvedemo zamenjavo ustreznih vrstic in stolpcev.

o Ce simetri¢na matrika ni pozitivno definitna, razcep Choleskega
ne obstaja. Obstaja pa razcep PAP" = LDL", Kjer je L spodnja
trikotna matrika z enkami na diagonali, D pa blo¢no diagonalna
matrika z bloki 1 x 1 ali 2 x 2.
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Tridiagonalni sistemi

@ Resujemo sistem Ax = b, kjer je A tridiagonalna matrika

a1 a1
az1 4 a3

Apn—1n-2 OAn—-1n—-1 On—1n

Ann—1 An,n
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@ Pri LU razcepu brez pivotiranja dobimo
1 Ui ap
Un—1n—-1 An—1n
En,n—l 1 Unn

@ Pri tem za razcep in nadaljnje re$evanje potrebujemo O(n)
operacij.
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@ Ce moramo pivotirati, se v matriki U pojavi Se ena obdiagonala

Uiz Uiz 23K}

Up—2n—2 Up—2n—1 Un—2n
Up—1n-1 Un—1n
Upn,n

Izrek

Ce je matrika A € R"™ " diagonalno dominantna po stolpcih (in vsaj v enem
stolpcu strogo diagonalno dominantna), pivotiranje ni potrebno.

(Glejte dokaz z vaj!)
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@ Torej lahko tridiagonalni sistem, pri katerem je matrika
diagonalno dominantna po stolpcih, reSujemo v kompaktni obliki.

@ Sistem predstavimo z martriko M € R"*" in vektorjem desnih
strani ter priredimo algoritem LU razcepa.

@ Dobljeni ¢asovna in prostorska zahtevnost sta O ().
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