1. (25)

2. (25)

Parcialne diferencialn enacbe (PM)
1. kolokvij, Resitve

7 vpeljavo novih koordinat resi enac¢ho

z 2
ux—l——Quy:xu
Y

pri pogoju u(0,y) =y, y > 0.
Resitev: Za eno spremenljivko izberemo resitev enache

T

Na primer t = x?/2 — 3*/3. Za drugo pa s = z, ki je neodvisna od t.
Dobimo novo enacbo
Uy = S7U.

Njena resitev je
u=Ct)e”? = C(a?)2 — y*/3)e” /.
Zacetni pogoj pove
u(0,y) = C(=y*/3) =y = C(t) = (=31)"".
Z metodo karakteristik poisci eksplicitno resitev enacbe
zu, +yu, =u—2° —y?, u(z,1) =z — 2%

Ali je ta resitev enoli¢na?
Resitev: Karakteristiéni sistem

22

T=x, Y=Y, U=U—2T
ima splosno resitev
v =Ce, y=De', u=Ee — (C*+ D*e*.
Iz zacetnih pogojev dobimo C' =s, D=1, E=s+1 oz.
v=se, y=e, u=(s+1)e - (s*+1)e? = +y—2°—y>

Preverimo Se transferzalnostni pogoj

(T) = — —1#0.

s 1
10

Resitev je enoli¢na.



3. (30) Podan je funkcional

sV Ve

b) Pokazi, da se stacionarna tocka ne spremeni, ¢e dodamo pogoj
2
/ ydz =2 —2In2.
1

Pomo¢: [Inzdz =xlnz —ax+C

Dodatna (10):

¢)* Naj bo g stacionarna tocka, ki jo dobimo v a), ¢e izpustimo
robni pogoj y(2) = 1. Pokazi, da velja F(7,) < F(ys).
Namig: S pravim argumentom se da nalogo resiti brez racunanja!

Resitev: Euler-Lagrangeov sistem v tocki a) pove

d
d—(l +22%) =0=1+22% =C = y,(2) = E/x + D.
x
Zacetni pogoji pa —F = D = 2. Ker je M, = R? in H = diag(0, 22?),
je v tej stacionarni tocki minimum.
V tocki b) dobimo bolj splosen Euler-Lagrangeov sistem.

d A
%(1—1—2332?/) = A= 1+22%) = o +C = y,(v) = §lnx—|—E/x+D.

Oba robna in integralski pogoj povedo:

A
E+D=0, Sl2+E/2+D=1,

2
/ yedz = A\In2 — \/2+ Eln2+ D = 2 — 21n2.
2

Dobimo A =0 in —E = D = 2, torej isto stacionarno tocko.

Pri tocki ¢) je dovolj sledec¢ razmislek: Po klasifikacijskem izreku
vemo, da je v stacionarni tocki minimum, vendar pa je ¢, stacionarna
tocka za vecjo mnozico funkcij (ker so v njej tudi funkcije, pri katerih
y(2) # 1). Posledi¢no je ta minimum ’boljsi’ ali kvecjemu enak...
Lahko pa ga seveda izracunamo ¢, = 1_—; in primerjamo vrednosti

2
F(ys) in Fs).



4. (20) Za « € R in gladko funkcijo h € C*°(R) je podan zacetni problem
Uy + uuy, = o, u(x,0) = h(x).

a) Dolodi h in « tako, da bo imela naloga neskon¢éno mnogo resitev.

b) Naj bo @ = 0 in h nekonstantna funkcija brez nicel. Skiciraj
projekcije karakteristik v ravnino (x,y) in utemelji, zakaj resitev
enac¢be ne more biti definirana na celi ravnini R2.

Resitev: Za neskoncno resitev morata biti izpolnjena pogoja:
(T) =h(s) =0 in (1,h(s),a) || (1,0,h'(s)).

Torej h =0 in o = 0.
Za neniceln h ima karakteristicen sistem resitve

r=t+s, y=h(s)t, u=h(s).
Projekcije so torej premice y = h(s)(z — $) z ni¢lo v x = s in smernim

koeficientom h(s). Ce h ni konstantna, obstajata s; in s,, da je
h(s1) # h(s2). Dve taki premici pa se sekata.



