Analiza 1

Integral

(1) Izra¢unaj naslednje integrale:

@ [a- k) oyzd

2
T
(b) / 1+ 22 4,

(c) / 273" 2 dx.

Resitev:

x? 1
(b)/1+x2dx:/(1—1+x2) dr =x —arctge 4+ C.

(c) / 273572 dy =

el

1
/6 x —91n66 +C

(2) Izrac¢unaj naslednje integrale z uvedbo nove spremenljivke:

X
®) / 1+ a4 @,
1
(b) / 01 422 0%
2
xr
© [ Gt
et —1
d d
@[S
Resitev:

(a)/ 1fx4 dz -

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = 22. Potem je dt = 2z dz in

x 1 [ 1 1 1 ,
/1+x4d:v:§/1+t2dt:iarctgt—l—C:Earctgx +C.




1
(b)/9+4x2dx.

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = %9” Potem je dt =

1 1 1 1 1 1 2
/ dx:—/—de:—/ dt:—arctg—quC.
9+ 422 9) 1+ (2) 6/ 1+ " &6 3

Na podoben nacin lahko s substitucijo ¢ = %7, kar nam da dt = %, pokazemo, da velja

1 1 1 b 1 1 ax
/a2x2+b2 . bQ/(%)Qle . bQQ/t2+1 ab B +c

2dz
3 mn

(c)/ﬁdm:

Integrand lahko najprej prepisemo v naslednjo obliko

x? _(a:—l)2+2(x—1)—|—1: 1 N 2 N 1
(z — 1)100 (z — 1)100 (z— 1% (-1 ' (z—1)00

Ce sedaj vzamemo novo spremenljivko t = z — 1, je dt = dz in

/x—zd —/ 12 WYyt 1 .
(@— 1m0 T [ \gms Ty T ) T Uo7 1) T 49w — 1) 99(x — 1)

e? —1
d d
<>/e‘,,5+1 .

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = e*. Potem je dt = e” dz in

/e _1dgc:/ t—1 gt
et + 1 tt+1)

Dobljeno racionalno funkcijo lahko razcepimo na parcialna ulomka

t—1 2 1
tt+1) t+1 t
Torej je
/ex_ld —/ 2 D goo t+1| —In|t| +C =2In(e" +1) —z + C
€x+1 r = t—l—l ! = n n = nie T .




(3) Izrac¢unaj naslednje integrale z uvedbo nove spremenljivke:
(a) / dx
Vr(l+ Jx)’
(b) /\/ 16 — z2 dxz,
(c) /\/1 + 22 dz.

Resitev:
dz
@) [ =gy
Va(l + )
Vzemimo novo spremenljivko ¢ = /7 oziroma x = t5. Sledi dx = 6t° dt in

dx 6t° 61> 1
/\/5(1+\%) /t3(1+t2) /1+t2 /( 1+t2) ’
=6t —6arctgt + C = 6/ — 6arctg vz + C.

(b)/\/lG—xde :
Sedaj naj bo x = 4sint. Tedaj je dx = 4costdt in

/\/16—x2dx:/\/16—16sin2t4costdt:/16608225(115.

Kvadrat kosinusne ali sinusne funkcije integriramo s prevedbo na dvojne kote. V nasem
primeru je
1 + cos(2t)

16 cos®t = 16 -
COS 2

= 8 + 8cos(2t).
Torej je
/\/ 16 — 22 dx = /(8 + 8cos(2t)) dt = 8t + 4sin(2t) + C,
= 8arcsin($) + 4sin(2arcsin(3)) + C.

Drugi ¢len lahko Se malce poenostavimo v obliko

4sin(2arcsin(§)) = 8sin(arcsin(§)) cos(arcsin(f)) = 2x4/1 — ().

Tako pridemo do rezultata

V16 — 22 dx = Sarcsin(%) + 2x4/1 — (£)2 + C.
1 1




(C)/V1+£E2d13 ;
Tokrat bomo vzeli z = sht. Potem je dz = chtdt in

/\/1+x2dm:/\/1+sh2tchtdt:/cthdt.

7 uporabo formule

2t 1+ (:Zh(2t)

pridemo do

/\/1+x2dx:/1++h(2t>dt:%+¥+c,

_ arSth N sh(2 zzlrshx) e

Drugi clen lahko tokrat poenostavimo v

sh(2arshz)  sh(arshz)ch(arshz)  xv1+ 22

4 n 2 2
Sledi
h V1+ 22
/\/1+m2dx:ar82m+x ;m +C.

Izracunaj naslednje integrale z uvedbo nove spremenljivke:

1
—d
(2) /1—cosx o
1
b d
(b) /sinx “

1
(c) e

(d) / te! z dx.

Resitev:
1
—d
(2) / 1—cosx .
Racunajmo

1 1+ cosx 1 COS &
——dr = | ———dx = —— + — dx.
1 —cosx 1 —cos?x sin“z  sin“x



Za izracun drugega integrala na desni uvedimo novo spremenljivko ¢ = sinz. Tedaj je

dt = cos x dx in ) ) )
CcoS T
[ VI

sin“ x sinx

Od tod dobimo

1 1 1
/—dxz/(_2 +C,082x)d$:—ctgx— - +C
1—cosz sin“x  sin“z sinx

(b)/sirllxdx:

Sedaj bomo uvedli novo spremenljivko ¢ = sin 5. Sledi dt =

1 1 1
sin x 2sin § cos § t(1—1t?)

Dobljeno racionalno funkcijo lahko razcepimo na parcialna ulomka

L S
t1—¢2)  t 11—t

1

. )
5 COS 3 dx in

in dobimo

1 1 1t
dr= | —dt= [ (-+—"" ) dt=Inft| - tln|1 — |+ C.
/sina; v /t(1_tz) /(t+1_t2> nft| - 3Infl —#|+C

Drugi ¢len smo integrirali z uvedbo nove spremenljivke u = 1 — #2. Ce upostevamo, da je
t = sin 7, pridemo do rezultata

1
/ —dz=In|t| - iIn|l —¢*| + C =In|tg £ + C.

(c)/idm:

Med rac¢unanjem bomo uvedli novo spremenljivko t = e, ki nam da dt = e* dx. Torej je

1 2 2 dt 1
—dr=| ———de = ——— - — =2 dt = 2arctg(e®) + C.
chz Y /ex +e® . /(t+t1) t /t2 +1 arctg(e’) +

(d)/tg4xd:p:

Uvedimo novo spremenljivko ¢ = tgx. Potem je dt = @ dz. Ce upostevamo zvezo
COSIQm =1+ tg?x, dobimo dz = 1%2 dt in
t 1 tgda
4 _ _ 2 _
/tg $d:1:—/1+t2 dt-/(t —1~|—m) dt = 3 —tgx + arctg(tgx) + C.
O



(5) Izrac¢unaj naslednje integrale z integracijo po delih:
(a) /x”lnxdac, n €N,

(b) / arc tg v/ du,

(c) /e‘” cosbrdr, a,b € R,

arcsin x

(d) ﬁd%
(e) /Sinxln(tgx)dx.

Resitev: Pri integraciji po delih si pomagamo s formulo

/udv:uv—/vdu.

Ponavadi se pri izbiri v in dv ravnamo po nacelu:

- ... funkcija, ki se pri odvajanju poenostavi,

~dv ... izraz, ki ga znamo integrirati.

(a)/x"lnxdw, neN:

Integriramo po delih z izbiro u = Inx in dv = 2" dz. Sledi du = %, v = 2
z’ n+1

n+1 n n+1 n+1
/x"lnxdx: < lnx—/ N lnm—$—+0.
n+1 n+1 n+1 (n+1)?

(b)/arctg\/}dx:

1 1 _
Tz 5/E dx. Namesto v = x pa

raje izberimo v = x + 1, ker se nam tako stvari poenostavijo. Sledi

Sedaj izberimo u = arctg/z in dv = dz. Potem je du =

/arctgﬁdx:(J:—Fl)arctg\/i—/%dx:(x—i—l)arctg\/_—\/z—i—(}'.
T



(c) / e cosbx du

Pri tem integralu bomo eksponentno funkcijo dvakrat odvajali, trigonometri¢ni funkciji
pa dvakrat integrirali.

/e‘” cosbrdr = %e‘“ sin bx — %/e‘“ sin bx dx,
1 1
= Ee“’” sin bx — % (—ge” cosbx + % /e“m cos bx dx) ,

1 2
= Ee“x sin bx + %e” cosbr — Z_Q / e cos bx dzx.

Iz te implicitne oblike lahko izrazimo

/e‘”” coshe dr — € (acosbx + bsin bx) Lc
a? + b

Na podoben nacin lahko izracunamo tudi

/e“w sinbe de — © (asinbx — bcos br) LC
a? + b

Opomba: Poleg integriranja realnih funkcij poznamo tudi integriranje kompleksnih funk-
cij. Poglejmo si, kako bi lahko na ta nacin izracunali zgornja dva integrala. Naj bo
A = a + ib kompleksno stevilo. Potem velja

Az e(aJrib)a: _

e e (cosbx + isinbx).

Ce oznac¢imo

I. = /e‘” cosbrdx in I, = /e‘” sin bx dx,

je torej
/em de =1, + 11;.

Po drugi strani pa je:

/e’\’” dp — le)‘” Lo e (cos bx + isin bx) Lo e (a — ib)(cos bx + i sin bx) ‘e
A a+ib a? + b?
e ((bsinbx + acosbzr) + i(asinbxr — bcos br))
= + C,
a? + b2
e (bsinbxr + acosbr) e*(asinbr — bcosbr)

— e +1 prR—r +C.

Vidimo, da smo izracunali oba integrala hkrati, ne da bi uporabili metodo integriranja po
delih. Cena, ki smo jo placali, pa je, da operiramo s kompleksnimi namesto z realnimi
funkcijami.



arcsin x

—dz:
v1i+zx
Sedaj bomo vzeli u = arcsinzx in dv = ﬁ dx. Tedaj je du = ﬁ dr,v=2y14+ 2 in

(d)

arcsinx Vit zx
—————dr=2vV1+zarcsinxe — 2 | ———dx =2v/1+ xarcsinz — 2
Vit V1—22

=21+ zarcsinx +4vV1 -2+ C.

/\/—1 !
x?
1—2z

() / sinz In(tg z) dz :

1

sin x cos x

Vzemimo u = In(tgz) in dv = sinz dx. Sledi du = dx, v = —cosx in

/sinxln(tg:z:)dx:—Cosxln(tgx)+/ dx = —cosxln(tgzr) +In|tg 5|+ C.

sin x

dr =1In|tg 5|+ C, ki smo ga Ze izracunali. [J

Pri rezultatu smo upostevali integral [ Sﬁ

V nadaljevanju se bomo posvetili studiju algoritmov za integracijo nekaterih razredov
funkcij. Zaceli bomo z integracijo racionalnih funkcij. V ta namen bomo spoznali dve
metodi za integracijo racionalnih funkcij:

(1) Z razcepom na parcialne ulomke.

(2) Z metodo nastavka.

Metoda nastavka deluje zmeraj, razcep na parcialne ulomke pa deluje optimalno, ¢e imamo
v imenovalcu same linearne faktorje.

[zracunaj integrale racionalnih funkcij:
P+ r+1
——d
(2) /az3+2x2+x v
—25 + 25z + 422 + 23
(b) T
25z +

5 4
(c) /LMdL

3 — A

21z°
d ——dx.
(d) /1:6+9:c3+8 *

Resitev: Dane racionalne funkcije bomo integrirali z razcepom na parcialne ulomke. Pri
tem bomo uporabili naslednji algoritem:

dx,

- S pomodjo deljenja zapiSemo racionalno funkcijo v obliki R(z) = p(x) + %, kjer je

polinom 7 nizje stopnje kot polinom gq.

- Polinom ¢ razcepimo na produkt linearnih faktorjev in pa nerazcepnih kvadratnih
faktorjev.



- Funkcijo % zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov s pomocjo nastavkov:

R S A Az ce _Ar__
(z—a)k 7 z—a + (z—a)? + + (z—a)k>

i 1 B1+Chizx Bo+Cox . B;+Cx
(z2+bx+-c)! R + (z2+bz+c)? + + (x2+bx+c)t

- Integriramo vsak parcialni ulomek posebej.

2
1
(a) / el

3+ 222+
Razcep na parcialne ulomke se glasi:
?24+x+1 ?4+rx+1 A B C
B2tz x(r+1)2 - ;+x+1 * (x +1)%
Az +1)*+ Bz(x+ 1)+ Cx

z(x 4 1)2 ’
22(A+B)+22A+B+C)+ A
- z(r +1)2 '
Od tod dobimo sistem treh enacb za tri neznanke:
A+ B =1,
2A+ B+ C =1,
A=1,

ki ima resitev A =1, B=0in C' = —1. Sledi
> +ar+1 1 1 1
———————dx = —— —— ) dx =1 —— +C.
/a:3+2x2+:v ’ /(9& (:U—|—1)2) ’ n|$|+x—|—1+

—25 + 25z + 422 + 23
(b) SR
25x% +x

dx :

Razcepimo najprej integrand na parcialne ulomke:

—25 4+ 25 +4x? + 23 =25+ 25 + 4% + 23

2522 + B 22 (22 + 25) ’
A B Cz+D
T T E T s
_ A(2® 4 25z) + B(2* + 25) + Cx® 4 Da?
B x2(x? + 25) ’
_ 25B+25Ax+2*(B+ D)+ 2*(A+C)
B 2?(2? 4 25) '
Tako pridemo do sistema enach:
A+C=1,
B+ D =4,
25A = 25,
258 = =25,



ki ima resitev A =1, B=—1, C =0, D = 5. Rezultat je torej

/—25+25x+4x2+x3d / 1 1+ 5) d In| |+1+ ; x+C
— - — = r=1In|z| + — 4+ arctg = )
2522 + x4 x a2 22425 z g5

5 4
(C)/LMM:

3 — Ax

Sedaj imamo primer, ko ima polinom v Stevcu visjo stopnjo kot polinom v imenovalcu. Z
deljenjem dobimo

P 4at-8 42* 4+ 162 + 8

T ar =z —F17+-4-+-——7;;j?137——.

Racionalno funkcijo lahko razcepimo na naslednji nacin:

4r* + 162 4+8 A B C A(z? — 4) + B(2? + 2x) + C(2?® — 2x)

3 — 4z x+x—2+x+2: T3 — 4z

Tako pridemo do sistema enacb:

A+B+C =4,
2B — 20 = 16,
—4A = -8,

ki ima resitev A =2, B =5 in C' = —3. Sledi

2+t —8 2 5 3
——dx = 2 4+ — — dx.
/ 3 — 4z . /(x tot +x+x—2 a:—|—2) .

3 a2

:§+5+4x+21n|x|+51n|x—2|—31n|x+2|+C’.

21a°
d ————dx
(d) / 26 + 923 + 8
V imenovalcu imamo tokrat polinom Seste stopnje, zato bi imeli z razcepom na parcialne

ulomke kar nekaj dela. Vcasih si stvari lahko poenostavimo, ¢e s primerno substitucijo

znizZamo stopnje polinomov. V naSem primeru lahko uvedemo novo spremenljivko t = 23,

ki nam integral prevede v

/ 21 d:L'—/ Tt di
26 4+93+8 7 ) 249t4+8

Racionalna funkcija na desni ima naslednji razcep na parcialna ulomka:

Tt A B
t2+9t+8_t+1+t—|—8’
(A+ B)t + (8A+ B)
t2+9t+8 '

10



Dobljeni sistem enacb:

A+B=T1T,
8A+ B =0,
ima reSitev A = —1 in B = 8. Tako dobimo

7t 18
SNA A VA Y (S N | N P T YT
/t2+9t+8 /< t+1+t+8) nft+1/+8lnft 48] +C

in

2127 5 5

(7) Izracunaj integrale racionalnih funkcij:

20+ 1

() /x2—2x+2dx’
2

® [ G

162% + 16
— dx.
(c) / a7

Resitev: Integracija s pomocjo razcepa racionalne funkcije na parcialne ulomke dobro de-
luje, ¢e so vsi kvadratni faktorji v njenem stevcu kvecjemu na prvo potenco. V primeru
visjih potenc pa si pomagamo z nastavkom.

- Zapisemo R(z) = p(z) + 28 in faktoriziramo g.
- Uporabimo nastavek:
. (a:—;a)k WAIH‘ZL’—(I‘,

by~ Bln(a? + br + ¢) + Carctg 222,

. %, kjer polinom ¢ dobimo iz polinoma ¢ z znizanjem potence vsakega faktorja
za ena, polinom 7 pa ima stopnjo za eno nizjo kot q.

- Odvajamo obe strani in izracunamo koeficiente.

(a)/ﬂdx:

2?2 —2x + 2

V imenovalcu imamo nerazcepen kvadraten faktor, zato bomo vzeli nastavek

2 1
/#de = Aln(z* — 22 + 2) + Barctg(x — 1).

Ko obe strani enac¢be odvajamo, pridemo do enakosti:

20+1 A2z —2) B _ 2Az—-2A+B
22—20+2 a2—-20+42 12—20+2  12—2r+2

11



Dobljeni sistem enacb:

94 =2,
24+ B =1,

ima resitev A =1 in B = 3. Torej je

2 1
/#—;ﬂdx = In(z* — 22 + 2) + 3arctg(z — 1) + C.

2
0 | G

Vzemimo nastavek

2 9 C+ Dx
/mdx:/lln(x +1)+Barctgw—l—$2—+1
7 odvajanjem dobimo:
2  2Az+B D(?+1)—(C+ Dz)2x
(224+1)2 22+1 (22 +1)2 ’
_ 2A(@* +z)+ B(2* 4+ 1) — 2Cx + D(—2® + 1)
} EEaVE |
_ 24° 4+ 2*(B—D)+x(2A—-2C)+B+D
- (x2 + 1)2 )

Dobimo sistem stirih enacb za Stiri neznanke:

94 =0,
B-D=0,
94 — 20 =0,
B+D=2

ki ima resitev A=0, B=1,C =0, D = 1. Sledi

2 x
/—(:c2 1) dr = arctgx + 211 +C.

1622 + 16
—dz:
(C)/ iy

Sedaj imamo v imenovalcu polinom cetrte stopnje, ki nima realnih nicel. To pomeni,
da ga lahko zapisemo v obliki produkta dveh nerazcepnih kvadratnih faktorjev. Do teh
dveh faktorjev lahko pridemo na ve¢ nacinov. Lahko na primer upostevamo, da so nicle
polinoma z*+4 kompleksna Stevila {1+4,1—i, —1+4i, —1—:}. Konjugiran par kompleksnih
nicel nam da en nerazcepni kvadratni faktor. V nasem primeru tako dobimo

gt +d=(z—(1+i)(z—1—i)(z—(=1+0)(z — (=1—1i)) = (2* — 22+ 2)(2* + 27+ 2).

12



Vzeli bomo torej nastavek

162% + 16
/i—L dx = Aln(z® — 22 + 2) + Barctg(z — 1) + C'In(z? + 22 + 2) + Darctg(x + 1).
x
Ko nastavek odvajamo, dobimo:
162 +16 A2z —2) B C(2z +2) D
w44 222042 22-22+4+2 22420+2 22427+ 2
A(22% 4+ 22* — 4) + B(a® 4+ 22 + 2) + C(22® — 22® + 4) + D(2* — 22 + 2)

x4t 44 ’
Dobimo sistem enach:
2A +2C =0,
2A+ B —2C + D = 16,
2B —2D =0,

—4A+2B+4C + 2D = 16,

ki ima resitev A =1, B=6,C = —11in D = 6. Torej je

x4+ 4

1627 + 1
/—6‘” 10 e — In(e® — 204 2) + 6arctg(e — 1) — In(a® + 22+ 2) + 6arctg(z + 1) + C.

]

Naslednji tip funkcij, ki jih bomo integrirali, so korenske oziroma iracionalne funkcije.
Spoznali bomo metode za integracijo naslednjih dveh tipov korenskih funkcij:

(1) Funkeij, v katerih nastopa koren ulomljene linearne funkcije oblike {/ %.

(2) Funkcij, v katerih nastopa kvadratni koren kvadratne funkcije oblike v ax? + bx + c.

S primerno substitucijo lahko taksne integrale prevedemo na integral racionalne funkcije.
Nedoloceni integral funkcije, v kateri nastopa koren polinoma stopnje vsaj tri, ni ve¢ nujno
elementarna funkcija.

[zracunaj integrale korenskih funkcij:

1
© [ mm
2+vr+1
Sl v

o [

Resitev: Integrale tipa [ R (:v,

dx,

dx integriramo s pomocjo substitucije

3
)
8
-+
S
N————

cx+d
.jaxr +0b , . ar+b
t = oziroma t° = ,
cr+d cr+d

13



ki nam integral prevede na integriranje racionalnih funkcij.

o =g

Ce definiramo t'2 = z, je dz = 12t'1 dt in ¥z = t. Sledi

| /%dt_/%“

Sedaj naj bo u =t — 1. Potem je du = dt in

12t2 12 1)? 12 24 12 24
/(t—l)?’dt:/%duz/(z_}_zﬂ u)du=12ln|u’——_£_}_c

Tako dobimo rezultat

24 6
=12In| ¥z -1 C.
Il| z ‘ 1\/— (121‘—1)2+

el

dz

24++vx+1
(b)/as+1—\/x+1

Sedaj definirajmo t? = x + 1. Tedaj je do = 2tdt, t = /x + 1 in

/ 2+Vr+1 da 2752—1—75 /4+2tdt /<2+t61> .

r+1—Vr+1 -t
=2t+6njt—1+C=2vVe+1+6In|ve+1-1+C.

)/ 1 x—ld
C 1/ T
r+1Vax+1

rz—1

. . 2 ., . .
= Potem lahko izrazimo x = 1*; nr+1=;7 2t2 7 odvajanjem

dobimo Se, da je dx = (17 dt. Ko vse te izraze vstavimo v integral, dobimo

x—l 1—# At 2t? 2
dt = dt —2 dt.
x+1 x+1 / 1—#) 1—t ,/( +1—ﬁ)

2 i Sledi

L
t2 T 1+t 1

2 1 1
— dt = 24+ —+—— ) dt=-2t+In|l+¢{ -In|l—-t|+C
/< 1_752) /( +1+t+1_t) |4 —In1— ]+

n
1+
1 —1 —1 z
/ S ,/x +1n V1+c.
x+1Vax+1 [a—
1

Definirajmo t? =

+
z+

14



Opomba: Rezultat bi lahko izrazili tudi z inverznimi hiperboli¢nimi funkcijami, saj velja

1 g — arctht+C ; [t| > 1,
1—¢2 )| artht+C ;¢ <1

(9) Izra¢unaj integrala korenskih funkeij:

1
a) / dx
vV—12+21r+3

(b) S r+3 3
\/mQ + 4x

Resitev: Integrale tipa f \/% kjer je p polinom, integriramo na naslednji nacin:

(1) Ce je p konstanten, integral s substitucijo prevedemo na enega izmed integralov:
arcsm( > +C, a>0,

=1n‘:v+\/932—|—a‘+0, a # 0.

/ dx
Va? — x?
/ dx
vVai+a
(2) Ce je p poljuben polinom, uporabimo nastavek

()M+/

/\/axQ—i—bx—l—c \/ax2+bx—|—c

kjer je C' konstanta, polinom p pa ima stopnjo eno manjso kot p.

1
a)/ dx
V=22 +2x+3

Najprej kvadratno funkcijo pod korenom zapisimo v temenski obliki
—2* 420 +3=—(z-1)*+4.

Ce torej definiramo t = x — 1, je do = dt in

= arcsin(%) + C = arcsin(*2) + C.

/ 1 dx_/ dt
v t2r 13 Vi e

x—|—3

V. Nz + 4x

V tem primeru bomo uporabili nastavek

r+3
d:p—A\/x2+4x+/
Va?+4x

(b)

B d
x
Va2 +4x

15



(10)

7 odvajanjem te enakosti dobimo
r+3 —A<x+2)+ B Az +2)+B
V2 +4r a2+ 4x a?+4x R

S primerjavo koeficientov polinomov v stevcu pridemo do sistema dveh enach za dve
neznanki:

A=1,
24+ B =3,

ki ima resitev A = B = 1. Tako dobimo:

x4+ 3
—dx:\/x2+4x—|—/
Va2 +4x

dx dx
—:\/x2+4x—|—/ ,
Va?+ 4z Vic+2)2—-4

:\/x2+4x+ln‘x—|—2+\/x2+4x‘+C’.

Zadnji integral lahko izracunamo z uvedbo nove spremenljivke ¢t = x + 2. O

[zracunaj integrala korenskih funkeij:

1
o |

1
b —dx.
(b) 22y 1 — 22 *

Resitev: Integrale tipa [ R(x,vax® + bx + ¢) dx lahko z univerzalno substitucijo vedno
prevedemo na integral racionalne funkcije. Pri izbiri nove spremenljivke u lo¢imo dva
primera:

(1) Va(u —z) = Vaz? + bx + ¢, ¢e je a > 0,
(2) vV—a(z —z1)u = Vaz? + bx + ¢, ¢e je a < 0 (pri tem je x; ni¢la kvadratne funkcije).

Ta metoda v principu vedno deluje, ni pa nujno najbolj optimalna.

1
(a)/ (22 +1)vVa? + 1 o

Definirajmo novo spremenljivko u implicitno z izrazom
u—x=vVarZ+1.
Iz te zveze lahko eksplicitno izrazimo tako u kot x, da dobimo:
u=x+vVrz+1,
u? —1
2u

7 odvajanjem dobimo zvezo med diferencialoma

GRS

de = 502 du.

16



Ker je 22 +1 = W1 +1) , lahko dani integral prevedemo v

/ 1 d u®+1 d / 4u d
r = : u= | —— du.
(22 + 1)vVa2 + 1 (uZ;rzl)Q , uz;rl 2u2 (u? +1)2

Ce sedaj uvedemo novo spremenljivko t = u? + 1, je dt = 2udu in

4du 2 2 2
M = Zat=-Sr0=— C.
/(u2+1)2 " t? t+ u2+1jL

Ce to izrazimo z x, dobimo rezultat

/ ! d ! e
r=—
(2 4+ 1)va?+1 224+aval+1+1

1
—dx
221 — 22

Ta integral bi lahko z uvedbo nove spremenljivke

(x+1Du=+v1—2?

(b)

prevedli na integral

1 w?+1 2u
= =yt

Sama substitucija in pa integracija racionalne funkcije na desni bi nam vzela precej casa,

. . . v . . o . . . 1
zato bomo integral raje izracunali malce bolj spretnoi Pri integralih oblike [ oV aT

se namre¢ splaca uvesti novo spremenljivko ¢ = ——. Poglejmo si, kako to naredimo v
nasem primeru.

Z uvedbo t = % dobimo dt = —m% dz in

dz

t
— | ——dt
3:2\/1—.2:2 / /1 /\/t2—1
Sedaj naj bo v = t2 — 1. Sledi du = 2tdt in

/\/_ /\/_ —\/E+C:—\/$—1+C.

Tako pridemo do rezultata

1 dr — V1— a2

———dr = — +C.
x2y/1 — a2 x
Vidimo, da je bila ta pot racunsko manj zahtevna. [
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(11) Izrac¢unaj integrale trigonometri¢nih funkecij:

(a) /cos5 zdz,

(b) / sin'® x cos® z du,
(c) / cos* z sin® x du.

Resitev: Integrale oblike [ sin?z cos?x dz, kjer sta p, ¢ € Z, ra¢unamo s substitucijo:

- Ce je p lih, vzamemo novo spremenljivko ¢ = cos x.
- Ce je ¢ lih, vzamemo novo spremenljivko t = sin z.

- Ce sta p in ¢ oba soda, z uporabo formul za dvojne kote znizamo red potenc, dokler
ne pridemo do lihih potenc.

(a)/cos5 rdz :

Vzemimo novo spremenljivko ¢t = sinx. Potem je dt = cosz dx in

5 2\2 . 23 5
cos’xdr= [ (1 —t3)*dt= [ (1—2t —|—t)dt:t_?+g+c’
2

1
:sinx—gsin3x+gsin5x—l—0.

(b)/ sin'® z cos® z dx -

Tudi tokrat naj bo t = sinx. Sledi dt = cosx dx in

tll t13
/Sinmxcos?’xdx = /tm(l —t3)dt = /(tlo —t?)dt = — — — +C,
11 13
1
=1 sin'! x — ﬁsinlg’x + C.

(c)/ cos® zsin® x dw :

Sedaj sta obe potenci sodi, zato bomo s prehodom na dvojne kote najprej znizali red
potenc. Velja:

2

cos? x sin®

1 . 24
T = —sin“ 2z
4 )
1+ cos2x
5 )

COS2 Tr =

18



(12)

Funkcija, ki jo integriramo, je produkt teh dveh c¢lenov, zato je
1
/ cos* wsin? x dr = 3 /(sin2 27 + sin® 2z cos 27) du.

Prvi ¢len integriramo s se enkratno uporabo formul za dvojne kote, da dobimo

1 — cosdx r sindx
. 9
2edr = | —————dox = — — .
/sm xdx / 5 z=7 g +C

Za izracun drugega integrala pa uvedemo novo spremenljivko ¢ = sin 2x, da dobimo
) 1. 3
sin® 2z cos 2x dx = 5 sin”® 2z + C.

Rezultat je torej

in4 1
/cos4xsin2xdx = % — Slg4w +Esin32x+0.

[zracunaj integrala trigonometri¢nih funkeij:

1
(&) /5+4cosxdx
1
b ——dx.
(b) /1—|—sin2x v

Resitev: Priintegralih tipa [ R(cos z, sin x) dx si pomagamo z univerzalno trigonometri¢no
substitucijo

gt =t
g5 ="t
7 uporabo trigonometri¢nih enakosti lahko izrazimo:
2dt
dr = ——
1+t%
1—¢?
COST = ——
1+ t2’
) 2t
siny = ——,
142

kar nam problem prevede na integriranje racionalnih funkcij.

1
(a)/5+4cosxdx'

/ 1 d / 1 2dt / 2dt
— x: . pu—
5+4cosx 54412 1+ ¢2 5(1+¢2) +4(1 —t2)’

1412

2 2 1 =z
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(13)

1
b ———dx:
()/1+sin2x .

Univerzalna trigonometri¢na substitucija nas sicer vedno pripelje do rezultata, vendar
pa v primeru, ko nastopata sin in cos v integrandu v visjih potencah, hitro pridemo do
kompliciranih racionalnih funkcij. Zato se nam splaca na zacetku s pomocjo adicijskih
izrekov ¢imbolj znizati potence v integrandu.

1 1 2
/—.2 dx:/ - zdx:/ dz
1+ sin“x 1+ == 3 — cos2x
Sedaj uvedimo novo spremenljivko 2z = u in nato Se tg § = £. Sledi
1 2 du 1 2dt
—‘2 d.’L' = B —— d.’L' pr— oy - 3 . 2’
1+ sin“zx 3 — cos2x 3 —cosu 33— 1=t 14+t

142
dt 2
:/ :—\/_arctg<\/§tgx>+0.

1+ 2¢2 2

[zracunaj integrale trigonometri¢nih funkcij:
(a) /sin(Gm) cos(13z) dx,
(b) /.7:2 sin z dz,

(c) /arccos,/ Y da.
r+1

Resitev:

(a)/sin(Gx) cos(13x) dx :

Za izracun tega integrala bomo uporabili enakost sina cos 8 = 3 (sin(a + 3) + sin(a — 3)).

/sin(6x) cos(13x) dx = %/(sin(lf)x) —sin(7z)) dx = _3_18 cos(19zx) + i cos(7z) + C.

(b)/mZSinmdx:

Ta integral bomo izracunali z dvakratno integracijo po delih. Polinom bomo dvakrat
odvajali, kotno funkcijo pa dvakrat integrirali.

/a:QSinxdx:—x2cosm+2/xcosxdx:—x2cosx+2(xsinx—/sinxdx),

= —x%cosx + 2zsinz + 2cosz + C.
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c) / arc cos

Poskusimo z integracijo po delih z izbiro u = arccos /%57 in dv = dz. Potem lahko

dz :
1

izracunamo, da je du = —W v=u2xin

/ arc cos dm = I arc cos /
x+1 2(x 4+ 1)

Za izracun integrala na desni pa lahko uvedemo novo spremenljivko ¢ = y/x, kar nam da
dt = in
f

NG / t2 / 1
VT g = dt= | (1- dt =t — arctgt + C.
/ﬂwu)x 211 241 arctgt +C

Rezultat je torej
T T
arc cos dx = x arc cos
/ 1 \/ r+1

x — arctg(v/z) + C.

Izracunaj integrale eksponentnih in logaritemskih funkcij:

(a) / 225
@)/me,

(©) / o) o

T

Resitev:

(a) / 2265 iy

V tem primeru bomo uporabili integracijo po delih. Polinom bomo dvakrat odvajali,
eksponentno funkcijo pa dvakrat integrirali.

1 2 1 2 /1 1
/%26396 dr = 3x2egm ~3 /xe&’” dr = §x263”‘” ~3 (gzce?” — §/63x dx) ,

1 2 2
= 593263“3 - §x63”‘ + ﬁe?”” +C.
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(15)

(b) /1n2xdx :

Dvakrat bomo integrirali po delih. Najprej vzemimo u = In?z in dv = dz. To nam da
du:zl%dx,v:xin

/ln2xda:::cln23:—2/ln:cdx.

Integral na desni lahko izracunamo z integracijo po delih pri izbiri v = Inz in dv = dx.
Tako dobimo

/anxd:c:xIHZx—Z/ln:cdx:xlnzx—Q(xlnx—:c)+C’:xln2x—2xlnx+2x+0.

(c) / In(nz) dx

Xz

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = Inz. Tedaj je dt = 9 in

T

In(1
/n(nx) dm:/lntdt:tlnt—t+C:lnmln(lnx)—lnx—i—C’.

T

Pri tem smo upoStevali delni rezultat prejsnje naloge, da je [Intdt =tlnt —t+C. [

Izracunaj dolocena integrala s pomocjo prevedbe na Riemannovo vsoto:

(a) /lezdx,
(b) /122’”dx.

Resitev: Doloceni integral fab f(z) dz zvezne, pozitivne funkcije f na intervalu [a, b] lahko
geometri¢no interpretiramo kot plos¢ino lika med grafom funkcije in abscisno osjo.

S pomocjo Riemannovih vsot lahko doloceni integral fab f(z) dz izra¢unamo takole:

(1) Interval [a,b] razdelimo s tockami z; = a +i - =% za 0 < i < n na n enakih delov.

(2) Lik pod grafom funkcije f aproksimiramo z unijo n pravokotnikov. Plos¢ina unije
teh pravokotnikov je enaka

n

S = 213" fan).
=1

(3) V limiti, ko gre n — oo, dobimo plos¢ino lika pod grafom funkcije

b

/f(x) dz = lim S,.

n—oo
a

22



Lik torej aproksimiramo z unijami pravokotnikov, nato pa pogledamo limito aproksimacij,
pri katerih so Sirine pravokotnikov ¢edalje manjse

(a) Najprej bomo izracunali plosé¢ino lika pod kvadratno parabolo na intervalu [0, 1]
yl\

1

<Y

Izrac¢unajmo najprej priblizek za plosc¢ino, ki ga dobimo, ¢e interval [0, 1] razdelimo na n
enakih delov. Delilne tocke so v tem primeru z;

_ i ;
= ., zato je

+1)2n+1 n+1)(2n+1
S _Z L) _Zln(n) ngz + 1)( ) ( )( )

6 6n?
Pri izracunu smo uporabili formulo za vsoto kvadratov prvih n naravnih stevil

Z@ n+1)(2n+1)

?

ki jo lahko dokazemo z indukcijo. Natanc¢na vrednost ploséine lika je tako enaka

1
/5172(1:1:: lim (n+1D@n+1) =
0

1
n—o0 612 o i

(b) Izra¢unajmo sedaj Se ploscino lika pod grafom eksponentne funkcije na intervalu [1, 2]
Priblizek za plosé¢ino je enak

5. —Z L ) = Z ot = 23 (43)

2f (f)—l_g, v
n V21 n 2-1

Tokrat smo uporabili formulo za izracun vsote geometrijskega zaporedja

1=%\/§(1+{L/§+---+(€/§)"‘1),

9 qn+1_1
l+q+q¢ + - +¢"=—.
q—1
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(16)

(18)

Pri izracunu limite si bomo pomagali z L’Hospitalovim pravilom in pa s substitucijo x = %

2" dr = lim ~ = —2lim 2% 2
TN a1 Cem02e 1 “4%0 (In2)2e In2

1
/ 2 2 ol 2 2° + z(In2)2° 2
0

Za s > 0 izrac¢unaj limito
P24+t
L = lim .

n—o00 n5+1

Resitev: Poskusimo dano vsoto interpretirati kot Riemannovo vsoto neke funkcije. Ce

pisemo
42440t I~ (1)
()
i=1

vidimo, da gre za Riemannovo vsoto funkcije f(z) = x* na intervalu [0, 1]. Torej je

425+, +n ! st 1
L = lim re e tn :/l'sds:x ‘ = )
0 s+1lo s+1

n—00 nstl

Naj bo f:[0,1] — (0,00) zvezna funkcija. Poenostavi izraz

tim {/7()7(2)... f(2).

n—oo

Resitev: Spet bomo poskusili dano limito izraziti kot limito Riemannovih vsot ustrezne
funkcije. Pisemo lahko

i ({0 1) = £ ()

Na desni strani imamo Riemannovo vsoto funkcije ¢ = Inof na intervalu [0, 1]. Ker je
funkcija g zvezna, je integrabilna, zato v limiti dobimo

i o (/70 1) = [t

n—oo

Zaradi zveznosti eksponentne funkcije od tod sledi

. n l 2 n
s n(IIGAD) e

lim {/7(2)f(2).. f(2) =e

n—0o0

Funkcija f : [0,1] — [0, 1] je dana s predpisom

0 ; x je iracionalen,
flz)=42 1 ;2=0,
% ; v =" kjer sta si m,n € N tuji.

Izra¢unaj integral fol f(x)dx.
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Resitev: To funkcijo smo ze obravnavali v poglavju o zveznosti in pokazali, da je zvezna
v iracionalnih Stevilih in nezvezna v racionalnih Stevilih.

y A
108 °
08
06

041

021 . . ° .

Pokazali bomo, da je

/Olf(x)dx:O.

Ker je f(x) > 0 za vsak = € [0,1], so vse Riemannove vsote vecje ali enake ni¢. Zato
moramo pokazati Se, da gredo Riemannove vsote proti ni¢, ko so delilni intervali ¢edalje
krajsi. Vzemimo torej poljuben € > 0 in denimo, da so vsi delilni intervali krajsi od 9.
Funkcija f potem zavzame vrednost na intervalu [e, 1] le v kon¢no mnogo tockah, ki jih
ozna¢imo z xi, Ty, ..., x,. Ker je f(z;) <1, je prispevek intervala, ki vsebuje tocko z;, k
Riemannovi vsoti manjsi od . Skupni prispevek k vsoti od vseh intervalov, ki vsebujejo
te tocke, pa je manjsi od k6. V vseh preostalih tockah je vrednost f manjsa od €, zato je
vsota teh prispevkov manjsa od e.

108 .
o8l
o6l
L]
04t
. .
€ 0 °
02t . . . .
. .
.. L] O O L] ..
S e® e o % S e %% e N
. -
02 04 06 08 v
X

Tako dobimo oceno, da je Riemannova vsota funkcije f navzgor omejena z € + kd. Ce
izberemo delilne intervale oZje od 6 = £, bo torej poljubna Riemannova vsota manjsa od
2e. Od tod sledi, da je funkcija f integrabilna in da je njen doloceni integral enak 0.

Definirajmo sedaj se funkcijo

0 ;2=0,
9<“’):{ 1 ;ze(01]
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(19)

Tudi funkcija ¢ je integrabilna in velja fol g(z)dxr = 1. Izkaze pa se, da je kompozitum
g o f funkcija

| 0 ; x je iracionalen,
9(f(x)) = { 1 : z je racionalen,

ki ni integrabilna. Ta primer nam pokaze, da kompozitum integrabilnih funkcij ni nujno
integrabilen. [

[zracunaj integrala:

(a) I, = /2 sin" zdz, n € N,
0

(b) I, = /2 cos” x cos(nz) dx, n € N.
0

Regitev: (a) Z univerzalno trigonometri¢no substitucijo lahko integral prevedemo na inte-
gral racionalne funkcije, ki pa bi ga tezko izracunali za splosen n. Zato bomo raje izpeljali
rekurzivno zvezo med Stevili I,,.

1

Poskusimo dani integral integrirati po delih z izbiro v = sin" " x in dv = sinz dz. Potem

je du = (n —1)sin” 2$COSJHiﬂ V= —CcoszT in
)
™

2. n ian—1 g B 2 i n—2
I, = sin" zdr = —coszsin" x| 4+ (n—1) cos” xsin"~* xdx,
0 0

0

: 2 2
=(n— 1)/ (1 —sin® z) sin" * z dz,
0
=(n—1)I—2—I).
Tako smo torej prisli do rekurzivne zveze

]n:n—l

I, 5.
Da bi dobili vrednosti za poljuben n, moramo najprej izracunati vrednosti /7 in I5. Velja:

s

2

=1
0

]2:/281n2xdx=/2 1_0082xdx: r  sin2y ‘W:
0 0 2 2 4 0

Od tod dobimo rezultat:

?

s
bl
I :/ sinxdr = —cosx
0

N

e

I (2!
T Qn 1)
I C@2n-D x
e 2

Opomba: Pogosto naletimo na integral kvadrata sinusne ali kosinusne funkcije, zato se

splaca zapomniti rezultat
2 2w
/ sin2$da::/ cos’ x dx = .
0 0

26



(20)

To sledi iz enakosti sin? 2 +cos? z = 1 in pa iz dejstva, da sta integrala obeh funkcij po celi
periodi enaka. Podobna formula velja tudi, ¢e integriramo po kaksnem drugem intervalu,
kjer sta dana integrala enaka. V naSem primeru je bil to interval [0, 5].

(b) Tudi tokrat bomo poskusili izpeljati rekurzivno zvezo med stevili I,,. Najprej bomo
integrirali po delih z izbiro u = cos"z, dv = cos(nx)dz, kar nam da v = sin(ne)
du = —ncos" ! xsinx dx. Tako dobimo:

n

™

3
I, = / cos” x cos(nx) dr = cos” x
0

INIE]

. s
2
Sln(nx) ‘ + / COSn_l rsinx Sin(nx) dx?
0

n 0

NE]

= / cos" ! xsin w sin(nx) dz.
0

Za izracun tega integrala bomo sedaj uporabili formulo sin asin § = 3 (cos(av — 8) — cos(a + 3))

in pa adicijski izrek za kosinusno funkcijo, da dobimo:

3 1 [z
I, = / cos" ! xsinwsin(nx) do = 5/ cos" tx (cos(n — 1)z — cos(n + 1)z) dx,
0 0
1 1 [2
=—I, 1 — —/ cos" ' x cos(n + 1)z du,
2 2 J,
1 L[ . .
=gl-1-5 cos" " x (cos(nx) cos x — sin(nzx)sinx)) dz,
0
1 1( [z L
= 51”_1 b cos” x cos(nx) dr — cos" " xsinzsin(nz)dx | .
0 0

Ker sta oba integrala v oklepaju enaka I,,, tako dobimo rekurzivno zvezo

1
I, = -1,.

2

Z upostevanjem zacetne vrednosti [; = flf cos’xdr = 7 dobimo rezultat

™

(a) Naj bo f:[0,1] — R zvezna funkcija. Pokazi naslednje enakosti

/ zf(sinz)dr = z/ f(SiIlI)dSL’:ﬂ'/Z f(sinz)dz.
0 2 Jo 0
(b) Izracunaj integral
/” rsinw
————dx.
o 1+cos?x

Resitev: (a) Najprej bomo dokazali enakost

g/owf(sinx)dx :W/02 f(sinz) dz.

Ta enakost sledi iz dejstva, da je graf sinusne funkcije na intervalu [0, 7| simetric¢en glede
na os = 3. Posledicno je tudi graf funkcije f(sinx) simetricen glede na to isto os.
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Od tod dobimo enakost
/72r f(sinz)dx = /7r f(sinz) dx.
0 3
Ce to kombiniramo z enakostjo
/Oﬁf(sinx) dr = /0;' f(sinx) dx+[rﬂ f(sinx) dz,
3
smo dokazali Zeljeno enakost. Dokazimo sedaj Se, da velja

/Oﬂxf(sinx) dx = g/ow f(sinx) dx.

Uvedimo v levi integral novo spremenljivko z = m — t. Potem je dz = —dt, pri x = 0 je
t =, pri x =7 pat=0. Tako dobimo:

/OW zf(sinz)dz = —/ﬂo(vr—t)f(sin(w—t))dt = /Oﬂ(ﬂ—t)f(sint) dt,
:W/Oﬂf(Sint)dt—/Oﬂtf(sint)dt.

Ce damo drugi integral na desni na levo stran in delimo z dve, dobimo iskano enakost.

(b) Sedaj bi radi izracunali integral
/ rsinx .
o l+4cos?z

Opazimo lahko, da je ta integral oblike [z f(sinx)dz, ¢e izberemo funkcijo f(t) =
ki je zvezna na intervalu [0, 1]. Torej je

/” rsinx P 77/7r sin q 7T/1 1 it 2
———dr== | —————dr =~ =—.
o l+4+cos’z 2 Jo 1+cos?x 2 ) 142 4

Pri integraciji smo uvedli novo spremenljivko ¢ = cos .

2—¢27

Opomba: Pri tej nalogi smo izra¢unali doloc¢eni integral funkcije, katere nedoloceni integral
ni elementarna funkcija. 7 uporabo raznoraznih trikov lahko tudi pri kaksnih drugih
primerih natanc¢no izracunamo doloceni integral, ¢eprav ne znamo izracunati nedolocenega
integrala. [
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(21) Najbo 0 < a < bin f : [a,b] — (0,00) zvezna funkcija. Definirajmo funkciji F' in G s
predpisoma:

F(a) = / Cfwyat,
Glz) = / L) d.

Dokazi, da je funkcija £ definirana in padajoca na intervalu (a, b).

Resitev: Osnovni izrek analize nam pove, da je za poljubno zvezno funkcijo f : [a,b] — R
funkcija

F(z) = / " F)dt

odvedljiva funkcija na (a, b) in da na tem intervalu velja F’(z) = f(z). To nam zagotavlja,
da ima vsaka zvezna funkcija primitivno funkcijo. Ce hoéemo to primitivno funkcijo
natancno izracunati, lahko naletimo na problem, saj doloc¢ene integrale pogosto racunamo
prav z uporabo primitivnih funkcij. Lahko pa na ta nac¢in vedno vsaj priblizno izracunamo
primitivno funkcijo dane funkcije.

Najprej bomo pokazali, da je funkcija g dobro definirana. To sledi iz dejstva, da je za
vsak t € [a, b] izraz tf(t) > 0 pozitiven. Posledi¢no torej za vsak = € (a,b) velja

Glz) = / tF(t)dt > 0,

od koder sledi, da je g dobro definirana na (a, b).

Ker sta funkciji F' in G odvedljivi, je tudi funkcija g odvedljiva. Da dokazemo, da je
padajoca, je torej dovolj pokazati, da je njen odvod negativen. Velja:

(E)’ (2) = F'(2)G(z) — F(z)G'(x)
G G(x)? ’
) [T tf@)dt —af(x) [ f(t)dt
a G(z)? ’
@) It =) f@)dt
G(z)? '

Ker je (t—x) f(t) < 0zavsak ¢ € (a,z) in f(z) > Ozavsak x € (a,b), je [ (t—z)f(t)dt <0
in f(z) [F(t—2)f(t)dt < 0zavsak x € (a,b). Od tod sledi, da je £ padajoca funkcija. [

(22) Za vsakega od spodnjih integralov ugotovi, ali obstaja. Ce obstaja, ga izracunaj.
1
(a) / Inxdx,
0
(DR R
o V-2
3
1
(c) / —dx.
o Vlz—1

a >0,
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Resitev: Doloceni integral je v osnovni verziji definiran za zvezne funkcije na konénem
zaprtem intervalu. Njegovim posplositvam na funkcije, ki imajo pole, ali pa na neomejena
obmocja, recemo posploseni integrali.

Ce zelimo izracunati taksen integral, integracijsko obmocje najprej razkosamo na intervale,
tako da bomo na vsakem intervalu imeli singularnost v najve¢ enem krajiscu ali pa da bo
interval neomejen le v eno smer.

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu (a, b], ki je neomejena v okolici tocke a. V taksnih
primerih lahko definiramo posploseni integral

[ = [ ya

¢e limita na desni obstaja. Geometricno to pomeni, da lahko ploscino lika, ki je sicer
neomejen, poljubno dobro aproksimiramo s plos¢inami omejenih likov.

Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a, 00), definiramo posplogeni integral s predpisom

/ " fla)de = lim / () d

Ce ta limita obstaja. Analogno definiramo tudi ostale variante posplosenih integralov.

(a) /01 Inxde :

Vemo ze, da je [Inzde = xInz—x+C. Ker je logaritemska funkcija neomejena v okolici
tocke x = 0, nas zanima integral

1
/ Inzxdr = (xlnz — x)
t

V limiti tako dobimo:

1
=-1—(tlnt—t)=—1+t—tt.

t

1 1
/ lna:dx:hm/ Inzdr =lm(-1+t—tlnt) = —1.
0 to J, £,0

a
1
b / —dz:
0 [
Funkcija, ki jo integriramo, je neomejena v okolici desnega krajis¢a. Za izracun integrala
se najprej spomnimo, da velja

d — C

t

dr = lim dr = lim (arc sin E)

¢ 1 t 1
/0 Va2 — 22 tta /0 Va2 — 22 tta a

. . . t .
= 1t1TI£l (arcsin(%) — arcsin0),

)
0

_7T
é.
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(23)

(c)/og\/ﬁdx:

Sedaj integriramo funkcijo, ki ima pol v tocki x = 1, ki lezi v notranjosti integracijskega
intervala. V takem primeru je po definiciji

3 1 ! 1 3 1
—d:c:/ —dx+/ — dx,
/0 Ve —1| o |r—1| 1V ]r—1]

Ce oba integrala na desni obstajata. Prvi integral je enak

L 1 | 1
—dl’ = —dﬂ? = hm diL‘ = 11H1 —2\/1 — X
/0 Ve =1 /0 V11— 1 Jo V1—x m(

Podobno dobimo

t

) =2.

t
0

3 1 3 1 3 1
——dr = ——dr =1 ———dr =lim(2vxr —1
/1 Ve —1] ‘ /1 Vo —1 v tlﬁl/t Vo—1 v tlﬁl( &

Ker oba integrala konvergirata, konvergira tudi prvotni integral in je enak

j) = 2V/2.

dr =2+ 2v/2.

=

Za vsakega od spodnjih integralov ugotovi, ali obstaja. Ce obstaja, ga izrac¢unaj.

(a) / z"e “dr,n eN,
0

< 1
(b) /6 xlnaxdx’ a>0,

OO 9x
——dux.
(c) /0 2 —3r 2

Resitev:

(a)/ e dr
0

Oznac¢imo

In:/ e " dx.
0

7 uporabo integracije po delih lahko izpeljemo rekurzivno zvezo

o0

o0
1, = / e Vdr = —x"e "
0

o0
+ n/ " e dr =nl,_;.
0 0

Za izracun I,, moramo izracunati se zacetno vrednost

+/ e dr=—e" =1.
0

o
I, = ze Tdr = —xe”
0 0 0
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Rekurzivna zveza in zacetna vrednost nam skupaj povesta, da je

o0
/ e " dxr = nl.
0

<1
(b)/@ rIn®x da:

Uvedimo novo spremenljivko v = In x. Potem je du = % dr,priz =ejeu=1,prizx — o0
pa velja u — oo. Tako dobimo

<1 <1
/ 5 da::/ — du.
. rln“x . u”

Vemo 7Ze, da ta integral konvergira natanko takrat, ko je a > 1 in velja

< 1 1
dx = .
/e sz T a—1

> 9
O [ e
0 =0 —3x+2

S pomocjo nastavka ali pa razcepa na parcialne ulomke lahko izracunamo nedoloceni
integral dane racionalne funkcije

9x 3
T gr =9z —1]—21 20— > 4.
/x3—3x+2 v=2Infr =1 =2z +2f - —+

Obravnavati moramo konvergenco integrala fooo 13793—9;% dx v okolici pola z = 1 in pa v
neskonc¢nosti. Poglejmo najprej torej integral:

1 ¢
9 9 3 t
/3—$d$:hm T gy =1lim 2In|z — 1| - 2|z + 2| — —— ’,

0 T3 —3r+2 1 Jo a3 —3x+2 1 x—1)lo

3
= ltigl (21n|t— | =2ln|t+2| - 1 (—21n2+3)) :

Ta limita ne obstaja, kar pomeni, da integral fo dx ne konvergira. [

r3— 3a:+2

Za vsakega od spodnjih integralov ugotovi, ali konvergira:

S
1 xvr?r—1
> t

(b) / == dr,

/ xarctgx
1—|—x7
/ Inx

3+2x2

7

32



Resitev: Posplosenih integralov ne znamo vedno natancno izracunati, zato je dobro vedeti,
ali dani integral sploh konvergira. Pri tem si lahko pomagamo z naslednjimi kriteriji:

(1) Naj bo g zvezna funkcija na (a,b) z limito L = lim g(z). Potem velja:
T—a

. / ﬂ dx konvergira, ¢e je s < 1.
(z —a)®
b

. /LI) dz divergira, ¢e je s > 1in L # 0.

/ w—ay

(2) Naj bo g zvezna funkcija na (a,00) z limito L = lim g(x). Potem velja:
T—r00

o0

. / @ dx konvergira, ¢e je s > 1.
x
a

. /de divergira, ¢e je s < 1in L # 0.

:ES

a

Pri doloc¢anju konvergence izlimitiranih integralov tako ponavadi najprej uganemo, katera
izmed zgornjih moznosti nastopi, nato pa poskusamo integrand zapisati v ustrezni obliki.

o 1
a ———dx:
(a) /1 Va2 —1
Pri tem integralu moramo obravnavati konvergenco v okolici tocke x = 1 in pri z — oo.

z — 1: Pisimo
1

1 1 _ oveil

" x2_1_x\/(a:—1)(x+1) (x—l)%‘

Funkcija g(x) = —77T J€ Zvezna na intervalu [1, 00). Ker je s = % < 1, integral konvergira

v okolici tocke z = 1.

xz — 0o: Pisimo
X

L e

zvr? —1 x?

Funkcija g(z) = 7= je zvezna na intervalu (1,00) in ima limito L = 1. Kerjes =2 > 1,

integral konvergira pri x — oc.

Iz konvergence obeh integralov sledi, da integral floo N% dx konvergira. 7 nekaj truda

bi lahko pokazali, da velja

2

& 1
——dx = —.
/1 xvax? —1 2
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X

(b)/ arctgmd$:
0

Na prvi pogled se zdi, da bomo morali tudi tokrat obravnavati dva primera. Iz limite

1
. arctgx . T3
lim = lim 1=
z—0 €T z—0 1

=1

pa sledi, da tocka x = 0 ni problemati¢na. Torej moramo obravnavati samo konvergenco
integrala v neskonc¢nosti. Ce piSemo g(x) = arctgz, je g zvezna na intervalu (0, 00) in

velja lim g(x) = 7. Ker je s = 1, integral fooo % dx divergira.
T—>00

*“ rarctgx
——dx:
1 V1+al

Tokrat moramo obravnavati konvergenco integrala pri x — —1 in x — oo.

()

r — —1: Pisimo

rarctgx
zarctgx - zarctgx Vst -t —aP+ad
Vi+a2™ Yz + 1)1 —x+ 22— a3+t — 25 + 2b) Vo +1 '
. .. t . .. 1
Ker je funkcija g(x) = €’/1—x+x§ic3iz4—x5+x6 zvezna na intervalu [—1,00) in je s = 3 < 1,
integral konvergira v okolici tocke x = —1.

x — oo: Tokrat naj bo
z% arctgx

varctgr _ Pt

\3/ 1+ 27 ;p%

je zvezna na intervalu (—1,00) in ima limito L = 7. Ker je

7
z3 arctgx
Yt

s = % > 1, integral konvergira tudi pri x — co. Od tod sledi, da integral fix; % dx

Funkcija g(z) =

konvergira.

<1
(d)/ Y g
o 3+ 2x2

Sedaj imamo funkcijo z logaritemskim polom pri z = 0, ki jo integriramo po neomejenem
obmodju.

x — 0: Logaritemski pol je v smislu konvergence Sibkejsi od kateregakoli poten¢nega pola,
zato posploseni integral v okolici logaritemskega pola vedno konvergira. Formalno lahko
to dokazemo tako, da pisemo

1
1 z2 Inx
DT 3522
3+ 222 T2
1
Funkcija g(z) = L2 gicer ni definirana v tocki = = 0, lahko pa jo zvezno razirimo ¢ez
342z )

to tocko, saj je liH(l) g(x) = 0. To lahko dokazemo z nekajkratno uporabo L’Hospitalovega
T
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(25)

pravila. Ker je s = % < 1, integral torej konvergira v okolici tocke x = 0. Opomnimo Se,
da bi namesto s = % lahko izbrali katerikoli s € (0, 1).

x — oo: Ce analiziramo obnaganje funkcije v neskonénosti, lahko ugotovimo, da gre funk-
cija proti ni¢ priblizno tako hitro kot funkcija x% Clen In z v Stevcu sicer malce upocasni
konvergenco, vendar pa je konvergenca se vedno hitrejsa kot poljubna potenca m—ls, kjer je
s < 2. Od tod sklepamo, da integral konvergira tudi v neskon¢nosti. Da bi to dokazali,
pisimo

1 :1:% Inx
nwr _ 3+2x2
3+ 212 x%
3
Funkcija g(z) = fgié‘;;‘ je zvezna na intervalu (0, c0) in ima limito L = 0. Kerjes =2 > 1,

Inx
34-2x2

integral konvergira pri x — oo. Od tod sledi, da integral fooo
se, da je njegova vrednost enaka

/°° Inz Wln%
de: .
0 3+2x 44/6

dz konvergira. Izkaze

Za vsakega od spodnjih integralov ugotovi, ali konvergira:

dx, ke€l0,1],

! 1
@ ) Vi-2)1 - Fa)
1

b dz, 0 b
()/0 e 0<a<b,

o 1
(C) /\/a m dl‘, a > 0.

Resitev:

! 1
(a)/o N de, ke€0,1]:

Locili bomo ve¢ primerov v odvisnosti od vrednosti parametra k. Ce je £ = 0, imamo
integral
L

dr = arcsinx‘ = —.
0 2

L
/0 vV1—a22
Ce je k € (0,1), ima funkcija na intervalu [0, 1] en sam pol pri z = 1. Iz razcepa

1 1

VA=) 1 —k2a?) /(1 —2) (1 +z)(1 — k22?)

lahko sklepamo, da je pol stopnje s = % < 1, od koder sledi, da integral konvergira. Ta
integral imenujemo elipti¢ni integral prve vrste.

V primeru, ko je k = 1, imamo integral

1
1
d
/0 1—a22
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ki pa divergira, saj ima funkcija sedaj v tocki x = 1 pol stopnje s = 1.

< 1
(b)/D x“+xbdm, 0<a<b:

Sedaj moramo obravnavati konvergenco integrala v okolici tocke x = 0 in pri x — oc.

z — 0: Iz enakosti
1 1

o+ b z¢(1 4 xb—2)

sledi, da ima funkcija pol stopnje s = a v to¢ki = 0. Ce ho¢emo, da integral konvergira,
mora torej veljati a < 1.

x — 00: Sedaj velja
1 1

20+ b xb(1 + xo=b)’
od koder sledi, da funkcija pada proti ni¢ priblizno tako hitro kot potenca ﬁ Integral bo
torej konvergiral, ¢e bo b > 1.

1

Za7o¢ dx konvergira na-

Ce upostevamo oba rezultata, pridemo do sklepa, da integral fooo
tanko takrat, ko je a < 1 < b.

o 1
(C)/ﬁmdl‘, a>0:

Obravnavati moramo konvergenco integrala v okolici tocke = y/a in pri z — oo.

r — y/a: Iz razcepa
1 1

(22 —a)™ ~ (v = Vap (e + Va)*
sledi, da ima funkcija pol stopnje s = 2a v tocki = /a. Integral bo konvergiral v okolici
pola, ¢e bo a < %

x — 00: V neskonc¢nosti pada funkcija proti ni¢ priblizno tako hitro kot funkcija

S S
(x2ia)2a
z%. Ce hocemo, da integral konvergira, mora torej biti a > }1.

Oboje skupaj nam pove, da integral konvergira natanko takrat, ko je a € (}1, %) [

[zracunaj ploscino:

(a) lemniskate, ki je dana v polarnih koordinatah s predpisom r(¢) = a\/cos(2¢) za nek
a >0,

(b) zanke Descartovega lista, ki je podan v parametri¢ni obliki s predpisom x(t) =

y(t) = f’f; za nek a > 0.

3at
1+t30

Resitev: (a) Poglejmo najprej skico lemniskate.
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Plosc¢ino lika, ki je omejen s krivuljo podano v polarnih koordinatah, izracunamo po

formuli
1 2
S = 5 /1 T2 dgb

Lemniskata pride v koordinatno izhodis¢e pod kotoma +%. Na desni strani je ¢ € [—F, T],

zato je

1

S:2-§/Zr do = / a’ cos(2¢) d ¢:%281n(2¢) . =a.

ISE
(V)

N::

(b) Ce imamo krivuljo podano v parametri¢ni obliki s predpisom 7 : [t;, 5] — R?, potem
druzina zveznic med krivuljo in pa koordinatnim izhodis¢em opise lik, katerega ploscina
je enaka

to
S = —/ (xy — 2y) dt.

2 t1

Pri tem je treba biti pozoren na predznak. Ce se po krivulji premikamo v ’pozitivni’
smeri glede na izhodis¢e, dobimo obic¢ajno plosc¢ino, pri premikanju v 'negativni’ smeri pa
negativno predznaceno ploséino. Ce se del poti premikamo v pozitivni smeri del poti pa
v negativni smeri, je treba obravnavati vsak kos posebej. Ce je krivulja sklenjena (to je
7(t1) = 7(t2)), pa lahko uporabimo katerokoli izmed formul

1 to to to
S:—/ (a:'y—:if;y)dt:/ xydt:—/ Ty dt.
2 t1 t1 t1

Zanka Descartovega lista ustreza parametrom t € [0, 00).

v

\ —l=t<0

i )

Izrac¢unajmo najprej oba odvoda:

3a(14t%) — 9at®  3a(l — 2t%)
A+6? (4672

_ Gat(1+¢*) —9at*  3at(2 — %)

(1+13)2 (1+13)2

Od tod dobimo
i iy = D2 ) 9% (1 - 26%) 92’ (1447 _ 9a’t’
o= (1+ 653 T8 (L)
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Ploscina zanke je torej enaka

1 [ 9a?t? 1 [ 3a® 3a%|°  3a®
S:—/ ot dt:—/ P gu= 2T =22
2 )y (1+13)2 2/, u? 2u 2

Pri integriranju smo uvedli novo spremenljivko v = 1 + ¢3.

(27) IzraCunaj:

(a) obseg astroide, ki je podana z enac¢bo 23 +y3 = a3 za nek a > 0,

(b) obseg kardioide, ki je podana v polarnih koordinatah s predpisom 7(¢) = a(1+ cos ¢)
za nek a > 0,

(¢) dolzino grafa funkcije f(x) = % — 2 nad intervalom [1, e].

Resitev: (a) Poglejmo najprej skico astroide.

Obseg astroide bomo izracunali z uporabo formule za dolzino krivulje v parametri¢ni obliki

to
:/ VE2 + g2 dt.
t1

Astroido lahko zapiSemo v parametricni obliki:
x(t) = acos’t,
y(t) = asin®t,
za parametre t € [0, 27]. Odvoda koordinat x in y sta:
& = —3acos’tsint,

1 = 3asin®t cost.
Tako dobimo:

0—/ \/9a2(3054tsm t + 9a?sin® t cos? t dt,

—3a/ Veos?tsin?tdt = 12(1/ costsintdt,

7\'

= 6a/ sin 2t dt = —3acos2t|”
0

0

55
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(b) Poglejmo sedaj skico kardioide.

Obseg kardioide lahko izra¢unamo z uporabo formule za dolzino krivulje, ki je podana v
polarnih koordinatah

$2
[ = r2 + 12 dp.
é1
V nasem primeru je:

2
0= / \/a2(1 +2cos ¢ + cos? ¢) + a? sin® ¢ do,
0

2w 2m ™ s
=a ; \/2+2008¢d¢:a/0 \/4c082§d¢:2a/0 \/4cos2§d¢:4a/0 cos§d¢,

:8asin% = 8a.

(¢) Pri tem primeru bomo spoznali, kako se izra¢una dolzino grafa funkcije. Izra¢unali
bomo dolzino loka na spodnji sliki.

yA

|
15n

<Y

Dolzina grafa funkcije f na intervalu [a, b] je enaka

zz/bmdfz.

Odvod funkcije f je enak f'(z) = 2 — 5=, zato je:

z
2 230’

l—/ \/ +———+—d:v— /\/x2+2+—dx— ($+é) dx
:2(2+lnx>

1
1(62 —+ 1)

1

39



(28) Graf funkcije f(z) = < nad intervalom [1,00) zavrtimo okoli abscisne osi. Izracunaj

prostornino in povrsino tako dobljene vrtenine.

Resitev: Telo, ki ga Studiramo pri tej nalogi, imenujemo Torricellijeva trobenta ali pa
Gabrielov rog. Zanimivo je zato, ker ima koncéno prostornino in neskon¢no povrsino.

Prostornina vrtenine, ki jo dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f okoli osi x na intervalu
[a, b], je enaka

V= W/abf(x)de.

Prostornina Torricellijeve trobente je tako enaka

<1 1
V:Tl'/ —dr = —7—
1

2 T

0
= T.
1 =

Povrsina vrtenine, ki jo dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f okoli osi z na intervalu [a, b],

pa je enaka
b
P = 27T/ flx)\/1+ f'(z)? dz.
Ker je f'(z) = —25, moramo torej pokazati, da integral
<1 1
/ —/1+ vy dx
L x
divergira. To lahko naredimo s preprosto oceno
<1 1 > d
/ — 1—1——4dx>/ —xzoo.
LT x Lz
Ker integral na desni divergira, divergira tudi integral na levi. [

(29) Izracunaj povrsino vrtenine, ki jo dobimo, ¢e kardioido r(¢) = 1 4 cos ¢ zavrtimo okoli
abscisne osi.

Resitev: Pri vrtenju kardioide okoli abscisne osi dobimo naslednjo vrtenino.

1
va/\
TS 05 0 1s X
05
a2
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(30)

Povrsina vrtenine, ki jo dobimo, ¢e okoli abscisne osi zavrtimo krivuljo, ki je podana v
polarnih koordinatah r = r(¢) na intervalu ¢ € [¢1, ¢2], je enaka

@2
P:27r/ rsin oV r2 4+ 2 de.
1

V nasem primeru je

VITH77 = /(L4 cos 6)2 +sin? = v/2(1 + cos ),

zato je

P= 27r/7rsingz5(1 + cos ¢)\/2(1 + cos @) dp = 2\/§7r/7T sin ¢(1 +COS¢)% do.
0 0

Uvedimo novo spremenljivko £ = 1 4 cos ¢. Potem je dt = —sin¢do, pri ¢ =0 je t = 2,
pri ¢ = 7 pa t = 0. Povrsina vrtenine je tako enaka

2 327

3| =228
0 5

i : 2 . 44/2
P:2\/§7r/ sin¢(1+cos¢)3d¢:2f27r/ t2dt = ‘5[”
0 0

]

Lik L omejujeta parabola y = 4 — 22 in abscisna os. Izracunaj prostornino telesa, ki ga
dobimo z vrtenjem lika L okrog osi x = 3.

Resitev: Sedaj racunamo prostornino naslednje vrtenine, ki po obliki spominja na kolac.

To vrtenino lahko dobimo tako, da iz vrtenine, ki jo doloca levi lok parabole, izrezemo
vrtenino, ki jo doloc¢a desni lok parabole.

Volumen vecje vrtenine bomo izracunali tako, da jo bomo najprej razdelili na vodoravne
rezine v obliki kroga. Na visini y bomo dobili krog s polmerom d;(y) = 3 + /4 —y.
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Volumen taksne rezine je enak dV = md;(y)?dy. Ko posljemo viSine rezin proti ni¢ in
sestejemo volumne, dobimo

4 4
V1—7r/ dl(y)Qdy—ﬂ/(9+6\/4—y+4—y)dy-
0 0

Podobno lahko izpeljemo formulo za prostornino dela, ki ga moramo izrezati. Sedaj imajo
rezine polmer dy(y) = 3 — /4 — y, volumen tega dela pa je enak

4 4
V2=7r/ dQ(y)Qdyzﬂ/ (9—6V4—y+4—y)dy.
0 0

Volumen nasega telesa je enak

3
2

4
4 —
V=V1—V2:7T/ 12\/4—ydy:—127rﬂ

3
0 2

= G4m.
0 ==

Opomba 1: Kadar poznamo ploséino in pa geometrijsko sredisce lika, ki ga vrtimo, lahko

izracunamo volumen vrtenine tudi s pomoc¢jo Guldinovega pravila.

Guldinovo pravilo: Prostornina vrtenine je enaka produktu ploséine lika S in dolzine poti,
ki jo pri enem vrtljaju opise sredisce lika. To pomeni, da je

V =2rS4d,

kjer je d razdalja sredisca lika od osi vrtenja.
V nasem primeru je plos¢ina prereza enaka S = f_22(4 — 2 dr = 33—2, sredisce lika pa je
na razdalji d = 3 od osi vrtenja. Volumen je torej enak

2
VZQW'%-3=647T.

Opomba 2: Koordinati geometrijskega sredisc¢a lika, ki je od zgoraj omejen z grafom
funkcije f od spodaj pa z grafom funkcije g, na intervalu [a, b], lahko izra¢unamo s pomocjo
formul

JPa(f(x) - g(x)) do
S 9
(@) - g(2)?) da
y* - S 9
kjer je S ploscina lika. O

T, =

N =
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