Parcialne diferencialn enacbe (PM)
2. kolokvij, 23.4.2015

1. Za x,y > 0 je podana enacha

1
Ty — Yllyy + 5(% —uy) = 0.

Pretvori jo v kanoni¢no obliko in poisci resitev, ki zadosca pogojema

u(z,x) =0 in u(x,0) = /x.

Resitve: Ker je = xy > 0, je enacba hiperboli¢na. Ustrezni novi
spremenljivki sta

t=vVr+ .y, s=+Vzr— /1.

V njih je enacba oblike uy = 0 oz.

u=F(z+y) + G —y).

Z upostevanjem robnih pogojev dobimo u = /x — \/y.

2. Podana je nehomogena valovna enacba

Uy — gy = F(x,t), u(z,0) = f(x), u(x,0) = g(x).

a) Z D’Alembertovo formulo poiséi reSitev za F(x,t) = cosz in
f(x) = g(x) = sinx. Pokazi, da je 2m-periodi¢na v spremenljivki
x, to je, u(z + 2m,t) = u(x, t).

b) Pokazi, da zgornja lastnost velja za poljubne f, g in F', ki so
2m-periodi¢ne v x.

Resitev: Tocka a) je trivialna. Kot resitev dobimo linearno
kombinacijo fukeij cos(x £ ct), cosz in sin(z =+ ct), ki so vse
2m-periodicéne. V splosnem velja

1 x+2m+ct

(f(x—|—27r—|—ct)~|—f(x+27r—ct))+—/w g(s)ds =

up(z+2m,t) =
h( ) 2c +2m—ct

DO | —

=Lty o —et) o [ ol 4+ 2m)ds = wi(a1)
o 2 2c r—ct g o

kjer enakost v drugem c¢lenu dobimo z vpeljavo nove spremenljivke
s' = s — 2m. Podoben trik uporabimo za partikularni del u,(x,t).



3. S separacijo spremenljivk pois¢i resitev enacbe
U + 2up — Uy = 0, £ >0, x € (0,7).
pri pogojih u(0,t) = u(m,t) = 0 in u(z,0) = w(x,0) = sinx.
Resitev: Z nastavkom u(x,t) = X (2)T'(t) dobimo

T// + 2T/ B X// B
T - X _ILL7

Lastne funkcije so

X(0) = X(r) = 0.

tn = —n?, X, = C,sinnz.
Pripadajoce funkcije T,, pa
T,(t) = Ape "cos V1 — n2t + Bue 'sin V1 — nt,

T1 (t) = Aleft + Blte’t.
Iz zacetnih pogojev dobimo C1A; = C1B; =1 in C, A, = C, B, = 0.
4. a) Izracunaj F(f) za

f(x)Z{aEi’ el <1

lz| > 1
Ut + 2Up + U = Ugy, T >0, x € R,
pri pogojih u(z,0) = 0 in u(x,0) = f(x).

Resitev: Velja

F(f)(z) = 2sinz (1 - 1) +2cosz - 1

r  ad z?
Za U = F(u) (transformacija po spr. x) dobimo enacbo
U + 2U; + U(1 + 2%) = 0.
Njena resitev je
U(x,t) = C(z)e " cos(at) + D(x)e” * sin(xt).

7 upostevanjem zacetnih pogojev in uporabo inverzne transformacije

dobimo C(z) = 0 in zD(x) = F(f)(z), ter u = F~Y(U).



