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Lastne vrednosti

Naj bo A simetri¢na matrika. Velja:

@ vse lastne vrednosti so realne,
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Lastne vrednosti

Naj bo A simetri¢na matrika. Velja:
@ vse lastne vrednosti so realne,
@ Schurova forma je diagonalna matrika,

@ lastne vrednosti lahko uredimo po velikosti, da velja

>\n§>\n71§"'§)\1a

Bor Plestenjak (NLA) 3. Simetriéni problem lastnih vrednosti 8. marec 2011



Lastne vrednosti

Naj bo A simetri¢na matrika. Velja:
@ vse lastne vrednosti so realne,
@ Schurova forma je diagonalna matrika,

@ lastne vrednosti lahko uredimo po velikosti, da velja
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@ pripadajoce lastne vektorje xi, ..., x, lahko izberemo tako, da tvorijo
ortonormirano bazo,
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Lastne vrednosti

Naj bo A simetri¢na matrika. Velja:
@ vse lastne vrednosti so realne,
@ Schurova forma je diagonalna matrika,

@ lastne vrednosti lahko uredimo po velikosti, da velja

>\n§>\n71§"'§)\1a

pripadajoce lastne vektorje xi, ..., x, lahko izberemo tako, da tvorijo
ortonormirano bazo,

[All2 = max([As], [Anl)-
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Rayleighov kvocient

Pri simetri¢nih matrikah je dovolj obravnavati Rayleighov kvocient le za realne
vektorje. Za x # 0 je
-
x" Ax
p(x, A) = Tx
Ze od prej poznamo lastnosti:
e Za a # 0 je p(x, A) = p(ax, A).
@ Za lastni vektor x; je p(x;, A) = \;.
o Ce je x priblizek za lastni vektor, je p(x, A) najbolj$a aproksimacija za lastno
vrednost v smislu, da je minycg ||[Ax — ox||2 doseZen pri o = p(x, A).
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Rayleighov kvocient

Pri simetri¢nih matrikah je dovolj obravnavati Rayleighov kvocient le za realne
vektorje. Za x # 0 je A
x " Ax
p(x,A) = T
Ze od prej poznamo lastnosti:
e Za a # 0 je p(x, A) = p(ax, A).
@ Za lastni vektor x; je p(x;, A) = \;.

o Ce je x priblizek za lastni vektor, je p(x, A) najbolj$a aproksimacija za lastno
vrednost v smislu, da je minycg ||[Ax — ox||2 doseZen pri o = p(x, A).

Za simetri¢ne matrike velja Se naslednja lastnost.

Ce je A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi A, < --- < A1, potem za vsak
x # 0 velja

An < p(x, A) < Ay
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Minimaks izrek

Ocitno je
A= rp;gﬂ(A,X),
An = r)giégp(A,x).
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Ocitno je
A= rp;gﬂ(A,X),
An = ;n;rgp(A,x).

Podobno lahko izrazimo tudi vse preostale lastne vrednosti. Rezultat je temelj za
Stevilne pomembne teoreticne rezultate.

Izrek (Courant—Fischerjev minimaks izrek)

Ce je A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi A, < --- < A1, potem za
i=1,...,n velja

Ai= min maxp(x,A) = max minp(x, A).
! SCRN x€S P( ? ) RCRT x€R p( ? )
dim(S)=n—i+1 x40 dim(R)=i x40
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Weylov izrek

Naj bodo A, < --- < )\; lastne vrednosti simetricne matrike A in Xn << Xl
lastne vrednosti simetri¢ne matrike A + E.

Posledica

Zai=1,...,n velja )\,-—i—)\,,(E)S/):,-S)\,-—i-)\l(E).

8

Bor Plestenjak (NLA) 3. Simetriéni problem lastnih vrednosti 8. marec 2011 5/12



Weylov izrek

Naj bodo A, < --- < )\; lastne vrednosti simetricne matrike A in Xn << Xl
lastne vrednosti simetri¢ne matrike A + E.

Posledica
Zai=1,....nvella X+ M(E) <A <A+ M(E).

Posledica (Weyl)
Zai=1,...,n velja INi = Ai| < [|E]J2.
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Weylov izrek

Naj bodo A, < --- < )\; lastne vrednosti simetricne matrike A in Xn << Xl
lastne vrednosti simetri¢ne matrike A + E.

Posledica
Zai=1,....nvella X+ M(E) <A <A+ M(E).

Posledica (Weyl)
Zai=1,...,n velja INi = Ai| < [|E]J2.

lzrek (Wielandt-Hoffman)

Velja
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Prepletanje lastnih vrednosti
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Prepletanje lastnih vrednosti

Izrek (Cauchyjev izrek o prepletanju)

Ce je A simetri¢na matrika in je A, njena vodilna podmatrika velikosti r x r za
r=1,...,n—1, potem velja

/\r+1(Ar+1) < /\r(Ar) < /\r(Ar+1) SRS >\2(Ar+1) < )\I(Ar) < >\1(Ar+1)~
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Sylvestrov izrek o inerciji

Definicija

Ce je X nesingularna, potem sta matriki A in XT AX kongruentni.

Definicija

Inercija simetriéne matrike A je trojica (v, C, ), kjer je v sStevilo negativnih, ¢
stevilo nicelnih in 7 stevilo pozitivnih lastnih vrednosti matrike A.

8
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Sylvestrov izrek o inerciji

Definicija

Ce je X nesingularna, potem sta matriki A in XT AX kongruentni.

Definicija
Inercija simetriéne matrike A je trojica (v, C, ), kjer je v sStevilo negativnih, ¢
stevilo nicelnih in 7 stevilo pozitivnih lastnih vrednosti matrike A.

lzrek (Sylvester)

Ce je A simetri¢na matrika, potem ima za vsako nesingularno matriko X matrika
XTAX enako inercijo kot matrika A.
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Relativni Weylov izrek

zrek

Naj bo A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi A, < --- < A1 in naj bodo
)\ <o <L )\1 lastne vrednosti matrike XT AX. Potem zai=1,...,n velja

A= Al < [Aile,

kjer je e = || XTX —1||,.
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Rayleighova iteracija

Ce inverzno iteracijo kombiniramo z Rayleighovim kvocientom, dobimo:

Rayleighova iteracija

izberi zg # 0
k=0,1,...
ok = p(zx, A)
resi (A — O'k/)yk_H = Zj

Namesto fiksnega premika o pri inverzni iteraciji uporabljamo Rayleighov
kvocient, ki je najboljsi priblizek za lastno vrednost danega vektorja.
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Konvergenca Rayleighove iteracije

Naj bo normiran vektor zy pribliZek za lastni vektor x;. Ce za simetri¢no matriko
A z lastnimi vrednostmi |A,| < --- < |A\a| < |A1] izvedemo en korak potencne
metode z zacetnim vektorjem zy, potem velja

|X2|

lzs £ xll2 < 7
| A1l

120 — xa||2,

kjer predznak £ izberemo tako, da je norma razlike manjsa.
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Konvergenca Rayleighove iteracije

Lema

Naj bo normiran vektor zy pribliZek za lastni vektor x;. Ce za simetri¢no matriko
A z lastnimi vrednostmi |A,| < --- < |A\a| < |A1] izvedemo en korak potencne
metode z zacetnim vektorjem zy, potem velja

kjer predznak £ izberemo tako, da je norma razlike manjsa.

Posledica

Naj bo A simetri¢na matrika in |\; —o| < |\j—o| zaj#i,j=1,...,n. Ce
izvedemo en korak inverzne iteracije z zacetnim vektorjem zy, potem velja

|21 — xill2 = O(|Ai — o] - [|20 — xa]2)-

A\
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Konvergenca Rayleighove iteracije 2

Naj bo A simetricna matrika in naj bo normiran vektor z pribliZzek za lastni vektor
Xx. Potem velja
A = p(z, A)l < 2| Alla]|z — xc3-
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vergenca Rayleighove iteracije 2

Naj bo A simetricna matrika in naj bo normiran vektor z pribliZzek za lastni vektor
Xx. Potem velja
A = p(z, A)l < 2| Alla]|z — xc3-

Naj bo A simetricna matrika. Potem ima Rayleighova iteracija v blizini enostavne
lastne vrednosti kubi¢ni red konvergence.
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Zgled za kubi¢no konvergenco Rayleighove iteracije

. A1 0 . Cr .
Naj bo A = [01 )\2] A1 > Ao inz = LJ, |z/||3 = c2 +s? = 1. Pri enem

koraku Rayleighove iteracije dobimo

o z,TAz, = c,2)\1 + 5,2)\2.

Iz sistema
)\1 —Cr2)\1 —SE)\Q 0 —
0 /\2 — Cr2)\1 — S,?/\Q Yre1 = Zr
dobimo
1 ¢
Yr+1 = ()\1 — )\2)6_’253 _5? )
od tod pa

\ - { Cg ]
Zry] — —YY—/— 30 -
C? + Sr6 =5

Od tod v primeru s, # ¢, sledi kubi¢na konvergenca proti e; oziroma e;.
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