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Rayleighova iteracija

Ce inverzno iteracijo kombiniramo z Rayleighovim kvocientom, dobimo:

Rayleighova iteracija

izberi zg # 0
k=0,1,...
ok = p(zx, A)
resi (A — O'k/)yk_H = Zj

Yk+1
[lyk+1ll2

Zk+1 =

Namesto fiksnega premika o pri inverzni iteraciji uporabljamo Rayleighov
kvocient, ki je najboljsi priblizek za lastno vrednost danega vektorja.
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Konvergenca Rayleighove iteracije

Naj bo normiran vektor zy pribliZek za lastni vektor x;. Ce za simetri¢no matriko
A z lastnimi vrednostmi |A,| < --- < |A\a| < |A1] izvedemo en korak potencne
metode z zacetnim vektorjem zy, potem velja

|X2|

lzs £ xll2 < 7
| A1l

120 — xa||2,

kjer predznak £ izberemo tako, da je norma razlike manjsa.
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Konvergenca Rayleighove iteracije

Lema

Naj bo normiran vektor zy pribliZek za lastni vektor x;. Ce za simetri¢no matriko
A z lastnimi vrednostmi |A,| < --- < |A\a| < |A1] izvedemo en korak potencne
metode z zacetnim vektorjem zy, potem velja

kjer predznak £ izberemo tako, da je norma razlike manjsa.

Posledica

Naj bo A simetri¢na matrika in |\; —o| < |\j—o| zaj#i,j=1,...,n. Ce
izvedemo en korak inverzne iteracije z zacetnim vektorjem zy, potem velja

|21 — xill2 = O(|Ai — o] - [|20 — xa]2)-

A\
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enca Rayleighove iteracije 2

Naj bo A simetricna matrika in naj bo normiran vektor z pribliZzek za lastni vektor
Xx. Potem velja
A = p(z, A)l < 2| Alla]|z — xc3-
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nca Rayleighove iteracije 2

Naj bo A simetricna matrika in naj bo normiran vektor z pribliZzek za lastni vektor
Xx. Potem velja
A = p(z, A)l < 2| Alla]|z — xc3-

Naj bo A simetricna matrika. Potem ima Rayleighova iteracija v blizini enostavne
lastne vrednosti kubi¢ni red konvergence.
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Zgled za kubi¢no konvergenco Rayleighove iteracije

. A1 0 . Cr .
Naj bo A = [01 )\2] A1 > Ao inz = LJ, |z/||3 = c2 +s? = 1. Pri enem

koraku Rayleighove iteracije dobimo

o z,TAz, = c,2)\1 + 5,2)\2.

Iz sistema
)\1 —Cr2)\1 —SE)\Q 0 —
0 /\2 — Cr2)\1 — S,?/\Q Yre1 = Zr
dobimo
1 ¢
Yr+1 = ()\1 — )\2)6_’253 _5? )
od tod pa

\ - { Cg ]
Zry] — —YY—/— 30 -
C? + Sr6 =5

Od tod v primeru s, # ¢, sledi kubi¢na konvergenca proti e; oziroma e;.
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Kubicna konvergenca QR iteracije za simetri¢no matriko

agk) bik)
b:(lk) agk) bék)

Naj bo Ty =
K K K
bfg—)2 351—)1 blg—)1
JONNC

Rayleighova iteracija

izberi zg # 0
k=0,1,...

ok = p(Zk, T)

resi (T — Ekl)ka = Zy
Tkr1 = ReQx + okl Zky1 = Hﬁ%l\z
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Kubicna konvergenca QR iteracije za simetri¢no matriko
agk) bik)
b:(lk) agk) bék)

Naj bo Ty =
k k k
B A Y,
W0, A

Rayleighova iteracija

izberi zg # 0
k=0,1,...
ok = p(Zk, T)
resi (T — Ekl)ka = Zy
_
Z+l = Tyl

Tit1 = ReQx + ol

y

Ce je T simetri¢na in delamo QR iteracijo z Rayleighovimi premiki, potem so
premiki o enaki Rayleighovim kvocientom, ki jih dobimo pri Rayleighovi iteraciji,
Ce za zacletni vektor vzamemo zg = ep,.

y
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Sturmovo zaporedje

Naj bo
a1 bl
bh a b
T =
bpo ap-1 bpa
b1 a,

ireducibilna tridiagonalna simetri¢na matrika.

Naj bo T, njena vodilna r X r podmatrika in f,(\) = det(T, — /).
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Sturmovo zaporedje

Naj bo

bn—2 apn—1 bn—l
bnfl dp

ireducibilna tridiagonalna simetri¢na matrika.
Naj bo T, njena vodilna r X r podmatrika in f,(\) = det(T, — /).
Izpeljemo lahko rekurzivno formulo

fr1(N) = (341 = NEO) — B21(\)

zar=0,...,n—1, kise zatne z fo(A\) =1 in A(N) = a1 — A.
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Sturmovo zaporedje

Naj bo

bn—2 apn—1 bn—l
bnfl dp

ireducibilna tridiagonalna simetri¢na matrika.
Naj bo T, njena vodilna r X r podmatrika in f,(\) = det(T, — /).
Izpeljemo lahko rekurzivno formulo

1) = (31 — VO — B2 1 ()
zar=0,...,n—1, kise zatne z fo(A\) =1 in A(N) = a1 — A.

Porabimo 4n + O(1) osnovnih operacij (¢e shranimo b?).
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Sturmovo zaporedje

fo(A) = 1
fl()\) = 31—)\
fiii(N) = (a1 — NE(N) — b2f_1(\) zar=0,...,n—1

Izrek

Polinomi fy, . .., f, tvorijo Sturmovo zaporedje, kar pomeni, da zados¢ajo
naslednjim trem tockam:

1) fo(N\) # 0 za vsak A.
2) Ceje f,(Xo) =0 za r < n, potem je f,_1(Ao)fr1(No) < O.
3) Ce je fo(\o) = 0, potem je f,_1(\o)f!(No) < O.
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Sturmovo zaporedje

fo(A) = 1
fl()\) = 31—)\
fiii(N) = (a1 — NE(N) — b2f_1(\) zar=0,...,n—1

zrek

Polinomi fy, . .., f, tvorijo Sturmovo zaporedje, kar pomeni, da zados¢ajo
naslednjim trem tockam:

1) fo(N\) # 0 za vsak A.
2) Ceje f,(Xo) =0 za r < n, potem je f,_1(Ao)fr1(No) < O.
3) Ce je fo(\o) = 0, potem je f,_1(\o)f!(No) < O.

Posledica

Ireducibilna tridiagonalna simetricna matrika ima enostavne lastne vrednosti.
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Stetje lastnih vrednosti

Pri fiksnem Ao oznacimo z u(\g) $tevilo ujemanj predznaka v zaporedju

fo(Mo), - -, fa(Xo). Pri tem vsako notranjo ni¢lo Stejemo za eno ujemanje, ni¢lo na
koncu pa ne. Primeri:
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Stetje lastnih vrednosti

Pri fiksnem Ao oznacimo z u(\g) $tevilo ujemanj predznaka v zaporedju

fo(Mo), - -, fa(Xo). Pri tem vsako notranjo ni¢lo Stejemo za eno ujemanje, ni¢lo na
koncu pa ne. Primeri:

u++—-—-+) =
u(++0—-+4) =
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Stetje lastnih vrednosti

Pri fiksnem Ao oznacimo z u(\g) $tevilo ujemanj predznaka v zaporedju

fo(Mo), - -, fa(Xo). Pri tem vsako notranjo ni¢lo Stejemo za eno ujemanje, ni¢lo na
koncu pa ne. Primeri:

U(++7*+) = )
u(++0—-+4) = 2,
u(++0—+0)
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Stetje lastnih vrednosti

Pri fiksnem Ao oznacimo z u(\g) $tevilo ujemanj predznaka v zaporedju
fo(Mo), - -, fa(Xo). Pri tem vsako notranjo ni¢lo Stejemo za eno ujemanje, ni¢lo na
koncu pa ne. Primeri:

ut++--+) = 2
u++0—-4) = 2
u(+4+0-+40) =

Stevilo u()\o) je enako Stevilu lastnih vrednosti matrike T, ki so strogo vecje od \o.
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Stetje lastnih vrednosti

Pri fiksnem Ao oznacimo z u(\g) $tevilo ujemanj predznaka v zaporedju
fo(Mo), - -, fa(Xo). Pri tem vsako notranjo ni¢lo Stejemo za eno ujemanje, ni¢lo na
koncu pa ne. Primeri:

ut++--+) = 2
u++0—-4) = 2
u(+4+0-+40) =

Stevilo u()\o) je enako Stevilu lastnih vrednosti matrike T, ki so strogo vecje od \o.

Sedaj lahko npr. z bisekcijo pois¢emo k-to lastno vrednost. I1$¢emo tocko Ak, za
katero velja u(Ax — €) = k in u(Ax + €) = k — 1 za dovolj majhen € > 0.
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Denimo, da za matriko

ail b1
7= |2
bnfl
bn—l dan
izratunamo razcep T — A = LDLT, Kjer je
1 o
h 1
L= , D=
ey 1 d
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Denimo, da za matriko

ail b1
7= |2
bnfl
bn—l dan
izratunamo razcep T — A = LDLT, Kjer je
1 o
h 1
L= , D=
ey 1 d

dlzal—)\, d1/1:b1
/E_ldk_l—i-dk:ak—)\, dily =by zak=2,...,n—1.
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LDLT razcep in Sylvestrov izrek

Denimo, da za matriko

ail b1
7= |2
bnfl
bn—l dan
izratunamo razcep T — A = LDLT, Kjer je
1 o
h 1
L= , D=
ey 1 d

d1231—>\, d1/1:b1
/E_ldk_l—i-dk:ak—)\, dily =by zak=2,...,n—1.

Po Sylvestrovem izreku je Stevilo pozitivnih diagonalnih elementov D enako u(\).
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lzraun LDLT razcepa

dlzal—)\, d1/1:b1
/E_ldk_1+dk:ak7)\, dily =by zak=2,...,n—1.

Izracun dy,...,d,

d1:al—)\
k=2,...,n

b2
dkzak—A— k=1

dik—1
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lzraun LDLT razcepa

dlzal—)\, d1/1:b1
/E_ldk_lﬁ’dk:ak*)\, dk/k:bk zak:2,...,n71.

Izracun dy,...,d,

d1:al—)\
k=2,...,n

b2
dkzak—A— k=1

dik—1

Porabimo 3n + O(1) osnovnih operacij (&e shranimo b?).
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lzraun LDLT razcepa

dlzal—)\, d1/1:b1
/E_ldk_lﬁ’dk:ak*)\, dk/k:bk zak:2,...,n71.

Izracun dy,...,d,
dlzal—)\
k=2,...,n

bi_y
de = aKk — A — —
k k de s

Porabimo 3n + O(1) osnovnih operacij (&e shranimo b?).

Ce ne pride do prekoracitve ali podkoracitve, se predznaki numericno izracunanih
diagonalnih elementov di, . .., d, ujemajo s predznaki to¢nih dy, ..., d, iz LDLT
razcepa matrike T + 0T, kjer je dax =0 in |0bx| < (5/2)|bk|lu za k=1,...,n.
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Povezava s Sturmovim zaporedjem

Sturmovo zaporedje:

h() = 1
fl()\) = 81—)\
fk+1()\) = (ak+1f)\)fk()\)fb,%fk_1()\) Za k:O,...,nfl
LDLT:
d1 = 317>\
b2
d:a——ﬂzak:,,n
k k dkfl
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Povezava s Sturmovim zaporedjem

Sturmovo zaporedje:

KA = 1
fl()\) = a1 — A
fk+1()\) = (ak+1 - )\)fk()\) - b,%fk_l()\) za k = 0, ey, N — 1
LDLT:
d1 = 317>\
bi s
dq = ax—A\—— za k:2,...,n
dik—1
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Motivacija: Robni problem

Sturm-Liouvillov robni problem lastnih vrednosti

Na intervalu [a, b] i8¢emo lastno vrednost A in nenicelno funkcijo y, ki zadoséa
—(p(x)y") +alx)y = Ay,

in robnima pogojema y(a) = y(b) = 0, pri Cemer za koeficienta p in g velja
p(x) > 0in g(x) > 02za x € [a, b].
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Motivacija: Robni problem

Sturm-Liouvillov robni problem lastnih vrednosti

Na intervalu [a, b] i8¢emo lastno vrednost A in nenicelno funkcijo y, ki zadoséa

—(p(x)y") +a(x)y = Ay,

in robnima pogojema y(a) = y(b) = 0, pri Cemer za koeficienta p in g velja
p(x) > 0in g(x) > 02za x € [a, b].

Pri diferenéni metodi interval [a, b] razdelimo z ekvidistantnimi to¢kami xy = a,
x; = X + ih, kjer je h=(b—a)/(n+1). Naj bo y; priblizek za y(x;), ki ga i5¢emo.

Enacbo v tocki x;, i = 1,...,n, aproksimiramo z
p(xi —h/2)(yi — yi—1) + p(xi + h/2)(yi — yi
( [2)(yi =y 1)/72 ( [ = yie1) | a(5)y; = My

Dobimo Ay = Ay, kjer je A tridiagonalna simetri¢na matrika.
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Zgled robnega problema

[a,b] =[0,7], p(x) =1— %sinzx, q(x) = x in robna pogoja y(a) = y(b) = 0.

0.2

212
3.61
5.99
9.36 |7
13.69

0 0.5 1 15 2 25 3 35
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Motivacija: sistem vzmeti in nihal

Denimo, da imamo sistem treh uteZi in treh vzmeti. Po Newtonovih
zakonih za odmike utezi y; velja sistem diferencialnih enacb

My" + Ky =0, ky
kjer sta
Hy
my 0 0 ki + ko —ko 0
M = 0 my 0 s K = —ko ko + ks —ks s k
0 0 ms 0 —k3 k3 :
M je masna matrika, K pa togostna matrika. ni,
ks

Bor Plestenjak (NLA) 4. Simetri¢ni problem lastnih vrednosti Rayleighova ite 14. marec 2011 15 /15



Motivacija: sistem vzmeti in nihal

Denimo, da imamo sistem treh uteZi in treh vzmeti. Po Newtonovih
zakonih za odmike utezi y; velja sistem diferencialnih enacb

My" + Ky =0, ky
kjer sta
ny
my 0 0 ki + ko —ko 0
M=|0 m 0|, K=| -k k+k —k|, i
0 0 ms 0 —k3 ks :
M je masna matrika, K pa togostna matrika. Sistem niha z lastno ni,
frekvenco w, kar pomeni, da za komponente resitve velja
vie(t) = xce’™", ks
kjer so x1, x2, x3 amplitude. Lastno frekvenco in amplitude dolo¢imo
iz 1
Kx = u? Mx,
saj mora veljati y/(t) = —w’xce™".
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Motivacija: sistem vzmeti in nihal

Denimo, da imamo sistem treh uteZi in treh vzmeti. Po Newtonovih
zakonih za odmike utezi y; velja sistem diferencialnih enacb

My" + Ky =0, ky
kjer sta
ny
my 0 0 ki + ko —ko 0
M=|0 m 0|, K=| -k k+k —k|, i
0 0 ms 0 —k3 ks :
M je masna matrika, K pa togostna matrika. Sistem niha z lastno ni,
frekvenco w, kar pomeni, da za komponente resitve velja
vi(t) = xce™, ks
kjer so x1, x2, x3 amplitude. Lastno frekvenco in amplitude dolo¢imo
iz 1
Kx = u? Mx,
saj mora veljati y;/(t) = —w’xce™*. To prevedemo na lastni pro-

blem Az = Az, kjer je A= M~Y2KM™Y2 X\ =w? in z = M*%x.
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