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Jacobijeva metoda

Zgodovinsko gledano gre za eno izmed najstarejSih metod za racunanje lastnih
vrednosti, saj izvira iz sredine 19. stoletja.

Pri tej metodi matrike na zacetku ne reduciramo na tridiagonalno obliko.

Z izbranimi Givensovimi rotacijami z leve in desne uni¢ujemo izvendiagonalne
elemente in matriko transformiramo (v limiti) v diagonalno matriko.

Tvorimo zaporedje ortogonalno podobnih matrik A = Ag, Az, Ag, ..., kjer je
A1 = R ARy,
Givensovo (Jacobijevo) rotacijo Ryq pa doloc¢imo tako, da uni¢imo element ap,.

Ustrezni vrednosti ¢ in s dolo¢imo iz ¢2 + s2 = 1 in zveze

¢ s|lap apg|lc —s| |3 O
—s ¢||apg agq||s c| |0 G|
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|zracun c in s

Naj bo ¢ = cosp, s =sing in
¢ s|lap apg|lc —s| _ |amp O
—s C| |apg agq| |S c| |0 Ggqf°

Iz zveze (agq — app)SC + apq(c® — %) = 0 dobimo

_cos2p c? —s2 _ app — Agq
Csin2p 2sc 2ap,
e ini 5 : ;
Ce definiramo t := £ = tanp, potem velja (formule za tangens dvojnega kota)

2+ 27t —1=0.

Resitev je

i 1
sign(7) c= s =ct.

Thrvire STVIre
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En korak Jacobijeve metode

[Ak+1, Qrt1] = Jacobi(Ax, Qk)

dolodi pin g
__ 2pp—dqq
7 = 294
2apq
F = sign(7)
|7 |4+V1+72
_ 1
= 1+¢2
s=ct

A1 = REAKRq

Q41 = QiRpq (Ce potrebujemo tudi lastne vektorje)
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Pri vsakem mnoZenju se spremenita dve vrstici in dva stolpca matrike (p in q).
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Konvergenca Jacobijeve metode

Definicija

n
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Konvergenca Jacobijeve metode

Definicija

n

Ce A= R1.ARyq dobimo iz A z Jacobijevo rotacijo R,q, potem je

off(A)? = off(A)? — 2a%.
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Konvergenca Jacobijeve metode

Definicija

n

Ce A= R1.ARyq dobimo iz A z Jacobijevo rotacijo R,q, potem je

off(A)? = off(A)? — 2a%.

Z vsako Jacobijevo rotacijo se tako zmanj$a off (A). Iteriramo, dokler ni off(A())
pod neko mejo.
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Izbiranje elementa, ki ga uni¢imo

Klasi¢na varianta. Izberemo (po abs. vrednosti) najvedji izvendiagonalni element:
@ dodatno delo z iskanjem najvejega elementa,

@ konvergenca je vsaj linearna, saj velja

off(A) < <1 - ) off(A),

2
n(n—1)

@ v blizini diagonalne matrike je konvergenca v resnici kvadrati¢na.
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@ dodatno delo z iskanjem najvejega elementa,

@ konvergenca je vsaj linearna, saj velja

off(A) < <1 - ) off(A),

2
n(n—1)
@ v blizini diagonalne matrike je konvergenca v resnici kvadrati¢na.
Ciklicna varianta. Po vrsti v enem ciklu izberemo vse izvendiagonalne elemente.
@ izognemo se iskanju najvecjega izvendiagonalnega elementa,
@ odvecno delo z uni¢evanjem elementov, ki so zelo blizu 0.

@ konvergenca je $e vedno kvadrati¢na (po ciklih).
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Izbiranje elementa, ki ga uni¢imo

Klasi¢na varianta. Izberemo (po abs. vrednosti) najvedji izvendiagonalni element:
@ dodatno delo z iskanjem najvejega elementa,

@ konvergenca je vsaj linearna, saj velja

off(A) < <1 - ,7(,72_1)) off(A),

@ v blizini diagonalne matrike je konvergenca v resnici kvadrati¢na.
Ciklicna varianta. Po vrsti v enem ciklu izberemo vse izvendiagonalne elemente.
@ izognemo se iskanju najvecjega izvendiagonalnega elementa,
@ odvecno delo z uni¢evanjem elementov, ki so zelo blizu 0.
@ konvergenca je $e vedno kvadrati¢na (po ciklih).

Pragovna varianta. Gremo po vrsti kot pri cikli¢ni metodi, a uni¢imo le po abs.
vrednosti nadpovprecno velike elemente.

@ ni dela z iskanjem elementov,

@ ni odvecnih operacij z uniCevanjem zelo majhnih elementov.
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Zgodovina

@ Jacobi je metodo objavil leta 1846, res pa je, da je ni uporabljal v povsem
enaki obliki.
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@ Okrog leta 1950 so metodo na novo odkrili in zaradi enostavnosti je postala
standardno orodje za racunanje lastnih in singularnih vrednosti.
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@ Demmel in Veseli¢ sta leta 1992 pokazala, da Jacobijeva metoda za

simetri¢ne pozitivno definitne matrike izracuna lastne vrednosti blizu 0 z visjo
relativno natanénostjo kot QR.
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relativno natanénostjo kot QR.

@ Po tem rezultatu je postala Jacobijeva metoda spet atraktivna, Se posebno
razliCica za rac¢unanje singularnih vrednosti.
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@ Po tem rezultatu je postala Jacobijeva metoda spet atraktivna, Se posebno
razliCica za rac¢unanje singularnih vrednosti.

@ Po zadnjih izboljSavah je Jacobijeva metoda za radunanje singularnih
vrednosti po hitrosti primerljiva s QR in je vkljuéena v zadnjo verzijo paketa
LAPACK 3.2 (2008).
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@ Pri vecdjih n je metoda pocasnejsa od QR iteracije, ki so jo razvili okrog leta
1960, zato je pocasi $la v pozabo.

@ Demmel in Veseli¢ sta leta 1992 pokazala, da Jacobijeva metoda za
simetri¢ne pozitivno definitne matrike izracuna lastne vrednosti blizu 0 z visjo
relativno natanénostjo kot QR.

@ Po tem rezultatu je postala Jacobijeva metoda spet atraktivna, Se posebno
razliCica za rac¢unanje singularnih vrednosti.

@ Po zadnjih izboljSavah je Jacobijeva metoda za radunanje singularnih
vrednosti po hitrosti primerljiva s QR in je vkljuéena v zadnjo verzijo paketa
LAPACK 3.2 (2008).

@ Obstajajo posplositve za drugacne oblike matrik, npr. Eberleinova metoda za
nesimetri¢ne matrike.
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Motivacija: lepo risanje grafov

Eden izmed algoritmov za lepo risanje kubi¢nih poliedrskih grafov (graf predstavlja
ogli¢a in stranice nekega poliedra, kjer se v vsakem oglis¢u sre¢ajo tri stranice), je
uporaba lastnih vektorjev in lastnih vrednosti.

Ce vzamemo matriko sosednosti (matrika n x n, ki ima na (i, j)-tem mestu 1, &e
sta toc¢ki i in j povezani, sicer pa 0), se hitro vidi, da je ena lastna vrednost (ki je
ravno najvecja) ravno 3, lastni vektor pa je enak [L 1 --- 1]7. Sedaj vzamemo \,,
A3 in A4 ter normirane lastne vektorje, ki naj bodo po vrsti x, y, z. Ce sedaj za
koordinate i-te to¢ke vzamemo kar T; = (x;, ¥i, z;), dobimo lepo tridimenzionalno
sliko grafa.
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Motivacija: Gaussove kvadraturne formule

Racunanje uteZi in vozlov za Gaussovo kvadraturno formulo se da prevesti na
iskanje lastnih vrednosti in lastnih vektorjev tridiagonalne matrike. Pokazati se da,
da ortonormirani polinomi zados¢ajo tri¢lenski rekurzivni formuli

xpi(x) = br—1pr—1(x) + akpr(x) + bepri1(x).

Ce poznamo koeficiente ay in by, potem so vozli xg, . .., X, lastne vrednosti
tridiagonalne matrike

ap bo

bn72 dpn—1 bnfl
bnfl an

utezi pa dobimo iz prvih komponent ortonormiranih lastnih vektorjev:

b
=3 / p(x)dx,
a

kjer je X matrika ortonormiranih lastnih vektorjev matrike T,.
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