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Nelinearni problem lastnih vrednosti (NEP)

Naj bo T(\) matrika n x n, katere elementi so gladke funkcije parametra ). Ce je
T(\)x =0,
za x # 0, potem je A\ lastna vrednost, x pa (desni) lastni vektor.

Ce je det(T()\)) £ 0 je problem regularen in so lastne vrednosti resitve
karakteristi¢ne enacbe det(T(\)) = 0.
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T(\)x =0,
za x # 0, potem je A\ lastna vrednost, x pa (desni) lastni vektor.

Ce je det(T()\)) £ 0 je problem regularen in so lastne vrednosti resitve
karakteristi¢ne enacbe det(T(\)) = 0.

Posebni primeri:
o Navadni linearni problem Lv. (EP): T(\) = A — A.
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@ Posploseni problem l.v. (GEP): T(\) = AB — A.
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Nelinearni problem lastnih vrednosti (NEP)

Naj bo T(\) matrika n x n, katere elementi so gladke funkcije parametra ). Ce je
T(\)x =0,
za x # 0, potem je A\ lastna vrednost, x pa (desni) lastni vektor.

Ce je det(T()\)) £ 0 je problem regularen in so lastne vrednosti resitve
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Posebni primeri:
o Navadni linearni problem Lv. (EP): T(\) = A — A.
@ Posploseni problem l.v. (GEP): T(\) = AB — A.
e Kvadratni problem lL.v. (QEP): T(A\) = A2M + AC + K.
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Nelinearni problem lastnih vrednosti (NEP)

Naj bo T(\) matrika n x n, katere elementi so gladke funkcije parametra ). Ce je
T(\)x =0,
za x # 0, potem je A\ lastna vrednost, x pa (desni) lastni vektor.

Ce je det(T()\)) £ 0 je problem regularen in so lastne vrednosti resitve
karakteristi¢ne enacbe det(T(\)) = 0.

Posebni primeri:
o Navadni linearni problem Lv. (EP): T(\) = A — A.
@ Posploseni problem l.v. (GEP): T(\) = AB — A.
e Kvadratni problem lL.v. (QEP): T(A\) = A2M + AC + K.

Ce je M nesingularna, ima QEP 2n lastnih vrednosti. QEP lahko prevedemo
na GEP velikosti 2n x 2n (temu pravimo linearizacija).
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Nelinearni problem lastnih vrednosti (NEP)

Naj bo T(\) matrika n x n, katere elementi so gladke funkcije parametra ). Ce je
T(\)x =0,
za x # 0, potem je A\ lastna vrednost, x pa (desni) lastni vektor.

Ce je det(T()\)) £ 0 je problem regularen in so lastne vrednosti resitve
karakteristi¢ne enacbe det(T(\)) = 0.

Posebni primeri:
o Navadni linearni problem Lv. (EP): T(\) = A — A.
@ Posploseni problem l.v. (GEP): T(\) = AB — A.
e Kvadratni problem lL.v. (QEP): T(A\) = A2M + AC + K.

Ce je M nesingularna, ima QEP 2n lastnih vrednosti. QEP lahko prevedemo
na GEP velikosti 2n x 2n (temu pravimo linearizacija).

@ Polinomski problem Lv. (PEP): T(A) = A™Ap, + -+ + A1 + Ao.
Ce je A, nesingularna, ima PEP mn lastnih vrednosti. PEP lahko prevedemo
na GEP velikosti mn x mn.
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Primeri NEP

@ Racionalni problem Lv. (REP), npr.:

T =—K+AM+Y_
k=1

— Tk —

REP lahko prevedemo na PEP, e izraz spravimo na skupni imenovalec.
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Primeri NEP

@ Racionalni problem Lv. (REP), npr.:
= A
T(A)=—-K+ M+ E —Ck.
( ) — Ok — A ,

REP lahko prevedemo na PEP, e izraz spravimo na skupni imenovalec.
@ lracionalni problem l.v., npr.:

m
TA)=K=AM+iY \/A=c}W..
k=1

Iracionalnega problema lastnih vrednosti ne moremo linearizirati.
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Primeri NEP

@ Racionalni problem Lv. (REP), npr.:

m
T =—K+AM+Y_
k=1

— Tk —

REP lahko prevedemo na PEP, e izraz spravimo na skupni imenovalec.
@ lracionalni problem l.v., npr.:

m
TA)=K=AM+iY \/A=c}W..
k=1

Iracionalnega problema lastnih vrednosti ne moremo linearizirati.

@ Pri Studiju diferencialnih enacb s ¢asovnimi zamiki nastopajo nelinearni
problemi lastnih vrednosti oblike

T(A) =M+ Ao+ > Aje ",
k=1

kjer so hy, ..., hy, pozitivni premiki, Ag,...,An, pa so realne matrike.
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Metoda inverzne iteracije za splosni NEP

Ce izberemo vektor v € C" in dodamo k enacbi T(\)x = 0 e pogoj vI'x =1,
lahko zapisemo NEP v obliki nelinearnega sistema

F(x,)\) == [ Z(A)X} =0.

vix —1
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Metoda inverzne iteracije za splosni NEP

Ce izberemo vektor v € C" in dodamo k enacbi T(\)x = 0 e pogoj vI'x =1,
lahko zapisemo NEP v obliki nelinearnega sistema

F(x,)\) == [ Z(A)XJ =0.

V' X —

Uporabimo Newtonovo metodo. Ce je (xk, M) priblizek za lastni par, potem
naslednji priblizek (xx+1, Ak+1) dobimo iz

Xk+1| _ [ Xk| 1
{)\kﬂ] = [/\k] JF (i, M) ™ F (Xky Ak)-

Tako pridemo do sistema

[T(i\lk) T’(Ak)xk] [XM _Xﬂ - [T()\k)xk} |

v 0 >\k+1 — >\k VHXk -1

oziroma
Txesr = (N = M) T/ (M) xi

vka_H = 1.
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Xerr = — (Mg = M) TOW) T (M) xe

vkaH = 1.

Iz prve enacbe lahko dolo¢imo smer vektorja xy1.
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Xerr = — (Mg = M) TOW) T (M) xe

vkaH = 1.

Iz prve enacbe lahko dolo¢imo smer vektorja xix1. Potrebujemo Se Mg 1. Ce
definiramo uky1 := T(Ax) ™2 T'(Ak)xx in prvo enabo pomnozimo z v, dobimo

VHXk

H H
VX1 = —(Akg1r — AV kg1 = Akl = Mk — VIR
k+1
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Xerr = — (Mg = M) TOW) T (M) xe

vkaH = 1.

Iz prve enacbe lahko dolo¢imo smer vektorja xix1. Potrebujemo Se Mg 1. Ce
definiramo uky1 := T(Ax) ™2 T'(Ak)xx in prvo enabo pomnozimo z v, dobimo

VHXk

H H
VX1 = —(Akg1r — AV kg1 = Akl = Mk — VIR
k+1

Inverzna iteracija

izberi vektor v in tak zacetni priblizek (Ao, Xo) za lastni par, da je viixg =1
k=0,1,...
a) resi linearni sistem T (Ag)uks1 = T'(Ak)xk

H
V' Xk
b) Akt1 =Mk — ———
Vi Uk41
C) Xkt1 = Vg Ukt
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Zaporedne linearne aproksimacije

Naj bo T : C — C"*" dvakrat zvezno odvedljiva. Naj bo Ax priblizek za lastno
vrednost. I$¢emo popravek A\, in vektor x # 0, da bo

T()\k - A)\k)X =0.
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Zaporedne linearne aproksimacije

Naj bo T : C — C"*" dvakrat zvezno odvedljiva. Naj bo Ax priblizek za lastno
vrednost. I$¢emo popravek A\, in vektor x # 0, da bo

T(Ak — AN )x = 0.
Ce zgornjo enalbo razvijemo v vrsto, dobimo
(T(Ak) — AMT (M) + O(|AN]?))x = 0.
Ce zanemarimo kvadratne &lene, dobimo posploeni problem lastnih vrednosti
T(A)x = AXNT (A)x

in za A)\x vzamemo po absolutni vrednosti najmanjso lastno vrednost.
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Zaporedne linearne aproksimacije

Naj bo T : C — C"*" dvakrat zvezno odvedljiva. Naj bo Ax priblizek za lastno
vrednost. I$¢emo popravek A\, in vektor x # 0, da bo

T(Ak — AN )x = 0.
Ce zgornjo enalbo razvijemo v vrsto, dobimo
(T(Ak) — AMT (M) + O(|AN]?))x = 0.
Ce zanemarimo kvadratne &lene, dobimo posploeni problem lastnih vrednosti
T(A)x = AXNT (A)x

in za A)\x vzamemo po absolutni vrednosti najmanjso lastno vrednost.

Zaporedne linearne aproksimacije

izberi zacetni priblizek Ao za lastno vrednost

k=0,1,...
za A\ vzemi absolutno najmanjso lastno vrednost GEP T (Ax)x = 0T’ (Ax)x
Akl = A — DXy
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(Polinomski) kvadratni problem lastnih vrednosti

Pri PEP reSujemo P(A)x = 0, kjer je

P(A) = A"A, + A" AL 4 AL+ Ao
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(Polinomski) kvadratni problem lastnih vrednosti

Pri PEP reSujemo P(A)x = 0, kjer je

P(A) = A"A, + A" AL 4 AL+ Ao
Ce je PEP regularen, so ni¢le karakteristi¢nega polinoma g()\) = det(P()\))
konéne lastne vrednosti PEP. Ce jih je manj kot mn, jih do mn dopolnimo z

neskonénimi lastnimi vrednostmi. Neskoncne lastne vrednosti so nicelne lastne
vrednosti vzvratnega polinoma

Pr(N\) := A"P(1/A) = A"Ag + A" TA 4 -+ AL,

pojavijo pa se le, ¢e je matrika Ap, nesingularna.
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(Polinomski) kvadratni problem lastnih vrednosti

Pri PEP reSujemo P(A)x = 0, kjer je

P(A) = A"A, + A" AL 4 AL+ Ao
Ce je PEP regularen, so ni¢le karakteristi¢nega polinoma g()\) = det(P()\))
konéne lastne vrednosti PEP. Ce jih je manj kot mn, jih do mn dopolnimo z

neskonénimi lastnimi vrednostmi. Neskoncne lastne vrednosti so nicelne lastne
vrednosti vzvratnega polinoma

Pr(N\) := A"P(1/A) = A"Ag + A" TA 4 -+ AL,
pojavijo pa se le, ¢e je matrika Ap, nesingularna.

Lastni vektorji niso nujno linearno neodvisni.
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(Polinomski) kvadratni problem lastnih vrednosti

Pri PEP reSujemo P(A)x = 0, kjer je

P(A) = A"A, + A" AL 4 AL+ Ao
Ce je PEP regularen, so ni¢le karakteristi¢nega polinoma g()\) = det(P()\))
konéne lastne vrednosti PEP. Ce jih je manj kot mn, jih do mn dopolnimo z

neskonénimi lastnimi vrednostmi. Neskoncne lastne vrednosti so nicelne lastne
vrednosti vzvratnega polinoma

Pr(N\) := A"P(1/A) = A"Ag + A" TA 4 -+ AL,
pojavijo pa se le, ¢e je matrika Ap, nesingularna.
Lastni vektorji niso nujno linearno neodvisni.

Ne obstaja posplositev Schurove forme.
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(Polinomski) kvadratni problem lastnih vrednosti

Pri PEP reSujemo P(A)x = 0, kjer je

P(A) = A"A, + A" AL 4 AL+ Ao
Ce je PEP regularen, so ni¢le karakteristi¢nega polinoma g()\) = det(P()\))
konéne lastne vrednosti PEP. Ce jih je manj kot mn, jih do mn dopolnimo z

neskonénimi lastnimi vrednostmi. Neskoncne lastne vrednosti so nicelne lastne
vrednosti vzvratnega polinoma

Pr(N\) := A"P(1/A) = A"Ag + A" TA 4 -+ AL,
pojavijo pa se le, ¢e je matrika Ap, nesingularna.
Lastni vektorji niso nujno linearno neodvisni.
Ne obstaja posplositev Schurove forme.

Poseben primer je QEP, kjer vzamemo Q()\) = MM + \C + K
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Zgled QEP

Ce vzamemo Q(\) = \2M + AC + K, kjer so

potem je det Q(\) = —6A5 4+ 11\* — 12)\3 + 12X2 — 6\ + 1 in problem je
regularen.
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Zgled QEP

Ce vzamemo Q(\) = \2M + AC + K, kjer so

potem je det Q(\) = —6A5 4+ 11\* — 12)\3 + 12X2 — 6\ + 1 in problem je
regularen. Lastni pari so

k 1 2 3 4 5 6

M| 13 12 1 0 -

=
—
(e)
(e)
o
=

Xk 1 1

—_
o
o
o

o
o
o
=
=
o

Pet lastnih vrednosti je kon¢nih, ena pa neskonéna. Opazimo, da je mozno, da
imata razli¢ni lastni vrednosti isti lastni vektor.

Bor Plestenjak (NLA) 9. Nelinearni problemi lastnih vrednosti 10. junij 2010 8 /18



Linearizacija QEP

Dan je QEP Q()\) = A\2M + AC + K.

Standardni postopek za numeri¢no reSevanje QEP je linearizacija, kjer problem
prevedemo na GEP reda 2n. Moznih linearizacij je veé, primer je

0 N \ N 0
-K —-C 0 M|’
kjer je N poljubna nesingularna matrika.

(A, x) je lastni par QEP natanko tedaj, ko je ()\, [

X

Ax}) lastni par GEP.
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Linearizacija QEP

Dan je QEP Q()\) = A\2M + AC + K.

Standardni postopek za numeri¢no reSevanje QEP je linearizacija, kjer problem
prevedemo na GEP reda 2n. Moznih linearizacij je veé, primer je

0 N \ N 0
-K —-C 0 M|’
kjer je N poljubna nesingularna matrika.

(A, x) je lastni par QEP natanko tedaj, ko je ()\, [

X

Ax}) lastni par GEP.

Ce je M nesingularna, potem lahko QEP prevedemo na EP z matriko

0 /
-M71K —-M~IC|-
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Linearizacija PEP

Podobno lahko PEP P()\) = A™A,, + - - - 4+ AA; + Ag lineariziramo kot GEP z
matrikami velikosti mn x mn.

Primer je t.i. prva spremljevalna forma, ki ima obliko

/ 0o -/
G(\) = A : -
1(A) = ) + :
B 0 —1
Am Ao Al - Ama
X
Ax
(A, x) je lastni par PEP natanko tedaj, ko je | A, , lastni par GEP.
A1y
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Primeri hermitskih QEP

Dan je QEP Q(\) = A>M + AC + K, kjer so M, K, C hermitske. Za poljuben
x # 0 definiramo

m(x) = x"Mx, k(x)=x"Kx, c(x)=x"Cx.

Definicija
Dan je QEP Q(\) = N>M + \C + K, kjer so M, K, C hermitske, M pa je
pozitivno definitna. Problem @ je

o hiperboli¢en: za vsak x # 0 velja ¢(x)? > 4m(x)k(x),

o elipticen: za vsak x # 0 velja c(x)? < 4m(x)k(x),

o nadkriticno dusen: hiperboli¢en in je C pozitivno, K pa nenegativno definitna.

y
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Primeri hermitskih QEP

Dan je QEP Q(\) = A>M + AC + K, kjer so M, K, C hermitske. Za poljuben
x # 0 definiramo

m(x) = x"Mx, k(x)=x"Kx, c(x)=x"Cx.

Definicija
Dan je QEP Q(\) = N>M + \C + K, kjer so M, K, C hermitske, M pa je
pozitivno definitna. Problem @ je

o hiperboli¢en: za vsak x # 0 velja ¢(x)? > 4m(x)k(x),

o elipticen: za vsak x # 0 velja c(x)? < 4m(x)k(x),

o nadkriticno dusen: hiperboli¢en in je C pozitivno, K pa nenegativno definitna.

y

Ce je x lastni vektor, je vsaj ena izmed resitev kvadratne enacbe x"Q(A\)x = 0
enaka lastni vrednosti, ki pripada x. Od tod sledi, da so vse lastne vrednosti
hiperboli¢nega QEP realne, elipticen QEP nima nobene realne lastne vrednosti,
vse lastne vrednosti nadkriti¢no duSenega QEP pa so negativne.
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Hiperboli¢ni QEP

Dan je QEP Q(\) = A>M 4+ AC + K, kjer so M, K, C hermitske, M je pozitivno
definitna in za vsak x # 0 velja c(x)? > 4m(x)k(x).

Vse lastne vrednosti so realne in zanje velja, da jih lahko uredimo, da velja

)\ZnS"‘S)\n+1<>\n§"'§)\1-
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Hiperboli¢ni QEP

Dan je QEP Q(\) = A>M 4+ AC + K, kjer so M, K, C hermitske, M je pozitivno
definitna in za vsak x # 0 velja c(x)? > 4m(x)k(x).

Vse lastne vrednosti so realne in zanje velja, da jih lahko uredimo, da velja

)\2n§"‘§)\n+1<>\n§"'§)\1-

Definiramo lahko t.i. primarni in sekundarni Rayleighov funkcional

_ —c(x) +d(x) _ —c(x) —d(x)
pi(x) = T om(x) p2(x) = T om)
kjer je d(x) = v/c(x)? — 4m(x)k(x). Za vsak x # 0 velja p2(x) < p1(x).
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Hiperboli¢ni QEP

Dan je QEP Q(\) = A>M 4+ AC + K, kjer so M, K, C hermitske, M je pozitivno
definitna in za vsak x # 0 velja c(x)? > 4m(x)k(x).

Vse lastne vrednosti so realne in zanje velja, da jih lahko uredimo, da velja

)\2n§"‘§)\n+1<>\n§"'§)\1-

Definiramo lahko t.i. primarni in sekundarni Rayleighov funkcional

_ —c(x) +d(x) _ —c(x) —d(x)
)=y P o
kjer je d(x) = v/c(x)? — 4m(x)k(x). Za vsak x # 0 velja p2(x) < p1(x).
Lastni vektorji, ki pripadajo t.i. primarnim lastnim vrednostim Az, ..., A,, so

linearno neodvisni, enako velja za lastne vektorje, ki pripadajo sekundarnim
lastnim vrednostim Api1,..., A2,.
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Zgled uporabe QEP

q 9>
— —
ks ks
=P
— | — ]
¢ c,

Nihanje dusenega sistema mas in vzmeti. Ce predpostavimo qo = gpr1 = 0,
potem iz Newtonovega zakona dobimo enacbe

m;Gi(t) = —ki (qi(t) — gi—1(t)) — kix1 (qi(t) — qira(t)) — Giai(t),
i=1,...,n, iz katerih sestavimo
Mi(t) + Ca(t) + Ka(t) =0,
ki+k —ko

M = diag(ma, ..., my),
—ko

. . —k
C =diag(ci, ..., cn), n
g( ! ) _kn kn + kn+1
M je masna matrika, C matrika dusenja, K pa togostna matrika.
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Resitev homogene diferencialne enacbe

Ce so vse lastne vrednosti QEP enostavne, ima splosna resitev homogene
diferencialne enacbe
Mi(t) + Ca(t) + Ka(t) = 0,

obliko
2n
et
q(t) = g e xy,
k=1
kjer so ag,...,az, konstante, A1,..., Ao, so lastne vrednosti, x1,..., X, pa lastni

vektorji QEP
A2Mx + ACx + Kx = 0.
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Resitev homogene diferencialne enacbe

Ce so vse lastne vrednosti QEP enostavne, ima splosna resitev homogene
diferencialne enacbe

Mq(t) + C4(t) + Ka(t) =0,

obliko
2n
et
q(t) = g e xy,
k=1
kjer so ag,...,az, konstante, A1,..., Ao, so lastne vrednosti, x1,..., X, pa lastni

vektorji QEP
A2Mx + ACx + Kx = 0.

Konstante ay, . .., az, doloéimo iz zagetnih odmikov g(0) in hitrosti ¢(0).
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Resitev homogene diferencialne enacbe

Ce so vse lastne vrednosti QEP enostavne, ima splosna resitev homogene
diferencialne enacbe
Mi(t) + Ca(t) + Ka(t) = 0,

obliko
2n
et
q(t) = g ke Xy,
k=1
kjer so ag,...,az, konstante, A1,..., Ao, so lastne vrednosti, x1,..., X, pa lastni

vektorji QEP
A2Mx + ACx + Kx = 0.

Konstante ay, . .., az, doloéimo iz zagetnih odmikov g(0) in hitrosti ¢(0).
d.e. je stabilna: Re(Ax) < 0 za vse k

d.e. je Sibko stabilna: Re(A) < 0 za vse k, ¢e je Re(Ax) = 0 je A enostavna.
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Vsiljeno nihanje

Imamo enacbo
Mq(t) + Cq(t) + Kaq(t) = f(t).

Ce je desna stran oblike f(t) = e™*fy, kar ustreza vsiljenemu nihanju, potem je
partikularna resitev

2n H
; fc
9p() = € D7 T
1 1wy — )\k

kjer so y1, ..., yan levi lastni vektorji.
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Vsiljeno nihanje

Imamo enacbo
Mq(t) + Cq(t) + Kaq(t) = f(t).

Ce je desna stran oblike f(t) = e™*fy, kar ustreza vsiljenemu nihanju, potem je
partikularna resitev

2n H
; fc
9p() = € D7 T
1 1wy — )\k

kjer so y1, ..., yan levi lastni vektorji.

Ce se iwg pribliza eni izmed lastnih vrednosti A\, se lahko pojavi resonanca.
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Millenium bridge

Most so odprli 10.6.2000 za 18.2 milijonov funtov ...
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Millenium bridge

Most so odprli 10.6.2000 za 18.2 milijonov funtov ...in ga zaprli 12.6.2000.
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Millenium bridge

Ponovno so ga odprli 22.2.2002, potem ko so za konstrukcijo in vgradnjo sistema
dusilcev porabili Se 5 milijonov funtov.
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