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Enostranska Jacobijeva metoda

Za matriko A € R™*" bi radi izracunali singularni razcep A= UL V.
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Enostranska Jacobijeva metoda

Za matriko A € R™*" bi radi izracunali singularni razcep A= UL V.
Delamo s polno matriko A, ideja pa je podobna kot pri enostranski QR iteraciji.

Mislimo si, da delamo Jacobijevo metodo za racdunanje lastnih vrednosti matrike
AT A, pri &emer spet ne ratunamo AT A, temvel le posodobimo A.
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Enostranska Jacobijeva metoda

Za matriko A € R™*" bi radi izracunali singularni razcep A= UL V.
Delamo s polno matriko A, ideja pa je podobna kot pri enostranski QR iteraciji.

Mislimo si, da delamo Jacobijevo metodo za racdunanje lastnih vrednosti matrike
AT A, pri &emer spet ne ratunamo AT A, temvel le posodobimo A.

En korak Jacobijeve iteracije za AT A je:

iz B= AT A dobimo B = R] BR,q.

Namesto tega pri enostranski Jacobijevi metodi
A posodobimo v A = ARpq,

da velja ATA = B.
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Podroben algoritem

A = oneside_jac(A, p, q)
izracunaj bpp = (AT A)pp, bpg = (AT A)pg, bgg = (AT A)gq
¢e velja |bpg| > €1/bppbgq, potem

__ bpp—bgqg

- pq

_ _ sign(7) e

= v €T e
A= Aqu(SO)

J = JRpq() (&e potrebujemo tudi singularne vektorje).

s=ct
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Podroben algoritem

A = oneside_jac(A, p, q)
izracunaj bpp = (AT A)pp, bpg = (AT A)pg, bgg = (AT A)gq
¢e velja |bpg| > €1/bppbgq, potem

— bpp—bgq
pq
_ _ sign(7) e
T v €T e
A = ARpq(9)

J = JRpq() (&e potrebujemo tudi singularne vektorje).

s=ct

Pri rotaciji (p, g) se v A spremenita stolpca p in g.
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Podroben algoritem

A = oneside_jac(A, p, q)
izratunaj by, = (AT A)pp, bpg = (ATA)pg, bgg = (AT A)gq
Ce velja |bpg| > €1/ bppbgq, potem

__ bpp—bgqg

- pq

_ _ sign(7) e

= v €T e
A= Aqu(SO)

J = JRpq() (&e potrebujemo tudi singularne vektorje).

s=ct

Pri rotaciji (p, g) se v A spremenita stolpca p in g.

V postev pride le pragovna varianta, saj bi morali pri klasi¢ni izraCunati vse
elemente AT A, da bi lahko poiskali maksimalni element in ustrezno rotacijo.
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Podroben algoritem

A = oneside_jac(A, p, q)
izracunaj bpp = (AT A)pp, bpg = (AT A)pg, bog = (AT A)gq
Ce velja |bpg| > €/ bppbgq, potem

bpp—bqq

_ sigpr?(T) c—= 1L
= vz €T T
A= ARpq()
J = JRpq() (&e potrebujemo tudi singularne vektorje).

s=ct

Pri rotaciji (p, g) se v A spremenita stolpca p in g.

V postev pride le pragovna varianta, saj bi morali pri klasi¢ni izracunati vse
elemente AT A, da bi lahko poiskali maksimalni element in ustrezno rotacijo.

Koncamo, ko velja |bpq| < €y/bppbgq za vse p # q.
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Kako razberemo singularni razcep

Na koncu matrika A skonvergira proti taki matriki, da je AT A diagonalna matrika,
ki ima na diagonali kvadrate singularnih vrednosti.
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Kako razberemo singularni razcep

Na koncu matrika A skonvergira proti taki matriki, da je AT A diagonalna matrika,
ki ima na diagonali kvadrate singularnih vrednosti.
Na koncu dobimo:

e o; = ||A(:,i)|l2, (to je v bistvu v/bj),

o U=[u - uy), kjer je u; = o_il_A(:, i,

e V = J (& smo shranjevali produkte).
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Pomozni rezultati

Naj bo R to¢na Givensova rotacija (Householderjevo zrcaljenje) in R njena
aproksimacija v plavajoci vejici. Potem je

fi(RA) R(A+E), |E|2=O)|Al.
fIAR) = (A+F)R, |[IFll2= O(u)|Al-.
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Pomozni rezultati

Naj bo R to¢na Givensova rotacija (Householderjevo zrcaljenje) in R njena
aproksimacija v plavajoci vejici. Potem je

fi(RA) R(A+E), |E|2=O)|Al.
fIAR) = (A+F)R, |[IFll2= O(u)|Al-.

zrek

| A\

Vzemimo zaporedje ortogonalnih transformacij (rotacij ali zrcaljenj) Pi, ..., P; in
Q1,...,Q;. Za numeri¢no izracunano matriko A; = P;--- P1AQ; - - - Q; velja

Aj=Pj- P A+E)Q - Q

kjer je || Ell2 = jO(u)[|All2-
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Relativni Weylov izrek

lzrek (za lastne vrednosti)

Naj bo A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi A, < --- < Ay in naj bodo
Ap < -+ < )\ lastne vrednosti matrike XTAX. Potem zai=1,...,n velja

|Xi — Al < |Aile,

kjer je e = || XTX — I||>.
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Relativni Weylov izrek

lzrek (za lastne vrednosti)

Naj bo A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi A, < --- < Ay in naj bodo
Ap < -+ < )\ lastne vrednosti matrike XTAX. Potem zai=1,...,n velja

|Xi — Al < |Aile,

kjer je e = || XTX — I||>.

A\

Posledica (za singularne vrednosti)

Naj bodo o1 > --- > o, singularne vrednosti matrike A incy > --- > o,
singularne vrednosti YT AX. Potem zai=1,...,n velja

lo; — ai| <|aile,

kjer je € = max(||XTX — 1]|2, [|YTY — I||).

A\
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Stabilnost

Naj bo A = DX, kjer je D nesingularna diagonalna in X nesingularna matrika. Ce
Apm dobimo po m korakih enostranske Jacobijeve metode in so g1 > -+ > 0,
singularne vrednosti A, 61 > --- > 0, pa singularne vrednosti A,, potem velja

|o; — o

< O(mu)k(X).

gi
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Stabilnost

zrek

Naj bo A = DX, kjer je D nesingularna diagonalna in X nesingularna matrika. Ce
Apm dobimo po m korakih enostranske Jacobijeve metode in so g1 > -+ > 0,
singularne vrednosti A, 61 > --- > 0, pa singularne vrednosti A,, potem velja

|o; — oil

< O(mu)k(X).

gi

zrek

Ce Jacobijevo enostransko metodo zaustavimo, ko za vse j # k velja

|bjx| < er/bjjbii,

kjer je B= ATA, in so o1 > --- > o, singularne vrednosti A, a% > ... > a% pa
diagonalni elementi B, potem je

loi — ;| < nelayl.
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Visoka relativna natanc¢nost

Jacobijeva metoda izrauna singularne vrednosti (in vektorje) z visoko relativno
natancnostjo, Ce lahko zapisSemo A = DX, kjer je X dobro pogojena matrika, D pa
nesingularna diagonalna matrika.

Jacobijeva metoda ponavadi deluje bolje od drugih v primeru, ko ima D elemente,
ki se po velikosti bistveno razlikujejo.
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Visoka relativna natanc¢nost

Jacobijeva metoda izrauna singularne vrednosti (in vektorje) z visoko relativno
natancnostjo, Ce lahko zapisSemo A = DX, kjer je X dobro pogojena matrika, D pa
nesingularna diagonalna matrika.

Jacobijeva metoda ponavadi deluje bolje od drugih v primeru, ko ima D elemente,
ki se po velikosti bistveno razlikujejo.

Za nesingularno bidiagonalno matriko je dqds direktno stabilen algoritem, problem
pa je, ¢e imamo na zaletku polno matriko. Stabilnost lahko izgubimo pri redukciji
na bidiagonalno obliko, kar se pri Jacobijevi metodi, kjer ni zacetne redukcije, ne
zgodi.
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Naj bo

s 11 1

§ § 00

A=15 0 s o]
5§ 00 6
kjer je § = 1072°. Velja

1 § 11 1
5 1100
A= ) 1 010
s |1 0 0 1

Po prvem koraku bidiagonalizacije dobimo

—25 —1/2— §/2 —1/2— §/2 —1/2— &/2
0 —1/2+55/6 —1/2— §/6 —1/2— 5/6
0 —1/2— 6/6 —1/2+56/6 —1/2— 6/6|°
0 -1/2— 6/6 —1/2— §/6 —1/2+55/6
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Zgled

Matrika
25 —-1/2— §/2 -1/2— §/2 -1/2— 4/2
0 -1/2456/6 —-1/2— §6/6 —-1/2— 4/6
0 -1/2— ¢6/6 —-1/2+56/6 —-1/2— 46/6|’°
0 -1/2— 4/6 -1/2— §/6 —1/2+456/6
se zaokrozi v
-25 -1/2 -1/2 -1/2
0o -1/2 -1/2 -1)2
0o -1/2 -1/2 -1/2
0o -1/2 -1/2 -1/2

in v naslednjem koraku dobimo

-25 V/3/2 0 0
0 322 00
0 0 00
0 0 00

Singularne vrednosti dobljene bidiagonalne matrike so v/3, /34,0, 0, to¢ne
singularne vrednosti pa so v/3,v/36,4,9.
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Racunanje lastnih vrednosti s.p.d. matrike

Ce je matrika A s.p.d., lahko lastni razcep izraCunamo na naslednji nacin:

a) izra¢unamo razcep Choleskega A = LLT,
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Racunanje lastnih vrednosti s.p.d. matrike

Ce je matrika A s.p.d., lahko lastni razcep izratunamo na naslednji nacin:
a) izra¢unamo razcep Choleskega A = LLT,
b) izratunamo singularni razcep L = UL VT,
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Racunanje lastnih vrednosti s.p.d. matrike

Ce je matrika A s.p.d., lahko lastni razcep izratunamo na naslednji nacin:
a) izra¢unamo razcep Choleskega A = LLT,
b) izratunamo singularni razcep L = UL VT,
c) A= Ux?UT.
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Racunanje lastnih vrednosti s.p.d. matrike

Ce je matrika A s.p.d., lahko lastni razcep izratunamo na naslednji nacin:
a) izra¢unamo razcep Choleskega A = LLT,
b) izratunamo singularni razcep L = UL VT,
c) A= Ux?UT.

Ce za b) uporabimo enostransko Jacobijevo metodo in je L = DX, kjer je D
diagonalna matrika in X dobro pogojena, imajo izraCunane singularne vrednosti
relativno napako omejeno z O(u)x(X).
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Racunanje lastnih vrednosti s.p.d. matrike

Ce je matrika A s.p.d., lahko lastni razcep izratunamo na naslednji nacin:
a) izra¢unamo razcep Choleskega A = LLT,
b) izratunamo singularni razcep L = UL VT,
c) A= Ux?UT.

Ce za b) uporabimo enostransko Jacobijevo metodo in je L = DX, kjer je D
diagonalna matrika in X dobro pogojena, imajo izraCunane singularne vrednosti
relativno napako omejeno z O(u)x(X).

Ce upostevamo $e obratno stabilnost razcepa Choleskega v tocki a), celotni
postopek vrne singularne vrednosti z relativno napako O(u)r(X)2.

Ce je X dobro pogojena, lahko vse lastne vrednosti s.p.d. matrike izradunamo z
visoko relativno natancénostjo.
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Zgled

Vzemimo
1 V6 Ve
A= Vs 1 105 |,
Vs 105 1008
kjer je 6 = 10720, Ce A reduciramo na tridiagonalno matriko, je tocen rezultat
1 V28

T=|v25 1/24605 1/2-505],
1/2—500 1/2+ 400

pri numeri¢nem racunanju v dvojni natancnosti pa dobimo

[ v®
T=|v25 1/2 1/2{,
1/2 1/2

ki ni s.p.d., zato smo izgubili relativno tocnost najmanjse lastne vrednosti.

Razcep Choleskega in nato enostranski Jacobi izraCunata vse lastne vrednosti s
polno natanénostjo: A\; =1+ VE, d=1—+04, A3 = 996.
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