Mehanika 1

Osnove Newtonove mehanike

(1) Izpelji formulo za kompozicijo Galilejevih transformacij.

Resitev: V Newtonovem opisu klasicne mehanike predpostavljamo, da sta prostor in cas
absolutna. To pomeni, da je prostor dogodkov oblike

S=FExT,

kjer je E trirazsezni evklidski prostor, medtem ko s 7' parametriziramo c¢as dogodkov.
Prva komponenta nam pove, kje se je dogodek zgodil, druga pa, kdaj se je zgodil. V tem
opisu torej predpostavimo, da je mogoce izmeriti, ali nek objekt miruje v prostoru. V
Galilejevem opisu pa po drugi strani predpostavimo samo, da je ¢as absoluten in da torej
imamo projekcijo na ¢asovno komponento, nimamo pa naravne projekcije na prostorsko
komponento. V Galilejevem opisu lahko izmerimo, ali se nek objekt premika s konstantno
hitrostjo, ne moremo pa nedvoumno doloc¢iti, ali miruje glede na prostor.

Ko opisujemo gibanje tocke ali telesa, to ponavadi storimo tako, da povemo, kako se
spreminjajo njene koordinate v odvisnosti od ¢asa. Le-te pa so odvisne od nasega polozaja
oziroma orientacije. Z razli¢nih zornih kotov se gibanje tocke opise z razlicnimi funkcijami.

Koordinatni sistem na prostoru dogodkov S je enoparametri¢na druzina izometrij prostora
E s prostorom R3, parametrizirana s ¢asom. To pomeni, da imamo ob vsakem ¢asu izbrano
neko tocko O, ki je izhodiscée koordinatnega sistema, in pa trojico ortonormiranih vektorjev
(€%, €y, €,). Mislimo si lahko, da je O nas trenutni polozaj in da trojica (€, €y, €,) doloca
naso trenutno orientacijo.

Vsak dogodek lahko glede na izbrani koordinatni sistem opiSemo s koordinatami

(Fv t) = (IB, Y, z, t)a

ki nam doloc¢ajo bijekcijo ® = (7,t) : E x T — R* Zaenkrat smo predpostavili, da
uporabljajo vsi opazovalci enako naravnane ure. Lahko pa bi to zahtevo Se malo sprostili
in zahtevali samo, da vsem tecejo enako hitro, ne kazejo pa vse nujno istega casa.

Razred vseh koordinatnih sistemov je prevelik za naso obravnavo. Najbolj zanimiv je
podrazred inercialnih koordinatnih sistemov. To so tisti koordinatni sistemi, ki se gibljejo
enakomerno glede na absolutni prostor in so ves ¢as enako orientirani. Lahko pa bi
jih definirali tudi s pogojem, da je v njih veljaven drugi Newtonov zakon. Glede na



to, da je drugi Newtonov zakon pravzaprav diferencialna enacba drugega reda, bosta
dva koordinatna sistema, ki se enakomerno gibljeta eden glede na drugega, oba hkrati
inercialna ali pa ne. Poleg tega se inercialnost ohranja Se pri spremembi orientacije in pa
pri spremembi ure. Inercialnih sistemov je torej veliko, nasa naloga pa bo, da jih ustrezno
parametriziramo.

Galilejeve transformacije:

Recimo, da imamo inercialna koordinatna sistema (O, (€4, , €y, , €z, )) in (Oa, (€xy, €y, €2,))-
Preslikavi G : R* — R*, ki je implicitno definirana s predpisom

(71, t1) = G12(Ts, ta),

in ki ustreza spremembi koordinat iz drugega koordinatnega sistema v prvi koordinatni
sistem, recemo Galilejeva transformacija. Razlicni pari inercialnih koordinatnih sistemov
nam porodijo razlicne Galilejeve transformacije. Mnozica vseh tako dobljenih Galilejevih
transformacij tvori Galilejevo grupo. Najprej si bomo pogledali nekaj preprostih primerov
Galilejevih transformacij.

1. Translacija izhodisca:

Recimo, da imamo primer, ko koordinatna sistema KS1 in KS2 mirujeta eden glede na
drugega, njuni izhodiséi pa sta zamaknjeni za vektor @2 = (a4, ay, a,). Oba sta orientirana
na isti nacin, njuni uri pa sta poravnani.

A

T(X2,Y2,22)
& a2
Y2 .// Y2
22 0, BXe

(0]

Izberimo si poljubno tocko T', ki ima koordinate (x1, y1, 21, t1) glede na KS1 in (2, ya, 29, t2)
glede na KS2. Med koordinatami tocke 1" potem velja zveza:

T1 = To + A,

Y1 = Yo + Qy,

Z1 = Z2 + a,

tl = t27
oziroma v vektorski obliki:

T =T+ ayg,

ty = 1o

Gledano kot preslikava R* — R* je ta preslikava translacija na "prostorskem’ delu R*.

2. Enakomerno gibanje:

Recimo sedaj, da se koordinatni sistem KS2 enakomerno s hitrostjo vhe = (v, v,,v;)
premika glede na koordinatni sistem KS1. Predpostavimo Se, da njuni izhodis¢i ob casu
to = 0 sovpadata, da sta oba orientirana na isti na¢in in da sta njuni uri poravnani.



Situacija je pri vsakem fiksnem casu podobna kot v prejsnjem primeru. Ob casu ¢, sta
koordinatna sistema namre¢ zamaknjena za vektor tot;o. Med koordinatami tocke T' v
obeh koordinatnih sistemih torej velja zveza:

T1 = T + lavy,

Y1 = Yo + tavy,
z1 = zg + tav,,
2fl == t27

oziroma v vektorski obliki:

1 = Ty + taU12,
t1 = 9.

Dobljena Galilejeva transformacija je linearna preslikava R* — R*, pri kateri pa prostorski
in ¢asovni del nista lo¢ena med sabo.

3. Rotacija:

Naslednji preprost primer relativne lege dveh koordinatnih sistemov je sprememba orien-
tacije. Za zacetek si poglejmo preprost dvodimenzionalen primer.

! =@
=Y ! B

QYZ 01 B 02 eX1

Koordinatni sistem KS2 je zarotiran za 90° glede na koordinatni sistem KS1. To rotacijo
lahko predstavimo z matriko
0 -1
-1 4]

Ce ima tocka T koordinati (zs,%2) v sistemu KS2 in koordinati (zy,y;) v sistemu KS1,
med koordinatami velja zveza

I . 0 -1 . )

vi] (1 0 Yo |’
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Denimo sedaj, da ima KS2 za bazo vektorje (€y,, €y,,€,), KS1 pa (€, €, €, ). Polozaj
KS2 glede na KS1 opisemo z rotacijsko matriko ()12, ki zadosca pogoju

[gzga €y2> étm} - [5117 €y17 é‘z1}'c212-

Med koordinatami tocke T v obeh koordinatnih sistemih potem velja zveza:

r = Q127”2;
tl == tz.

Dobljena Galilejeva transformacija je linearna preslikava R* — R?, ki zarotira prostorski
del, ¢asovni del pa pusti pri miru.

V tem primeru moramo biti pozorni na rahlo razli¢no vlogo rotacijske matrike v primerih
koordinat in pa v primerih baz. Na koordinate oziroma vektorje deluje grupa rotacij z leve,
medtem ko deluje grupa rotacij na prostor baz z desne. Ce nam matrika Qq» predstavlja
prehod iz baze KS1 v bazo KS2, nam na nivoju koordinat predstavlja prehod iz (z2, y9, 22)
koordinat v (x1, 41, 21) koordinate.

4. Casovna translacija:

V tem primeru koordinatna sistema KS1 in KS2 sovpadata, kar se tice izhodis¢a in ori-
entacije, le uri imata drugace naravnani. Povezava med koordinatami je potem oblike:

r =T,
tl = t2 +T12.

Dobljena Galilejeva transformacija je analogna tisti iz prvega primera, le da sta zamenjani
vlogi ¢asa in prostora.

V splosnem je relativni polozaj dveh koordinatnih sistemov bolj kompliciran kot v zgornjih
primerih. Zmeraj pa ga lahko opisemo s pomocjo zgornjih Stirih parametrov na naslednji
nacin.

Relativno gibanje sistema KS2 glede na KS1 opisemo z vektorjem v, (s komponentami
glede na bazo KS1). Matrika @12 nam pove, kako je baza sistema KS2 zarotirana glede na
bazo sistema KS1. Polozaj izhodisca sistema KS2 (ob ¢asu ty = 0) glede na KS1 oznacimo
z vektorjem @jo (s komponentami glede na bazo KS1). Denimo Se, da je t; = to + 2.
Potem velja:

71 = Q12 + tali2 + Q1272
t1 = ta + T1o.

Povezavo med koordinatami v obeh koordinatnih sistemih lahko zapiSemo v matri¢ni obliki

Fl Q12 7712 612 FQ
tl = 0 1 T12 | tg
1 0 0 1 1

V teh oznakah je Q1o € SO(3), @19, U1z € R? in 715 € R.



Izpeljava formule za kompozicijo Galilejevih transformacij:

[zpeljimo sedaj formulo za kompozicijo Galilejevih translacij. Recimo, da imamo med
koordinatnima sistemoma KS1 in KS2 ter KS2 in KS3 zvezi:

71 = Q12 + tala + Q1272,

t1 =ty + 712,
Ty = da3 + t3Uag + (QQ2375,
tQ = t3 —|— 723

Med koordinatnima sistemoma KS1 in KS3 imamo potem transformacijo:

71 = Q12 + taU12 + Q1272,
= 12 + (t3 + To3) V12 + Q12(das + t3tag + Qa3T3),

= (@12 + Q12023 + TozVh2) + t3(V12 + Qiaths) + Q12Q2375.

Po drugi strani pa je

Q2 Uiz 12| |Qa3 Taz dag Q12023 Qi2Va3 + V12 Q2023 + Tazlia + d12
0 1 T12 0 1 T23 | = 0 1 T2 + T23
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vidimo, da lahko kompozicijo Galilejevih transformacij izrazimo z matri¢nim produktom,
kar nam doloc¢a upodobitev oziroma reprezentacijo

Gal — GL(5,R)

Galilejeve grupe v grupo obrnljivih 5 x 5 realnih matrik. Da je ta preslikava upodobitev,
pomeni naslednje. Recimo, da:

- matrika G195 predstavlja polozaj koordinatnega sistema KS2 glede na KS1,
- matrika GGo3 predstavlja polozaj koordinatnega sistema KS3 glede na KS2.

Potem matrika G13 = G12Go3 predstavlja polozaj KS3 glede na KS1.

Primer uporabe formule za kompozicijo Galilejevih transformacij:

Poglejmo si na preprostem ravninskem primeru, kako ta stvar deluje. Recimo, da imamo
tri koordinatne sisteme. Koordinatni sistem KS2 je zarotiran za 90° glede na KS1 in
premaknjen za vektor a5 = (a,0). Glede na KS1 pa se KS2 giblje s hitrostjo v = (0, ).
Denimo se, da je polozaj KS3 glede na KS2 enak kot je polozaj KS2 glede na KS1 in da
je tl = t2 = t3 =t. Potem Velja 612 = 623 = (a, O), 612 = 1723 = (O,U) in

Qu2 = Qus = {(j ‘01] .

Polozaj koordinatnega sistema KS3 glede na KS1 sedaj dobimo po formuli

Q13 7713 613 QIZ 7712 612 Q23 1723 5:23
0 1 0|=(0 1 0|-]0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1



Od tod dobimo:
0 —1 0 —1 1 0
Q13 = Q12Q23 = |:1 0 1 : |: :| |: 0 _1:|

wvsamen=f 3] )+ ]-1]
e s

Torej je koordinatni sistem KS3 zarotiran za 180° glede na KS1, premaknjen za vektor
di3 = (a,a), glede na KS1 pa se giblje s hitrostjo v13 = (—v,v).

Opomba 1: Galilejeva grupa je 10-dimenzionalna Liejeva grupa, ki je difeomorfna mno-
goterosti SO(3) x R3 x R?® x R, ni pa ta difeomorfizem izomorfizem grup. Imamo pa
podgrupe, ki ustrezajo posameznim faktorjem v tem razcepu.

SO(3):

Ta podgrupa sestoji iz matrik oblike

oo
o = O
— O O

in ustreza rotacijam evklidskega prostora F. Posledica simetrije prostora dogodkov, ki
ustreza tej podgrupi, je zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine.

R3:
Ta podgrupa sestoji iz matrik oblike

a
0
1

O O~
S = O

in ustreza translacijam evklidskega prostora E. Iz teh simetrij lahko izpeljemo zakon o

ohranitvi gibalne koli¢ine.
R3:
Ta podgrupa sestoji iz matrik oblike

I v 0
010
0 01



V klasi¢ni mehaniki bi tej grupni strukturi lahko rekli formula za sestevanje hitrosti. Ce
se namrec¢ koordinatni sistem KS2 giblje glede na KS1 s hitrostjo ¢, in se KS3 giblje glede
na KS2 s hitrostjo vh3, se KS3 giblje glede na KS1 s hitrostjo 03 = U715 + vas.

R:

Ta podgrupa sestoji iz matrik oblike

o o~
o~ o
= O

in ustreza casovnim premikom oziroma translacijam prostora T. S temi simetrijami je
povezan zakon o ohranitvi energije.

Opomba 2: Ce imamo dva koordinatna sistema, ki nista nujno oba inercialna, lahko
formulo za prehod iz enih koordinat v druge izrazimo v obliki:

71 = To,(t2) + Q1a(t2)7%,

t1 =ty + T2,
kjer sta 7o, : R — R3 in Q5 : R — SO(3) gladki poti. Funkcija 7p, nam pove, kje
je sredisce K S2 glede na KS1 ob danem casu, funkcija ()12 pa, kako je K.S2 orientiran
glede na KS1. V primeru, ko sta oba koordinatna sistema inercialna, je funkcija (1o
konstantna, funkcija 7p,(t2) = @12 + 2012 pa linearna. Vidimo torej, da lahko mnoZico

inercialnih koordinatnih sistemov opisemo z 10-dimenzionalno mnogoterostjo, za opis vseh
koordinatnih sistemov pa bi potrebovali neskon¢no-dimenzionalno mnogoterost. O

Obravnavaj gibanje materialne tocke z maso m pod vplivom homogene sile teze.

Resitev: Pri tej nalogi bomo obravnavali gibanje tocke v polju homogene sile, ki si jo
lahko zaradi enostavnosti predstavljamo kot silo teze. Preden zapiSemo enacbe gibanja,
si je koristno izbrati koordinatni sistem tako, da bodo enacbe in opis gibanja ¢imbolj
enostavne.

V nasem primeru bomo koordinatni sistem usmerili tako, da bo:
(1) sila teze kazala v nasprotni smeri z-osi,
(2) v zacetnem trenutku hitrost tocke lezala v zz-ravnini,

(3) v zacetnem trenutku tocka na z-osi.

LA

Vo = (ve,0,v7)
(0,0.2) / y

=Y




Polozaj tocke ob ¢asu ¢ bomo oznadili z 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Ce ne bo nevarnosti za
kaksno pomoto, neodvisne spremenljivke ¢ pogosto ne bomo pisali. Privzeli bomo, da se
tocka giblje pod vplivom sile teze F, = (0,0, —mg).

Gibanje tocke po prostoru doloca drugi Newtonov zakon

mr = F,.

Matematicno gledano je to sistem treh navadnih diferencialnih enacb drugega reda, ki ga
po komponentah lahko zapisemo v obliki:

mx = 0,
my = 0,
mz = —mg.

Resitev taksnega sistema diferencialnih enacb je doloc¢ena z zacetnim polozajem in pa z
zacetno hitrostjo tocke:

7(0) = (0,0, zo),

7(0) = (v, 0,v,).
V splosnem je nas napredek odvisen od nase spretnosti reSevanja diferencialnih enacb. Ce
sistema ne znamo resiti analiticno, lahko poskusimo priblizno resitev poiskati s kaksnimi
numeri¢nimi orodji. V nasem primeru so komponente sistema separirane, zato lahko vsako

enacbo resimo posebej. V bistvu nam niti ni potrebno znati resevati diferencialnih enacb,
saj zadostuje ze dvakratno integriranje.

V smeri osi x:
Z integriranjem enacbe mi = 0 (oziroma & = 0) dobimo:
T =C,
r=Ct+ D.
Z upostevanjem zacetnih pogojev x(0) = 0 in (0) = v, od tod sledi

x(t) = vyt.

V smeri osi y:

Tokrat na podoben nacin z integriranjem enacbe mg = 0 dobimo:

y=0C,
y=Ct+ D.

Ker je v tem primeru y(0) = 0 in g(0) = 0, je

y(t) = 0.
V smeri osi z:
V navpicni smeri z integriranjem ena¢be mz = —mg (oziroma 2 = —g) dobimo:
2 =—gt+C,

z=—39t°+Ct+ D.



Ce upostevamo, da je z(0) = z in 2(0) = v, dobimo
2(t) = —3gt* + v.t + 2.
Trajektorija tocke, na katero deluje homogena sila teze, je torej
7(t) = (vxt, 0, —%th + vt + zo) .

Ta zapis nam za vsak c¢as t natanc¢no pove, kje se tocka nahaja.

Ce je v, = 0, se tocka premika po z-osi. Ce pa je v, # 0, pa lahko iz enakosti z = v,t
izrazimo t in rezultat vstavimo v z = —%th + v,t + z9. Tako dobimo, da se tocka giblje
po paraboli

y=0, z= —%%x2+z—;x+zo.

Opomba: Primeri homogenih sil, ki povzrocijo podobno dinamiko objektov, so Se:

- gibanje nabitega delca v homogenem elektricnem polju,
- opis gibanja v enakomerno pospesenem neinercialnem koordinatnem sistemu,

- sila trenja, ki deluje na kroglo, ko ta drsi po podlagi. [

Materialna tocka z maso m in z elektricnim nabojem ¢ se giblje pod vplivom Lorentzove
sile . . .

F=qE+7xB).
Privzemimo, da sta E = (E,0,0) in B = (0, B,0) konstantni vektorski polji. Izrac¢unaj
trajektorijo tocke, ¢e ta na zacetku miruje v koordinatnem izhodiscu.

Resitev: Drugi Newtonov zakon lahko v primeru elektromagnetne sile zapiSemo v obliki
m%:q(E_'—l—?x E)
Ko izracunamo vektorski produkt, dobimo sistem diferencialnih enacb:
mx = qF — qBz,
my = 0,
mzZ = qBx.
Zanima nas resitev tega sistema pri zacetnih pogojih 7(0) = (0,0,0) in ¥(0) = (0,0,0). Iz
druge enacbe lahko takoj vidimo, da je y(t) = 0, pri izra¢unu preostalih dveh komponent

pa bomo imeli nekaj ve¢ dela. Ce oznac¢imo v, = & in v, = 2, pridemo do nehomogenega
linearnega sistema diferencialnih enacb prvega reda:

Vo = 70 = T Ve
. . qB
Vy, = FU:E-

Ce prvo enacbo odvajamo po ¢asu in upostevamo drugo enacbo, pridemo do enache
.. 2 .
Uy +w v, =0,

kjer je w = %. To je diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koeficienti, ki
opisuje nihanje koli¢ine v, s frekvenco w. Splosna resitev te enacbe je oblike

v,(t) = C} coswt + Cy sin wt.



Z upostevanjem zacetnih pogojev v,(0) = 0 in 9,(0) = % dobimo, da je

v, (t) = £ sinwt.

Ce to enacbo integriramo in upostevamo, da je z(0) = 0, pa dobimo se
z(t) = £ (1 — cos(wt)) .

Ko ta izraz vstavimo v zvezo mZ = ¢Bx, dobimo, da je

O ﬁ .
2= sin wt.

Po dvakratni integraciji in upostevanjem zacetnih pogojev z(0) = 0 in 2(0) = 0 dobimo Se
2(t) = 25 (wt —sin(wt)) .
Trajektorija tocke je torej

7(t) = (£ (1 — cos(wt)) , 0, £ (wt — sin(wt))) .

Dano gibanje opisuje cikloido v xz-ravnini.

Z,

27E
Bw

X

Opomba: Pri tej nalogi smo studirali gibanje tocke v homogenem elektromagnetnem

polju. Ce bi na tocko delovalo samo homogeno magnetno polje, pa bi bile moZne naslednje
trajektorije:

- ¢e tocka v zacetnem trenutku miruje, miruje ves cas,

- ¢e ima tocka v zacetnem trenutku hitrost v smeri polja, se premika enakomerno v smeri
polja,

- ¢e ima tocka v zaCetnem trenutku hitrost, ki je pravokotna na magnetno polje, potem
tocka potuje po kroznici, ki lezi v ravnini, ki je pravokotna na polje,

- e ima tocka v zacetnem trenutku hitrost, ki ima nenicelni komponenti v smeri polja in
v pravokotni smeri, tocka med gibanjem opise vijacnico, ki ima os vzporedno polju. [

Materialna tocka z maso m pada navpi¢no pod vplivom sile teze. Gibanje tocke zavira
sila zracnega upora, ki je sorazmerna s kvadratom hitrosti. Na zacetku tocka miruje, nato
pa zacne padati. Zapisi diferencialno enacbo, ki modelira hitrost tocke med padanjem.

Resitev: Gibanje tocke doloc¢a drugi Newtonov zakon, ki se v tem primeru glasi
mo = mg — kv

Z v smo oznacili hitrost tocke v navpicni smeri, ¢lena na desni pa ustrezata sili teze
F, = myg ter sili zracnega upora F,p,r, = —kv?.
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Da si malce poenostavimo ra¢unanje, uvedimo oznaki a? = % in b = g. Po deljenju z m
se enacba prevede v diferencialno enacbo
0= b — a*”.

To je primer diferencialne enacbe z lo¢ljivima spremenljivkama. Resimo jo tako, da pisemo

v o= z—:, lo¢imo spremenljivki v in ¢ vsako na svojo stran in nato vsako stran posebej

integriramo. V nasem primeru dobimo:

d
d_z — 1 — %02,

dv
Pppche dt.
Integral racionalne funkcije na levi je enak
dv 1 b+ av
——=—1 C
/62—a2v2 2abnb—cw+ ’

od koder dobimo implicitno zvezo

1 b+ av

2ab t b—av

Ce upostevamo, da je na zacetku v(0) = 0, dobimo C' = 0, kar nam da
b+ av
b—av

=t+C.

In = 2abt.

Iz te enacbe lahko sedaj eksplicitno izrazimo v(t). ResSitev je enaka

(t) b 6Qabt -1 mg eQabt -1
a 62abt + 1 k €2abt + 1

limiti dobimo kon¢no hitrost tock =i t) = /2.
V limiti dobimo konéno hitrost tocke vy tgg)v() VvV F

Opomba: S to enac¢bo lahko modeliramo hitrost padalca med padanjem skozi atmosfero.
V tem primeru je koeficient k enak k = %pACd, kjer je:

) gostota zraka,

-A ploscina prereza padalca,

-Cy  koeficient zracnega upora.

Poglejmo si Se primer s konkretnimi Stevilkami. Vzemimo, da ima padalec 80kg in da je
p = 1.3kg/m?, g = 9.8m/s*. Denimo $e, da je padalec med padanjem v navpicni legi.
Potem je Cy ~ 1, éelni prerez pa je A ~ 0.2m?. Pri teh podatkih bi bila konéna hitrost
padalca vy &~ 280km/h, dosegel pa bi jo v priblizno 20s, kot kaze spodnji graf.

\ v (km/h)

L L L L L
5 10 15 20 25

t(s)
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