Mehanika 1

Sistemi z eno prostostno stopnjo

Sistem z eno prostostno stopnjo je mehanski sistem, katerega stanje (polozaj) lahko opisemo
7 enim parametrom.

Zgled. (1) Recimo, da se tocka z maso m pod vplivom sile teze giblje po obrocu, ki se ena-
komerno vrti okoli navpicne osi. Tedaj se tocka giblje v treh dimenzijah, ¢eprav lahko njen
polozaj natan¢no dolo¢imo Ze z enim parametrom (na primer s kotom).

'

A

(2) Za opis krozenja Zemlje okoli Sonca bi naceloma potrebovali tri parametre, pokazali
pa bomo, da lahko gibanje Zemlje natanko dolo¢imo ze, ¢e vemo, kako se spreminja njena
oddaljenost od Sonca. Tako se gibanje Zemlje v trorazseznem prostoru zreducira na ’gibanje’
parametra r.

Zemlja

Tipicni primeri sistemov, ki jih lahko opiSemo z enim parametrom, so:

- gibanje tocke po premici, klancu ali krivulji,
- nihanje vzmeti,

- vrtenje togega telesa okoli fiksne osi,

- gibanje tocke v polju centralne sile.

Prostor stanj je na primer pri gibanju tocke po sklenjeni krivulji homeomorfen S!, pri gibanju
po premici pa R. Predpostavili bomo, da je prostor stanj enodimenzionalna gladka mnogoterost
M in z x oznacili koordinato na M. Gibanje sistema je potem doloc¢eno z enacbo

mi = F(x,,t).

Od parametra x so ponavadi odvisne sile, ki so dane s potencialno energijo tocke, kot sta na
primer gravitacijska sila ali pa sila vzmeti. Primera sil, ki sta odvisni od & sta na primer sila
dusenja ali pa sila zracnega upora. Od parametra ¢ pa je na primer lahko odvisna sila, s katero
motor poganja nas sistem.



Za zacetek bomo privzeli, da je sila I konservativna, kar pomeni, da je oblike F' = F(x).
V tem primeru lahko definiramo potencialno energijo sistema V : M — R s predpisom

Potencialna energija je dolocena do aditivne konstante natancno. Ce imamo dano potencialno
energijo, lahko silo izracunamo s predpisom

F(z) =-=V'(z).
Za konservativne sile velja zakon o ohranitvi energije

1
5m:‘ﬁ +V(z) = E.

Gibanje sistema lahko obravnavamo kvantitativno in kvalitativno. Natanko lahko gibanje sis-
tema izracunamo z resevanjem diferencialne enacbe iz 2. Newtonovega zakona. Nekaj grobih
znacilnosti gibanja sistema pa lahko razberemo zZe z grafa potenciala V.

Lokalni ekstremi potenciala V' ustrezajo ravnovesnim legam sistema, in sicer:

- lokalni minimum V' ~~ stabilna ravnovesna lega,

- lokalni maksimum V' ~~ nestabilna ravnovesna lega.

stabilnaravnovesnalega

Intuitivno si gibanje sistema lahko predstavljamo kot gibanje tocke po grafu potenciala pod
vplivom sile teze. Projekcija tega gibanja na abscisno os nam pove ali se parameter povecuje
ali zmanjsuje, ne pove pa nam hitrosti spreminjanja.

Gibanja so mozna pri energijah £ > V... Ce je na primer sistem na zacetku v polozaju o,
ima energijo F > V(x() in se premika proti desni, se bo premikal proti desni, dokler ne pride
do tocke 9, za katero je V(zy) = E. Nato se bo obrnil in se premikal proti levi, dokler ne pride
do tocke z1, za katero je V(x1) = E. V nadaljevanju bo gibanje sistema periodi¢no in omejeno
na intervalu [z1, 25]. Ce pa je na primer sistem na zacetku v polozaju z, z energijo £ = V (x}),
se bo ves cas gibal proti desni. Pri teh zacetnih pogojih je torej gibanje neomejeno.

(1) Kvalitativno obravnavaj naslednja potenciala:

() V()= ———1, e (0,00
a om0 T 00/,

1
(b) V(¢) = —mR*Q? cos ¢ — §mR2w2 sing, Q<w, ¢S

Resitev: (a) Poglejmo najprej potencial V' : (0,00) — R, definiran s predpisom
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Obe limiti potenciala sta:

Odvod potenciala je enak
l2
Vi(r) = —— + 2

mrd 2’
od koder lahko izpeljemo, da ima potencial eno samo stacionarno tocko

l2
ro = —.
my

Iz asimptotskih lastnosti potenciala sledi, da ima potencial v ry globalni minimum, ki je

enak
my?

me = V(To) = — 2[2 .

Graf potenciala ima naslednjo obliko.

V(r)

\op  ——F
Vmi n

Kvalitativno lahko o gibanju povemo naslednje:

-V tocki rg = n% ima sistem stabilno ravnovesno lego.
- Pri energiji £ = V,,,;, to¢ka miruje v stabilni ravnovesni legi.
- Ceje E € (Viin, 0), sistem niha na intervalu [7in, Tmaz, Kjer je V(rmin) =V (rmez) = E.

- Ce je E > 0 je gibanje neomejeno na intervalu [7i,, 00), kjer je V(rpnin) = E.

Ta potencial se pojavi pri obravnavi gibanja tocke v polju gravitacijske centralne sile.
Parameter v doloca jakost gravitacijskega potenciala, medtem ko je [ vrtilna koli¢ina
tocke glede na center sile. Energiji £ > 0 in £ = 0 ustrezata gibanju tocke po hiperboli
oziroma paraboli. Pri energiji &/ = V,,;,, je tir toc¢ke kroznica, pri energijah V,,;, < £ <0
pa elipsa.

(b) Pois¢imo najprej ravnovesne lege sistema. Odvod potenciala je enak
V'(¢) = mR*Q%sin ¢ — mR*w? sin ¢ cos ¢ = mR? sin ¢(Q? — w? cos ¢).
Od tod preberemo, da so ravnovesne lege sistemas:

¢1:07

¢2:7T,

Q 2
¢+ = Farccos <—) :
w



Za klasifikacijo ravnovesnih leg moramo izracunati Se drugi odvod

V"(¢) = mR*(Q? cos ¢ — w? cos 2¢).

Torej je:
V"(0) = mR*(Q* — w?) <0,
V() = —mR*(Q* + w?) <0,
RZ 4 Q4
V'(gy) = = (“2 ) 2o,
w
Potencial je omejen in velja:
2(,,4 Q4
Vmin = V(¢i) = _mR (w i )7

202

Vinao = V(1) = mR2Q2.

Sedaj lahko skiciramo graf potenciala na intervalu [—m, 7]. V resnici bi morali tocki, ki
ustrezata parametroma =+, zlepiti.

V(¢)
\ Vinax /'
/4 ¢_ ¢+ T ¢

Vmin

Kvalitativno lahko o gibanju povemo naslednje:

-V ¢ =0 in ¢ = 7 sta nestabilni, v ¢ = ¢, pa stabilni ravnovesni legi.

- Pri energiji £ = V,,,;, tocka miruje v stabilni ravnovesni legi.

- Pri energijah E' € (Vj5in, V(0)) je gibanje omejeno in periodi¢no na nekem intervalu okoli
ene od stabilnih ravnovesnih leg.

. Ce je E =V} tocka bodisi miruje v nestabilni ravnovesni legi, ali pa se ji priblizuje. V
tem primeru je nikoli ne doseze, kar pomeni, da je gibanje omejeno in neperiodicno.

- Za E € (V(0), Vinae) je gibanje omejeno in periodicno.

- Pri energiji £ = V4, je situacija podobna kot v primeru £ = V4.

- Pri energijah F > V.. se tocka ves c¢as premika v isto smer. Glede na topologijo
kroznice je torej gibanje omejeno in periodi¢no.

Do tega potenciala pridemo pri obravnavi gibanja tocke po obrocu, ki se enakomerno s
kotno hitrostjo w vrti okoli navpi¢ne osi. Parameter €2 je tako odvisen od polmera obroca
in pa od teznega pospeska. Ce obro¢ miruje, je na dnu obroc¢a stabilna ravnovesna lega.
Pri dovolj veliki hitrosti vrtenja ta ravnovesna lega postane nestabilna, pojavita pa se dve
novi stabilni ravnovesni legi. [



(2) Na vzmet s koeficientom k je pripeta tocka z maso m.

(a) Dolo¢i gibanje tocke, ¢e vzmet na zacetku stisnemo za xg in jo spustimo, da niha.

(b) Izracunaj periodo gibanja.

Resitev: (a) Predstavljajmo si, da je vzmet s koeficientom k postavljena v vodoravni smeri
in da se tocka lahko premika v smeri vzmeti. Zanimalo nas bo, kaksno je gibanje tocke
pod vplivom sile vzmeti, ¢e na zacetku vzmet stisnemo, nato pa jo spustimo.

ravnovesnalega

prvotnalega

Odmik tocke iz ravnovesne lege je funkcija ¢asa, ki jo bomo oznadili z x = z(t). Na zacetku

vzmet stisnemo za z, kar pomeni, da je x(0) = —zy. Ker vzmet spustimo, je 2(0) = 0.
Privzeli bomo, da je sila vzmeti enaka F'(x) = —kx, kar pomeni, da je potencialna energija
enaka .

V(z) = §k:m2.

Ker na zacetku tocka miruje, nima kineti¢ne energije, zato je skupna energija enaka
E= %km%, zakon o ohranitvi energije pa se glasi

Loy 1
—-mz” + —kx* = E.
2 2

Kvalitativno lahko v tem trenutku povemo, da tocka pri danih zacetnih pogojih niha na
intervalu [—xzg, zo]. Radi pa bi pokazali, da je nihanje harmoni¢no. V ta namen moramo
resiti diferencialno enacho iz 2. Newtonovega zakona

mx = —kx,
To enacbo lahko prepisemo v obliko
&4 w?r =0,
kjer smo oznacili w = \/% . To je homogena diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi
koeficienti, ki ima splosno resitev oblike
x(t) = Cy coswt + Cy sinwt.

Odvod resitve je enak
i(t) = —Ciwsinwt + Cow cos wt.



7 upostevanjem zacetnih pogojev dobimo sistem enacb:

Cl = —Xo,
ng = O,
ki ima resitev (7 = —z9, Cy = 0. Tako smo izracunali, da je prosto nihanje vzmeti
doloc¢eno s predpisom
x(t) = —xo coswt.

Vidimo, da bo tocka harmoni¢no nihala z amplitudo zy in s krozno frekvenco w = \/g .

XA
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(b) Perioda nihanja je ¢as, ki je potreben za en nihaj. Ker je gibanje harmoni¢no, bo cas,
ko se tocka prvi¢ vrne v zacetno lego, ustrezal enakosti

wl =27
oziroma
2m m
T=—=2m/—.
w V &
Opomniti velja, da je perioda nihanja neodvisna od energije. [

Materialna tocka z maso m se giblje pod vplivom potenciala
V(z) = A(e 2 — 2e7*),
kjer sta « in A pozitivni konstanti.
(a) Skiciraj graf potenciala in pokazi, da je gibanje periodi¢no za —A < E < 0.
(b) Izracunaj periodo nihanja v primeru, ko je —A < E < 0.

(¢) Izrac¢unaj harmoni¢no aproksimacijo periode nihanja v okolici ravnovesne lege.

Resitev: (a) Odvod potenciala V' je enak
V'(z) = A(—20e77*" + 20 %") = 2aA(e™ " — €777,

od koder lahko izpeljemo, da ima potencial eno samo stacionarno tocko x = 0. Iz limit

lim V(z)= oo,
T——00
e, V) =0,

sklepamo, da ima V' v z = 0 globalni minimum, ki je enak
Vinin = V(0) = —A.
Iz lastnosti potenciala lahko o gibanju sklepamo naslednje:
- Gibanje je mozno za energije £ > —A.
-V tocki z = 0 ima sistem stabilno ravnovesno lego.
- Gibanje je omejeno za energije —A < E < 0 in neomejeno pri energijah £ > 0.



Poglejmo se graf potenciala.

V(X)

(b) Izrac¢unajmo sedaj periodo nihanja v primerih, ko je gibanje omejeno. To se zgodi pri
energijah —A < E < 0. V primeru £ = —A tocka miruje v stabilni ravnovesni legi, zato
bodo za nas zanimive energije —A < F < 0.

Perioda nihanja materialne tocke, ki se giblje pod vplivom potenciala V', je enaka

2 dx

Tu smo privzeli, da ima tocka energijo E in da se giblje po intervalu [z, xs).

Izberimo torej poljubno energijo F € (—A,0). Z grafa potenciala lahko preberemo, da
ima enacba £ = V/(z) natanko dve resitvi z; in x9, ki sta implicitno doloc¢eni z enacbo

E = Ae 2% — 9 Ae™%,

Racunajmo

\
Q
Dj
h>
N
5
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Cb
%
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= [
VE — Ae—2a$+2Ae az’

Na tem mestu uvedimo novo spremenljivko s = e**, ki nam da dzr =
integracije s; in sy sta potem resitvi kvadratne enacbe

Es? +2As; — A =0,

_\/Qm/s2 ds
a J,, VEs+24s— A

V tabeli nedolo¢enih integralov lahko preberemo, da za a < 0 in D = b*> — 4ac > 0 velja

/ du = — ! arcsin(an+b)+C'
Varz tbr+c  V—a VD .

Ce zelimo izracunati doloceni integral taksne iracionalne funkcije na intervalu med niclama
imenovalca, se stvari zelo poenostavijo. Nicli imenovalca sta namrec

~b+ VD

ds

. Novi meji
as

integral pa se poenostavi v

xIr =
2a
-b—vD
Tg = ——,
2a



od koder pa sledi, da je
2ax1 +b _1

VD ’
2ary +b )

vD

To pomeni, da je

/‘02 dx 1 arcsin(2ax+b) xQ_ T
ey Var?+bxr+c V—a VD V—a

V nasem konkretnem primeru tako dobimo, da je perioda nihanja enaka

T |2m
T=——.
a\/ |E]

Periodo nihanja smo pri danem potencialu V' lahko izracunali natanc¢no. Kot vidimo,
je odvisna od energije tocke. Natanc¢no gibanje tocke pa je v sploSnem tezko izracunati
analiticno, vedno pa lahko trajektorijo tocke izracunamo numericno.

Ce vzamemo parametre A = 2.J, a = Ilm~!, 1 = —0.6m ter m = 1kg, lahko numeri¢no

doloc¢imo graf gibanja tocke. Kot vidimo, je gibanje periodi¢no, a ne harmoni¢no. Tocka
bi v tem primeru ve¢ino c¢asa prezivela desno od ravnovesne lege.

X

: vﬂvmvmvom N\v/\‘

—1f

N

(¢) Kadar periode nihanja ne znamo izra¢unati natan¢no, si lahko pomagamo z naslednjo
aproksimacijo. V okolici stabilne ravnovesne lege lahko potencial V' aproksimiramo s
kvadratnim Taylorjevim polinomom, da dobimo

V(z) =~ V(0) + %V”(O)xQ.

V nasem primeru je
V' (z) = 20 A(—ae™ ™" + 200 2%),

od koder sledi, da je V”(0) = 2a?A. Drugi odvod V"(0) igra vlogo koeficienta k pri
Hookovem potencialu. Od tod lahko dobimo oceno za periodo (frekvenco) pri majhnih
nihanjih okoli ravnovesne lege:

2T m m T [2m
w  TVE TV 2a2a " aV A

Ce bo amplituda nihanja majhna, bo veljalo |E| ~ A, od koder sledi

T 2mN7T 2m
o\ E ~aV A
8



Na spodnji sliki sta prikazana grafa numeri¢no izracunanega dejanskega gibanja ter pa
harmonicne aproksimacije gibanja v primeru z; = —0.1m (s polno oziroma ¢rtkano ¢rto).
Graf dejanskega gibanja zelo spominja na harmoni¢no nihanje, je pa perioda nekoliko
vecja kot tista, ki smo jo dobili pri aproksimaciji.
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Na vzmet s koeficientom k je pripeta materialna tocka z maso m. Gibanje tocke zavira
blazilec s koeficientom ¢, nihanje pa ves cas vsiljujemo s silo khg. Doloci gibanje tocke, ce
ta na zacetku miruje v ravnovesni legi.

O

Resitev: Pri tej nalogi bomo spoznali 1/8-ki model avtomobilskega vzmetenja pri voznji
po neravni podlagi. Privzeli bomo, da je nas sistem sestavljen iz tocke z maso m, ki
modelira avto, vzmeti in pa blazilca. Obliko podlage bomo opisali s funkcijo h = h(t),
ravnovesno visino tocke pri voznji po ravni podlagi pa oznacimo z [.

x(t)

Ce privzamemo, da na tocko deluje sila teze v navpiéni smeri, dobimo za ravnovesno vigino
pogoj

k(lp — 1) = myg,
kjer je [y dolzina neraztegnjene vzmeti. Odmik tocke od ravnovesne lege bomo oznacili z
x = z(t). Drugi Newtonov zakon lahko potem zapiSemo v obliki

mi = Fy, + Fy + F.

Na tocko delujejo sila vzmeti F,, = —k(l + x — h(t) — ), sila blazilca Fy,; = —c(i — h(t))
in sila teze Fy = —mg. Tako dobimo enacbo

mi = —k(l+x — h(t) — ly) — c(@ — h(t)) — myg,

oziroma '
mi + ci + kx = kh(t) + ch(t).

Opravka imamo z nehomogeno diferencialno enac¢bo drugega reda s konstantnimi koefici-
enti. Vidimo, da je ¢len na desni odvisen od oblike podlage. V preprostih primerih znamo
resitev poiskati analiticno, sicer pa z uporabo numeri¢nih metod. V nasem primeru bomo
privzeli, da avto ob casu t = 0 zapelje Cez vertikalno stopnico visine hg in analizirali
vertikalno nihanje avtomobila.



To pomeni, da je h(t) = hy in da reSujemo enacbo
ma + ct + kx = khg

pri zacetnih pogojih z(0) = 0 in #(0) = 0. Resitev te enacbe lahko zapisemo v obliki vsote
w(t) = an(t) 4+ 2p(1),

kjer je x, resitev homogene enacbe, x, pa neka partikularna reSitev nehomogene enacbe.
Partikularno resitev lahko v nasem primeru uganemo, saj enacho resi konstantna funkcija
xp(t) = ho. Za izracun resitve homogene enacbe pa jo najprej zapisimo v obliki

. c - 2
T+ - +wyr =0,

kjer smo oznacili wg = 4/ % Pri resevanju taksnih enacb najprej napisemo karakteristicno

enacbo
A+ LN+ wg =0.

Resitvama te kvadratne enacbe recemo karakteristicni stevili. Splosna resitev enacbe je
odvisna od karakteristi¢nih Stevil, zapisemo pa jo lahko v obliki:

- (t) = C1eMt 4 Cye™?!, Ce sta A\; # \y realni Stevili.

xp(t) = (C) + Cot)eM, Geje Ay = dg = A ER.

cxp(t) = CheM coswt + CoeM sinwt, e je Ay = A+ iw in Ay = \ — iw.

V naSem primeru sta karakteristi¢ni stevili

2
)\1’2:_i:|: (i) —w%.

2m

V odvisnosti od parametra c se lahko zgodijo naslednje moznosti:

c=10 prosto nihanje,
- < 2mwy  podkriticno dusenje,
-c=2mwy kritiéno dusenje,

-c¢ > 2mwy nadkritiéno dusenje.

Vidimo, da nadkriticno dusenje ustreza primeru, ko sta karakteristicni stevili enac¢be obe
realni in razli¢ni. Pri kriticnem duSenju imamo eno dvojno realno niclo, pri podkriticnem
dusenju pa sta karakteristi¢ni stevili konjugirani kompleksni stevili.

V nadaljevanju bomo izracunali resitev enac¢be v odvisnosti od parametra c.

10



Podkriti¢no dusenje:

Naj bo ¢ < 2mw,. Potem ima karakteristicna enacba A\*> + £X + w§ = 0 konjugirano
kompleksni resitvi:

A ——i+i w2—<i>2—)\+iw
'™ om 0 om/) ’
2
No= ——— —i w§—<i> =\ —iw,
2m 2m

. s . / 2 . v
kjer smo oznacili A = —5= in w = wi — (—c ) . Splosna resitev in njen odvod sta enaka
m 2m

x(t) = ho + CreM coswt + Cye™ sin wit,

#(t) = Ci e coswt — Crwe sinwt + Cyde™M sin wt + Cowe™ cos wt.

Pri t = 0 dobimo sistem enacb:

h(_) -+ Cl = O,
01)\ + ng = 0,
ki ima resitev C; = —hg, Cy = gho. Resitev diferencialne enacbe pa je

A
x(t) = ho — hoe™ (COS wt — " sin wt) :

V oklepaju imamo vsoto sinusa in kosinusa z isto frekvenco. Taksno situacijo smatramo
kot obicajno nihanje, le da se spremenita amplituda in pa faza nihanja. Izraz v oklepaju
lahko namrec¢ zapisemo v obliki

)\2

>\ Fay
coswt — —sinwt =4/1+ — | ———coswt — —2——sinwt
w

w
2
=1/1+ — (cosdcoswt — sindsinwt),
w
\2
=4/1+ Ecos(wt +9).

Zacetna faza nihanja ¢ je definirana implicitno z enacbama

N

0086:;,
142
A

sind = w .
142

Od tod sledi, daje tgd = % Podkriti¢no duseno nihanje lahko sedaj zapisemo v kompaktni

obliki
A x
x(t) = ho — hoy/ 1 + ek cos(wt + 0).

11



Vidimo, da je krozna frekvenca dusenega nihanja
2
— 2 _ (<
W= wo (2m)

nekoliko manjsa kot pri prostem nihanju. Amplituda nihanja se zmanjsuje eksponentno s

koeficientom A = —5=, visina pa se asimptotsko priblizuje ravnovesni visini hy.

xA

ho/\/\/\
\/\/

~Y

Kritiéno dusenje:

V primeru kritiénega dusenja je ¢ = 2mwy. Karakteristiéna enacba A*> 4+ £\ +w§ = 0 ima
dvojno resitev
N

2m’
V tem primeru sta

x(t) = ho —+ (01 + Cgt)e)\t,
i(t) = AC1eM + CyeM + Corte™

splosna resitev oziroma njen odvod. Pri ¢t = 0 dobimo sistem enach:

Ci+ ho =0,
AC, +Cy =0,
ki ima resitev C; = —hgy, Co = Ahg. Resitev diferencialne enacbe je v tem primeru

x(t) = ho — hoe (1 — At).
V tem primeru se nihalo asimptotsko priblizuje ravnovesni legi, ne da bi jo preckalo.
x4

ho

~Y

Nadkriticno dusenje:

V tem primeru je ¢ > 2mwy. Karakteristicna enacba \? + =X+ w2 = 0 ima dve razli¢ni
realni resitvi

2

2m 2m
c c \?
v )
2 2m 2m “o



Splosna resitev in pa njen odvod sta enaka

z(t) = ho + CreM! 4 Cye?,
l’(t) = Cl/\1€)\1t + Cg)\Qe)\zt.

Tokrat dobimo pri £ = 0 sistem enach:
Cy+Cy+ hy =0,
MO+ ACy =0,

ki ima reditev O = —22he (0, = —%. Nadkriticno duseno nihanje je torej dano s

.o >\2 _>\1 ’
funkcijo

)\2 Mt >‘1 Aot
£) = o — ho | —22—eMt 4 DL et )
x(t) = ho O(Ag—Ale +)\1_)\26

V tem primeru se nihalo iz zacetne lege vrne v ravnovesno lego, ne da bi jo preckalo,
vendar pa se vraca dlje kot v primeru kriticnega dusenja.

XA

ho

~Y
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