Mehanika 1

Gibanje v relativnem koordinatnem sistemu

Drugi Newtonov zakon lahko uporabimo samo za opis dinamike gibanja tocke v nekem
inercialnem koordinatnem sistemu. Vcasih pa lahko gibanje tocke precej bolj preprosto opisemo
v koordinatnem sistemu, ki ni inercialen. V tem poglavju bomo spoznali, kaksno obliko imajo
gibalne enacbe v taksnih koordinatnih sistemih.

Praviloma bomo imeli opravka z dvema koordinatnima sistemoma. Absolutni koordinatni
sistem AKS bo ponavadi inercialen, relativni koordinatni sistem RKS pa bomo izbrali tako, da
bomo ¢imbolj poenostavili opis gibanja tocke.
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Polozaj RKS glede na AKS je doloc¢en z naslednjima podatkoma:

- polozajem O izhodis¢a RKS glede na AKS,
- orientacijo RKS glede na AKS.

Bazo absolutnega koordinatnega sistema oznacimo z vektorji {;, j, E}, bazo relativnega koor-
dinatnega sistema pa z vektorji {1, é, €3}. Glede na to, da imamo ves ¢as opravka z dvema
bazama hkrati, zaradi enostavnosti uporabljamo naslednji dogovor. Ce je i@ poljuben vektor,
uporabljamo oznako:

-1, kadar piSemo koordinate vektorja # glede na bazo RKS,
-, kadar piSemo koordinate vektorja i glede na bazo AKS.

Bolj podrobno bomo kinematiko vrtenja spoznali v naslednjih poglavjih, zaenkrat pa se
bomo omejili na primer, ko se RKS vrti glede na AKS okoli fiksne osi. Vecinoma bomo imeli
opravka z naslednjimi primeri relativnega gibanja RKS glede na AKS:

- orientaciji obeh sistemov sovpadata, izhodisée RKS pa se giblje glede na AKS,
- izhodis¢i obeh sistemov sovpadata, RKS pa se vrti glede na AKS okrog fiksne osi,

- kombinacija zgornjih dveh primerov.

Vrtenje okoli fiksne osi € je doloc¢eno s funkcijo t — ¢(¢) . V tem primeru je
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(1) Tocka se premika s predpisom 7 (t) = (vt,0,0) v sistemu, ki se enakomerno s kotno
hitrostjo w v navpi¢ni smeri vrti okoli izhodisca. Opisi trajektorijo tocke v mirujocem
sistemu.

Resitev: Opazujemo gibanje tocke, ki se premika enakomerno v vrtecem se sistemu, ki

ga bomo oznacili z RKS. Zanima pa nas, kako lahko opisemo gibanje tocke v mirujoc¢em
sistemu AKS.

>

L
N1
—

\
‘:‘W

=Y

Polozaj, hitrost in pospesek tocke v AKS bomo oznacili z 7, v in @, v RKS pa z 7, Urel
in d.. Z 79 pa bomo oznacili polozaj izhodisca RKS, gledano v AKS.

V AKS lahko bazo RKS izrazimo v naslednji obliki:

1’ = (coswt, sinwt, 0),

&' = (—sinwt, coswt, 0),

&' = (0,0, 1).
To pomeni, da je polozaj RKS glede na AKS dolocen z naslednjimi podatki:
(1) 7y(t) = 0, ker imata oba koordinatna sistema isto izhodisce.

coswt —sinwt 0
(2) Q(t) = |sinwt coswt 0|, d'(t) =(0,0,w), &b(t) = (0,0,w), w = const.
0 0 1

Zveza med koordinatami tocke v AKS in RKS:

Med koordinatami poljubne tocke v obeh koordinatnih sistemih velja zveza

—

7= FE) + Qﬁel'
Ker je 7y(t) = 0 in 7 (t) = (vt,0,0), je
7 (t) = Q(t)Ta(t) = (vt coswt, vt sinwt, 0).

Od tod sledi, da se v mirujo¢em sistemu tocka premika po spirali, ki jo lahko opisemo v
polarnih koordinatah s predpisom

r'(¢) = 2¢.

AKS JA RKS

=Y
o ¥




Zveza med hitrostima tocke v AKS in RKS:

V nasem primeru je U, (t) = (v,0,0) = vée] in

=/

7'(t) = (vcoswt — wut sinwt, vsinwt + wut coswt, 0) = vey + wotéy’ = T, + &' X 7l

T

V splosnem pa med hitrostima v obeh koordinatnih sistemih velja zveza
17/ = Ui‘el + 17{) + Jj, X Fi”el?
oziroma
17rel =0 — 66 SOR ﬁeb
Vidimo, da k hitrosti tocke v AKS poleg hitrosti v RKS ter hitrosti izhodis¢a RKS prispeva
Se rotacijska hitrost &’ x i ;, ki je posledica vrtenja RKS glede na AKS.
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Zveza med pospeskoma tocke v AKS in RKS:

Sedaj bomo izracunali Se pospeska tocke, kot ju vidimo gledano v RKS in AKS. V RKS
je pospesek tocke enak e (t) = (0,0,0), v AKS pa

a'(t) = 2wv(— sinwt, cos wt, 0) — w?vt(coswt, sinwt, 0) = 2" x v + ' x (&' x 7y).

V splosnem pa med pospeskoma v obeh koordinatnih sistemih velja zveza

—/ =/

_ = —/ -/ —/ -/ -/ = —
A =dg+dy+20" X Uy +d" x (0" X 7y) +" Xy,

oziroma
Opel = A — Ay — 200 X Upel — W X (@’xf}el)—(ﬁxf}el.

Tokrat se pojavijo naslednji novi ¢leni:

- 200 X Upel Coriolisov pospesek,
c @ X (WX Trer) centrifugalni pospesek,
C 0 X Trel Eulerjev oziroma inercijski pospesek.
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Cev, ki je nagnjena za kot a glede na vodoravnico, se giblje tako, da njeno izhodisce opise
trajektorijo 7y (t) = (%atz, 0,0). Po cevi se brez trenja pod vplivom sile teze giblje tocka
z maso m. Doloci gibanje tocke, ¢e le-ta na zacetku miruje v izhodisc¢u cevi.

Resitev: Sedaj se RKS giblje glede na AKS enakomerno pospeseno v vodoravni smeri s
pospeskom a. Orientaciji obeh koordinatnih sistemov sta ves ¢as enaki, privzeli pa bomo,
da je RKS zavrten za kot o glede na AKS.
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Polozaj RKS glede na AKS je torej dolocen z naslednjimi podatki:
(1) 7y(t) = (3at%,0,0).
cosa 0 sina

@0oH= 0 1 0 |[,&0)=0ac1=0

—sina 0 cos«o

V relativnem koordinatnem sistemu lahko Newtonov zakon zapisemo v obliki

—

My = F — Fyse = F — mdy — 2mdd X Upe) — mid X (W0 X 7) — mdd X 7.

Pri tem je F vsota zunanjih sil na tocko, ostali ¢leni na desni pa so posledica neinercialnosti
relativnega koordinatnega sistema. Imenujemo jih po vrsti:

- —mdy translacijska sila,
c—=2MW X Vg Coriolisova sila,
c—m@ X (W X T) centrifugalna sila,
Mm@ X T inercijska sila rotacije.

V nasem primeru je & = 0, zato se Newtonov zakon v relativnem koordinatnem sistemu
poenostavi v
Mmaye = F — mdy.

Polozaj tocke v RKS lahko opisemo v obliki
Tra(t) = r(t)ér,
kjer je r(t) oddaljenost tocke od izhodis¢a RKS. Od tod lahko izracunamo tudi hitrost in
pospesek tocke v RKS:
Il_frel = 7;517
6rel = 7“6?1
Preostane nam Se, da zapisemo zunanje sile in pa sistemske pospeske v bazi RKS. Sistemski

pospesek je enak
ay = ai = a cos €] + asin aes,

sile na tocko pa so:
Fy, = —mgk = mgsin ae; — mg cos aes,

Fcevi = F2€2 + F363-

Pri tem smo upostevali, da se tocka giblje po cevi brez trenja, zato cev deluje na tocko
samo v smeri normale na cev.

Newtonov zakon lahko sedaj zapiSemo v vektorski obliki
mie] = Fyéy + F3€3 + mgsin aé; — mg cos a€s — ma cos a€; — ma Sin aés,

ali pa po komponentah:

€1: mr =mgsina — macosq,
522 O:FQ,
€z3: 0= F3—mgcosa— masina.



Neznanke so obe komponenti sile premice in pa trajektorija tocke r = r(¢). Enacba v
smeri cevi doloc¢a gibanje tocke, iz obeh enacb v normalnih smereh pa lahko izracunamo
silo cevi na tocko.

Enacbo gibanja tocke lahko prepisemo v obliko
7 = mgsin a — ma cos a.

Z upostevanjem zacetnih pogojev r(0) = 0 in 7(0) = 0 dobimo relativno gibanje tocke
glede na cev
r(t) = $(gsina — acos a)t’.

Glede na velikost pospeska a in kota a lo¢imo tri moznosti:
(1)gsina = acosa  tocka miruje relativno glede na cev,

(2) gsina > acosa  tocka pospeseno pada po cevi navzdol,
(3)gsina < acosa  tocka se premika pospeseno po cevi navzgor.

]

Kroznica s polmerom R se z enakomerno kotno hitrostjo w vrti okoli premera v smeri
navpicne osi. Po njej se brez trenja in pod vplivom sile teze giblje tocka z maso m.

(a) Reduciraj gibanje na premocrtno gibanje parametra ¢.

(b) Poisci ravnovesne lege in jih klasificiraj.

Resitev: (a) Bazo relativnega koordinatnega sistema izberimo tako, da bo vektor € lezal
v ravnini kroznice, vektor €3 pa bo kazal v smeri osi vrtenja.
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V AKS se baza RKS spet izrazi v obliki:

e1' = (coswt, sinwt, 0),
&' = (—sinwt, coswt, 0),
ggl - (0, O, 1)

Ce opazujemo gibanje tocke v relativnem koordinatnem sistemu, se tocka giblje po kroznici
s polmerom R, zato lahko njen polozaj opiSemo z enim parametrom. Izbrali si bomo kot
med navpicnico in pa radij vektorjem tocke.
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Pri zapisu gibalnih enacb bomo kombinirali Newtonove enac¢be v RKS z ena¢bami gibanja
tocke po krivulji. Polozaj in hitrost tocke v RKS sta:

7(t) = R(sin ¢, 0, — cos ¢),
() = Ro(cos ¢, 0,sin ¢).
Od tod dobimo:
5= Ro,

& = (cos ¢, 0,sin ¢),
én = (—sing, 0, cos ¢).

Na tocko delujeta sila teze in pa sila obroca:

ﬁg = (0,0,—mg) = —mgsin ¢ & — mgcos ¢ &,,

Fobroéa = Fbeb + Fnen-

Privzeli smo, da med tocko in obrocem ni trenja, zato sila obroc¢a nima komponente v
tangentni smeri. Ce upostevamo, da je & = wes, & = 0 in dy = 0, se Newtonov zakon v
RKS poenostavi v

—\

m(irel = Fg + Fobroéa —2mid X 17rel — mw X (C; X 7’)

Relativni pospesek lahko zapisemo v obliki
S L8
Qrel = S€¢ + Eenv
izracunati pa moramo Se Coriolisov ter centrifugalni pospesek. Po kratkem rac¢unu dobimo:
G X (G x7) = —w’Rsingéy,
200 X Upg] = 2ng{5 COS ¢ €.
Tako pridemo do vektorske oblike gibalnih enacb
-2

S .
mse; +m§€n = —mgsin ¢ €,—mg cos ¢ €, + Fyé,+ F,&, +mw? R sin ¢ €, — 2mwR¢ cos ¢ €.

Gibanje tocke doloca komponenta te enacbe v tangentni smeri na kroznico. Dobimo jo
tako, da vektorsko enacbo skalarno pomnozimo z €;. Tako pridemo do enacbe

ms = de'i = —mgsin ¢ + mw? R sin ¢ cos ¢.



To je diferenci_alna enacba drugega reda za funkcijo ¢ = ¢(t). Ce obe strani enacbe
pomnozimo s ¢, jo lahko integriramo do zakona o ohranitvi energije:

ngBqﬁ = —mgsin ¢ gb + mw?R sin ¢ cos ¢ gﬁ,
%ng.bQ = mgcos ¢ + %mwQR sin? ¢ 4 C.
Ce zadnjo ena¢bo pomnozimo z R in jo malce preuredimo, pridemo do enacbe
%mR%Q — mgRcos¢p — %mwQR2 sin® ¢ = E.
Posamezni ¢leni na levi strane enac¢be imajo naslednjo fizikalno interpretacijo:

1 )
: EmRngQ kineti¢na energija,
- —mgR cos ¢ potencialna energija sile teze,

1
. —Em(,uQRQ sin?¢ centrifugalna energija.

Zapisimo sedaj
V(p) = —mgRcos ¢ — %mszQ sin? ¢.
V RKS je potem gibanje tocke po obroc¢u doloc¢eno z enacho
SmEF +V(9) = B,
kar pomeni, da smo gibanje tocke reducirali na premocrtno gibanje parametra ¢.

(b) Ravnovesne lege bomo nasli s kvalitativno obravnavo potenciala V' = V(¢). Odvod
potenciala V' je enak

V'(¢) = mR*sin ¢ <% — w? cos (;5) :
Uvedimo oznako Q? = £. Glede na relativno velikost w in €2 lo¢imo dva primera.

-Ce je w < Q, je ¢ = 0 stabilna, ¢ = 7 pa nestabilna ravnovesna lega.
2
-Ce je w > Q, sta ¢ € {0, 7} nestabilni, ¢ = + arccos — pa stabilni ravnovesni legi.
w

Ce se obro¢ ne vrti, imamo opravka z matemati¢nim nihalom, ki ima stabilno ravnovesno
lego na dnu obroca. Ko se w priblizuje €2, postaja potencial v okolici te ravnovesne lege
vse bolj polozen. V mejnem primeru w = () je sicer na dnu obroca Se vedno stabilna
ravnovesna lega, ki pa postane nestabilna, brz ko se hitrost vrtenja Se malo poveca.

w=0 V(g) w=0 V($) w> 0 V(g)
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