Mehanika 1

Dinamika togega telesa

(1) Homogen stoZec je omejen s ploskvami z = 0, 2 = h in 2% = 1’%—22(1’2 + y?).
(a) Izracunaj tezise stoZca.
(b) Izracunaj vztrajnostni tenzor stozca glede na vrh in glede na tezisce stozca.
Resitev: (a) Najprej bomo izracunali tezis¢e stozca.

A

R =

’SDL

Koordinate tezis¢a T' togega telesa V' lahko v sploSnem izracunamo s pomocjo formule

T:l///fpdv.
m 174

Stozec bomo parametrizirali s cilindri¢nimi koordinatami:

z € [0, hl,
¢ € [0,27],

R
r e {O,zﬁ} .

Zaradi rotacijske simetrije lezi tezisCe stoZca na osi simetrije, od koder sledi T, = T, = 0.
Zato moramo izracunati samo z koordinato tezisca.
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Pri izracunu smo upostevali, da za homogeno telo velja p = {7+ in da je volumen stozca

2 o . . -
enak V = %. Tezisce stozca je torej v tocki

3
T = —h|.
(0.0.51)

(b) Vztrajnostni tenzor togega telesa Jy je analog mase pri vrtenju telesa okoli tocke 0.
Ce ga zapisemo po komponentah, je vztrajnostni tenzor 3 x 3 simetricna matrika, ki je
odvisna od:

- izbire tocke 0,

- orientacije koordinatnih osi.

Omogoca nam, da izracunamo kineti¢no energijo in vrtilno koli¢ino togega telesa, kljucno
vlogo pa igra tudi v Eulerjevih dinamic¢nih enacbah. Zaradi simetri¢nosti zmeraj obstajajo

tri osi v prostoru, okrog katerih je mozna enakomerna rotacija togega telesa. Za vrtenje
okoli ostalih osi je nac¢eloma potreben navor.

Pri racunanju vztrajnostnega tenzorja ponavadi izberemo koordinatne osi in izhodisce
tako, da dobimo diagonalno matriko. Pri premiku izhodiSca se vztrajnosni tenzor trans-
formira po Steinerjevem izreku, pri spremembi orientacije koordinatnih osi pa je potrebno
matriko vztrajnostnega tenzorja konjugirati s prehodno matriko.

V danih koordinatah s sredis¢em v tocki 0 ima vztrajnostni tenzor komponente

JI x

y? —l—z —xy —Tz
Jo= | Iy Yz /// >+ 22 —yz | pdV.
J.z —yz  x? 4P

Racunajmo:

LB
R

21
Jrx ///y + 22 pdV—p/ dz/ dgzﬁ/ (r?sin® ¢ + 2%)rdr,
42’4 R24
_p/ dz/ (sm ¢4h4 2)d¢,
Z4 R24
— 2 d
p/o ( Tz 772}#) &
R4h+R2h3
— T\ 20 5 )
3
—Im | = h2
o (55 7).
Jra

Analogen racun nam da J,, =

(RTQ + h2>, za J., pa velja:

. ///w v [ [Cas [P

R
:27Tp/0 4h4d’

3
= —mR>.
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Ce ima nase telo dovolj simetrij, nam deviacijskih momentov Joy, Jz» in Jy,, pogosto ni
treba racunati. Normala na ravnino zrcalne simetrije homogenega telesa je namre¢ zmeraj
v smeri glavne osi vztrajnostnega tenzorja. V praksi to pomeni:

- Telo je simetri¢no glede na ravnino vy = J,, = J,. = 0,

- Telo je simetricno glede na ravnino vz = J,, = J,, = 0,

- Telo je simetri¢no glede na ravnino yz = Jy, = J., = 0.

Na$ stozec je simetri¢en glede na ravnini zz in yz, zato je J,y, = J,, = J., = 0. Tako
dobimo

2
Sm(E + h?) 9 0
Jvrh = 0 %m(% + h2) 0
0 0 2mR?

Ko imamo enkrat izracunan vztrajnostni tenzor togega telesa glede na neko tocko, ga
lahko z uporabo Steinerjevega izreka hitro izracunamo glede na poljubno drugo tocko.
Med vztrajnostnima tenzorjema Jy in J, velja zveza

Jo = J, +mrild — mif® 7,

kjer je 7 vektor od tezis¢a do tocke 0 in r = |7]. Pri nas je 7= (0,0, —3h), r* = 2h% in

1 16
23—0771(32 + %2) 0 . 0
Jo = Jon — mrild+ mir @ 7 = 0 %m(RQ + %) 0
0 0 1—30mR2

[zracunaj kineti¢no energijo stozca, ki se kotali po ravnini, v primeru, ko je h = R.

Resitev: Kineti¢no energijo togega telesa lahko izra¢unamo na dva nacina. Ce se telo vrti
okoli tocke 0, je njegova kineti¢na energija enaka

1
Wkin - 5 <(Ij, JO . @’> .
Za splosno gibanje togega telesa pa velja
1 1
Wkin = §m|17*|2 + 5 <C3, Jy Lt_j> .

(1) Izracun kotne hitrosti vrtenja stozca:

Relativni koordinatni sistem si bomo izbrali tako, da bo os stozca kazala v smeri vektorja
€3. Polozaj stozca med kotaljenjem bo nato natanko dolocen s kotoma 1 in ¢, kjer
nam parameter v doloca kot zavrtitve stozca okoli lastne osi, parameter ¢ pa kot med
dotikaliS¢em stozca in ravnine ter abscisno osjo.
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Polozaj stozca med kotaljenjem glede na osnovni polozaj lahko opisemo z rotacijo

Q(t) = Q3<t)Q2(t)Q1(t),

kjer je:
Qi(t) = Rk, (1)),
Q:2(t) = R (ﬁg —Oé> ,
Qs(t) = R(E, 6(1)).

Ce bi stozec podrsaval po podlagi, bi bila parametra ¢ in v neodvisna, pogoj kotaljenja
pa nam bo omogocil, da enega izrazimo z drugim. Matemati¢no definiramo kotaljenje

vvvvv

je njihova hitrost enaka ni¢. V nasem primeru nam da pogoj kotaljenja naslednjo vez

d¢ = —Ri

med parametroma ¢ in ¥. Predznak je negativen, ker se pri kotaljenju v pozitivni smeri

okoli navpicne osi kot 1) zmanjsuje. Iz zveze % = sina od tod sledi

1

sina

¢:_

Za izracun kotne hitrosti kotaljenja bomo najprej izracunali kotne hitrosti posameznih
rotacij

Gi(t) = ey, Da(t) =0, @a(t) = s
Matrike teh rotacij pa so

cosy —siny 0 sina 0 cosa cos¢ —sing 0
Q1(t) = |siny  cosy 0] ,Q(t) = 0 1 0 |,Qs3(t)= |sing cos¢p O
0 0 1 —cosa 0 sina 0 0 1

Kotno hitrost rotacije Q(t) bomo izrac¢unali v dveh korakih. Za rotacijo Q2(t)Q1(t) velja
a1 (1) = Qu ()" Do(t) + &1 () = Y&,
Nadalje pa je Q(t) = Qs(t) (Q2(t)Q1(t)), od koder dobimo
G301 (1) = (QaQ1(1))" D3(t) + Bar (1) = —¢ ctg v (cos ¥ sin aéy + sin 1) sin aéy + cos ) .

Vektor kotne hitrosti je v danem trenutku vzporeden dotikaliScu stozca in ravnine, vendar
pa je zaradi kotaljenja stozca v pozitivni smeri obrnjen v nasprotno smer kot stozec.
Lahko bi ga izracunali tudi direktno, saj iz pogoja kotaljenja takoj sledi, da je trenutna
os vrtenja vzporedna z dotikaliS¢em stozca in ravnine. Smer in velikost kotne hitrosti pa
potem dobimo z izra¢unom hitrosti neke druge tocke v stozcu. Rotacijski vektor pa v tem
primeru krozi po plascu stozca, vendar z negativnim predznakom.
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(2) Izracun kineti¢ne energije stozca:

V nasem primeru lahko uporabimo obe formuli, saj je pri kotaljenju vrh stozca pri miru.

Za ilustracijo bomo zato kineti¢no energijo stozca izracunali na oba nacina.

1. nacin: Vrtenje stozca okrog vrha:

Izracunali smo ze, da je rotacijski vektor kotaljenja enak
G(t) = —pctga (cossin ) + sin 1 sin ay + cos ads)

vztrajnostni tenzor glede na vrh stozca pa

2
Em(E + h?) 0 0
Jorn = 0 dm(E+n%) 0
0 0 —mR?
Diagonalne ¢Clene vztrajnostnega tenzorja oznacimo z J; = Jo = (R2 +h?), J3 =

komponente rotacijskega vektorja pa z:

wp = —éctgacoswsin a,
Wy = —(bctgasinwsina,
w3 = —gz%ctgozcos Q.
Potem je:
1 o 1 2 2 2
Wkin = 5 (w, Jvrh . w> = 5 (lel + J2w2 + J3w3) s
1.
= §¢2 ctg® a (J1 sin? a + Jj cos? a) ,
= 1gz5 ctg?® o —|— h* ) sin® o + 3mR2 cos? a
2 4 10 ’

2

1.
= ctg’a- —m (( + 2h2) sin? o + R? cos? a) ,

3
= Zmg? (— sin? a 4 2h? cos® o + h? cos? a)

3 .
= Emh2gzﬁ2 (sin2 o + 6 cos” a) .

3. P2
1OmR ,



Ce upostevamo, da je h = R in o = 45°, dobimo

21 .
= R2 2.
g0

2. nac¢in: Gibanje tezisca plus vrtenje stozca okrog tezisca:

T —

Rotacijski vektor kotaljenja je enak kot prej, vztrajnostni tenzor glede na teziSce pa je

23—0711(1%2 + %) 0 ] 0
J. = 0 Sm(RP+2) 0
0 0 3 mR?

= Jo in J3, komponente

3h cos a|@|. Sledi:

Diagonalne ¢lene vztrajnostnega tenzorja spet oznac¢imo z J; =
rotacijskega vektorja pa z wy, we in ws. Hitrost tezisca je |v,| =

1

1
Wkin = §m|77*‘2 + 5 <CU J* : CD‘> = §m’1}*| + = 9 (lel + J2w2 + J3w3)

1 9
=gm: 1—6h2COS ad? + gb ctg? oz(Jlsln o + Js cos? a)

1. 3 h? 3
— §¢ ( mh? cos® a +Ctg o <20 (R2 + Z) sin? o + 1—OmR2 cos? a)) ,
L a3 9 2
= th 10) (2031n o+ 10008 «

3

40mh2¢ (Sin2 o + 6 cos? a) ,

21

R2 2
T80 ¢

]

Homogen disk z maso m in polmerom R se enakomerno s kotno hitrostjo w vrti okoli osi,
ki gre skozi sredisce diska. Kot med osjo vrtenja in normalo na disk je enak a.

(a) Izra¢unaj vztrajnostni tenzor diska v prostorski bazi.
(b) Izracunaj vektor vrtilne koli¢ine v telesni in v prostorski bazi.
(c) Zapisi Eulerjeve dinamic¢ne enacbe in izracunaj navor, ki je potreben za vrtenje diska.

Resitev: (a) Pri studiju dinamike togega telesa imamo na voljo dva koordinatna sistema.
Gibanje telesa ponavadi opazujemo iz prostorskega koordinatnega sistema, v katerem
veljata Newtonov zakon in zakon o vrtilni koli¢ini. Stvari pa se vcasih poenostavijo v
telesnem koordinatnem sistemu, ki se vrti skupaj s telesom.
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Telesni koordinatni sistem si bomo izbrali tako, da bo disk lezal v ravnini vektorjev €] in
€5. V splosnem je vztrajnostni tenzor plosce S, ki lezi v xy-ravnini, definiran s predpisom

y? —ay 0
Jo = // T 0 pdS.
S0 0 22492
Za homogen disk s polmerom R tako dobimo

2T R 21 P4 4 1
Jm://y2pdS:p/ dqb/ T2sin2¢rdr:p/ R—sin%bdgb:p@:—mRZ.
S 0 0 o 4 4 4

Analogno dobimo Se Jy, = J,, = smR? ter J,, = Jyp + Jyy, = 2mR?. Zaradi simetrije sta
izvendiagonalna ¢lena enaka ni¢. V telesni bazi ima vztrajnostni tenzor diska torej obliko

}lmR2 0 0
J, = 0 }lmRQ 0
0 0 imR?

2

Njegove komponente v prostorski bazi bomo dobili s konjugiranjem s prehodno matriko,
ki doloca orientacijo telesne baze glede na prostorsko bazo v danem trenutku. V nasem
primeru je Q(t) = R(k,wt)R(j, —«), kar nam da

coswt —sinwt 0| |[cosaa 0 —sina cosacoswt —sinwt —sinacoswt
Q(t) = |sinwt coswt 0 0 1 0 = |cosasinwt coswt —sinasinwt
0 0 1 sinaa 0 cosa sin «v 0 COS &

Za vztrajnostni tenzor v prostorski bazi tako velja

1+sin?acos?wt sin®acoswtsinwt — sin a cos a cos wt
JL(t) = Q) J.Q(t)" = J |sin®acoswtsinwt 1+sin*asin®wt —sinacosasinwt |,
—sinacosacoswt — sin o cos o sin wt 1+ cos® «

kjer je J = Jpp = %‘mRQ. Vidimo, da je vztrajnostni tenzor v telesni bazi konstanten, v
prostorski bazi pa ¢asovno odvisen.

(b) V telesni bazi se hitrost vrtenja izraza z rotacijskim vektorjem

—

W(t) = w(sin aé) + cos aéy),

zato je vrtilna koli¢ina diska enaka

- J 0 0 w sin o Jw sin o
rity=J.,-ad(t)y=10 J 0 0 = 0
0 0 2J W COS 2Jw cos o

Vektor kotne hitrosti vrtenja pa je enak &'(t) = w/Z, od koder sledi

sin o cos « cos wit
I'(t) = J,-d'(t) = Jw |sinacos asinwt
1+ cos? «

Vektor vrtilne kolicine v prostorski bazi lahko izracunamo tudis formulo I'(¢) = Q(¢)-L'(¢).
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Vidimo, da je vektor vrtilne koli¢ine konstanten v telesni bazi, medtem ko v prostorski bazi
precesira okoli navpicne osi. V nadaljevanju bomo izracunali navor, ki je za to potreben.

(c) Dinamiko vrtenja togega telesa okrog dane fiksne tocke 0 doloca zakon o vrtilni koli¢ini

dr,
dt

_ 5
V telesni bazi se ta zakon zapise v obliki
Jo-G+3x Jo-d= N,
¢e pa je Jy diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi Jy, Js in J3, pa pridemo do Eulerjevih
dinamic¢nih enacb:

Jiw; — w2w3(J2 - J3) = Ny,
Jows — wswy (J3 — J1) = Na,
Jgdjg — w1w2(J1 — Jz) = Ng.

V nafem primeru je & = (wsina, 0,wcos ), & =0, J, = Jo = TmR? ter J; = mR?. Od
tod dobimo N; = N3 =0 in N, = —}lmszz sin av cos «v in:

N(t) = (0,N5,0),
N'(t) = Q(t) - N(t) = Ny(—sinwt, coswt, 0).

Navor je ves ¢as pravokoten na vrtilno koli¢ino.

Opomba: Fulerjeve enacbe nam povedo, kako se med vrtenjem spreminja rotacijski vektor
W = d(t). Ce hofemo vedeti, kaksna je orientacija telesa Q(t), pa moramo resiti e sistem

kjer je
0 —W3(t> (o) (t)
W(t) = W3(t) 0 —Ww1 (t)
—(,UQ(t) w1 (t) 0

antisimetricna matrika, ki pripada rotacijskemu vektorju (t).



Analiticno je to enacbo v splosnem tezko resevati, za vajo pa lahko preverimo, da nasa
rotacija () resi to enacbo. Iz formul

cosacoswt —sinwt — sinacoswt 0 —Ww COS « 0
Q(t) = |cosasinwt coswt —sinasinwt|, W(t) = |wcosa 0 —wsina
sin av 0 cos o 0 wsin « 0
dobimo
—wecosasinwt —wcoswt wsinasinwt
Q)W (t) = | wecosacoswt —wsinwt —wsinacoswt
0 0 0

Po drugi strani pa je

—wcosasinwt —wcoswt  wsinasinwt
Q(t) = | wcosacoswt —wsinwt —wsinacoswt|

0 0 0

kar smo zeleli pokazati. [

Okrogla plosca z maso m in polmerom R se vrti okoli osi, ki lezi v ravnini plosce in
gre skozi njeno sredisce. Na plosc¢o deluje zra¢ni upor, katerega povrsinska gostota je
sorazmerna kvadratu hitrosti.

(a) Izracunaj navor zra¢nega upora v odvisnosti od hitrosti vrtenja.

(b) Izracunaj, kako se hitrost vrtenja plos¢e spreminja v odvisnosti od ¢asa, ¢e ima plosca
na zacetku kotno hitrost wy.

Resitev: (a) Plosco na zacetku zavrtimo tako, da ima kotno hitrost wp, nato pa jo pustimo,
da se postopoma vrti cedalje pocasneje zaradi zracnega upora.

&

Gostota sile zracnega upora (ki deluje na plos¢o v dani tocki) je enaka

0l

F = —k|7)*= = —k|0]5.

|l

Ta sila je odvisna od lege na plosci. Tocke, ki so dlje od osi vrtenja, imajo vecjo hitrost,
zato bo tam sila upora najvecja, medtem ko pri tockah na osi vrtenja zra¢nega upora ni.
Hitrost tocke 7= (x,y, z) pri vrtenju okoli osi z je enaka

T=wx7=(0,0,w) x (2,9, 2) = (—wy, wz, 0).



Zanimajo nas samo toCke na plosc¢i S = {(z,y,2) € R*|2? + 2?2 < R? y = 0}, katerih
hitrost pa je enaka
U= (0,wz,0).

Gostoto sile lahko torej zapisemo v obliki
F = —kw’|z|é,.
Navor, ki ga ustvari sila na majhnem delcku plosce je enak
AN =7 x FdS = (z,y,2) x (0, —kw?z|z],0) dS = (kw?z|z|z,0, —kw?a?|z|) dS.

Skupni navor sile zra¢nega upora dobimo z integriranjem teh prispevkov po celi plosci.

Sledi
kw?z|z|z
N:// dﬁ:// 0 ds.
s S| —kw?z? ||

Vidimo, da je Ny = 0, iz simetrijskih razlogov pa sledi tudi N; = 0. Ostane nam Se:

N3 = —// kw?z?|z|,
S

21 R
= —kw? / dgb/ 3 cos? ¢| cos ¢|r dr,
0 0

kw2 RS z
= — WR/ZCOS?’(bd(ﬁ, u = sin ¢,

b s
2kw?R® [
=— w5 /(1—u2)du,
-1
8
= ——kw’R°.
5
Torej je navor na plosco, gledano v telesni bazi, enak N = —%kw2R5é’3.

(b) Hitrost vrtenja plosce lahko v telesni bazi zapiSemo v obliki &(t) = w(t)é3, vztrajnostni
tenzor pa je

imR?* 0 0
Jo=1 0 imR*> 0
0 0  imR?

Eulerjeva enacba:

Jiwy — w2w3(J2 - Js) = Nl,
Jows — wawi (J3 — J1) = Na,
Jsws — wiws(J1 — Jo) = N,

se poenostavi v diferencialno enacbo z locljivimi spremenljivkami

) 8
Jsw = —1—5kw2R5

10



_ SN _ __8kRS . .
za w = w(t). Ce piSemo A = —F7-, je:
d
Y2
w
1t
——| = At
wlo
1 1
==\
w(t)  wo
Od tod dobimo
wit) = —2 = 0
L= dwot 1+ 320y’
Po dovolj dolgem casu se plos¢a prakti¢no neha vrteti. [

(5) Na hrapavi vodoravni podlagi miruje homogena krogla z maso m in s polmerom R. Kroglo
udarimo tako, da je v zacetnem trenutku 7,(0) = (vp,0,0) in &'(0) = (wp,0,0). Krogla
nekaj c¢asa drsi po podlagi, nato pa se zacne kotaliti.

(a) Pokazi, da je med drsenjem krogle sila trenja konstantna.

(b) Izracunaj trajektorijo sredisca krogle med drsenjem.

Resitev: Kroglo udarimo tako, da ima na zacetku poleg translacijske hitrosti tezisca se
kotno hitrost okoli smeri zacetne hitrosti. Pri teh zacetnih pogojih bo krogla nekaj casa
drsela po podlagi tako, da bo njen tir parabola, nato pa se bo zacela kotaliti po premici.

zA

Dinamiko krogle bomo razstavili na gibanje tezisc¢a in pa na vrtenje krogle okrog tezisca.
Tokrat bo gibanje krogle lazje opisati v prostorski bazi. Gibanje dolocata Newtonov zakon
in pa zakon o vrtilni kolic¢ini:

mr, = F',

J/_C;—}»/_]\_]'/

*

Med drsenjem delujejo na kroglo sila podlage, sila teze in sila trenja:

s, -
F, = —mgk,
=/ —
n = mgk,
1
— v
dot
FtT‘ - _/’ng —y |7
Udot

11



kjer je p koeficient trenja med kroglo in podlago in @, , = 7+ x (— Rk) hitrost dotikalisca
krogle in podlage. K navoru glede na tezisce krogle prispeva le sila trenja, in sicer je navor
sile trenja enak N' = (—Rk) x F,.. Vztrajnostni tenzor krogle je veckratnik identitete
J, = JId, kjer je J = 2mR?, kar nam da:

mr = th

Ji' = (—Rk) x F,,.

Nas cilj je, da izra¢unamo, kako se giblje tezisce krogle 7, (t) = (2/(t), (), R) in kako se
spreminja kotna hitrost krogle &' (t). Zacetni pogoji so:

7,(0) = (0,0, R),
7.(0) = (vo,0,0),
'(0) = (wp, 0,0).

(a) Najprej bomo pokazali, da med drsenjem sila trenja ves ¢as kaze v isto smer. Iz
enakosti:

5 ]. ' m
FtT:—umg( )*’ MG (G (—RRY),

ot| ot’

1\ pumg (1 = R2
= _ F, kxF k
Hmg (’ﬁéot ) UdOt ‘vdot ( r J ( . tT) .

1\ umg (1 R*\ =
Hme (’ Uot ) Fdot | U0 ( J "

sledi, da je Ftr | F.. Od tod sklepamo, da je F, (t) || E..(0), ker pa je velikost sile trenja
konstantna, pa od tod sledi

/

F;/r(t) = Ftr(o)
(b) V zacetnem trenutku je hitrost dotikaliséa enaka
Tyor = (00,0,0) + (wp,0,0) x (0,0, —R) = (v, woR, 0),

kar pomeni, da med drsenjem na kroglo deluje sila

= ('Uo, WQR, O)
F’t'r = —umg D) 3 2 = _m(axaaya0)7
+wy R
kjer smo oznacili:
_ HgUo
Uy = —F 7,
VU3 + wiR?
_ gwolR?
Ay =

NOER I

Med drsenjem krogle po podlagi veljata enacbi:

— —

-
mr, = —magt — mayj,

J& = (=RE) x (—ma,7 = ma,J) = —mRa,i +mRa,]

12



7 upostevanjem zacetnih pogojev dobimo iz prve enacbe:

ﬁ(t):( Az, ay7 )7

(1) = (vo — agt, —ayt, 0),

7(t) = (vot — laxﬂ, —lath,R> ,
2 2

iz druge pa:
. b5a, da
Jt) = -=%,=—=,0
@) ( 2R’ 2R’ )
Sa,t da,t
—/ o _ Yy X
w(t)—(wg _2R7_2R’O>'

Krogla se bo zacela kotaliti, ko bo @, = 7, + & x (—Rk) = 0. Tako dobimo enacbo:

Sa,t 5am
(vo — ayt, —ay,t,0) + (wo — 2;’% SR’ O) x (0,0,—R) =0,

7 7
(vg — Eaxt,w()R — §ayt, 0) =0,

?ZI Ob tem casu bosta hitrost in kotna hitrost krogle:
: ) 2
7 (to) = | =vg, —=woR, 0
T’*( 0) (71}07 7w0 ; ) )

. 2 5Y)
w,<t0) = (7w0, 7RO )

Za case t < ty krogla drsi po paraboli, od casa ty dalje pa se kotali po premici s konstantno
hitrostjo tezisca in s konstantno kotno hitrostjo.

ki ima reSitev ty =

Y

kotaljenje
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