Mehanika 1

Sistem materialnih tock

(1) Opisi dinamiko zaprtega sistema tock z masama my in mso, med katerima deluje sila, ki
je odvisna samo od razdalje med tockama in kaze v smeri zveznice med tockama.

Resitev: Pri obravnavi sistema materialnih tock imamo na razpolago dva koordinatna
sistema. Sistemu, v katerem ponavadi opazujemo sistem tock in je ponavadi inercialen,
recemo laboratorijski koordinatni sistem in ga oznac¢imo z LKS. Najbolj nas seveda zanima
opis dogajanja v tem sistemu, racunsko pa je gibanje tock pogosto lazje opisati v tezisS¢nem
koordinatnem sistemu TKS. To je sistem, ki se giblje hkrati z masnim srediS¢em sistema
tock in je orientiran enako kot LKS. Dogovorimo se, da bomo vektorjem glede na LKS
dodali indeks L, glede na TKS pa indeks T.

Gibanje sistema dveh tock lahko razdelimo na gibanje tezisca in pa na relativno gibanje
prve tocke glede na drugo tocko. Naj bosta 777, in 7, polozaja obeh tock, gledano v LKS.
Polozaj tezisca sistema tock je v LKS potem enak

my mo

Ther = ™+ a1,
mq + mo mq + ™Mo
njegova hitrost pa je
S ma S ma S
Uyl = v + Vor.
mi + ma my + Mo

Ce opazujemo polozaj prve tocke v TKS, pa je

mo

Fir =T = Tar, = (M2 — Tar).

m1+m2

Oznacimo sedaj z ¥ = 71, — 7oy, relativni polozaj prve tocke glede na drugo tocko. Potem
lahko polozaja obeh tock glede na tezisce izrazimo z vektorjema:

ma

mr=nrrp —T«=—"_7T,
ma +m2
Tor =Top — T« = ———T.
mi + Mo
Od tod sledi:
= o = = ma o
7L = Tap + 710 = Tap, + —— T,
my +m2
N - - - my N
Tor =Ts«p +Top = Thp — —— T
mq +m2



Polozaj tock smo torej izrazili s polozajem tezisc¢a in relativnim polozajem.

Privzeli smo, da na tocki ne delujejo nobene zunanje sile, zato se skupna gibalna koli¢ina
sistema ohranja, kar pa pomeni, da se tezisce sistema giblje po premici s konstantno
hitrostjo s predpisom

Ter(t) = T, (0) + Ve, (0)t.

Za dolocitev gibanja obeh tock je torej dovolj izracunati, kako se prva tocka giblje glede
na drugo tocko. Nas cilj bo sedaj, da nekaj povemo o funkeiji 7= 7(t).

Diferencialno enacbo, ki dolo¢a 7(t), bomo dobili iz 2. Newtonovega zakona. Privzeli smo,
da tocki delujeta ena na drugo s silo, ki je odvisna samo od medsebojne razdalje in ki
kaze v smeri zveznice med obema tockama. Iz 3. Newtonovega zakona pa nato sledi Se,
da sta si te dve sili nasprotno enaki. Tako dobimo:

mﬂ_" 1L — F (7“ )

m27‘:.’2L = —F(T) .

Ce ti dve enacbhi delimo z ustreznima masama in nato odstejemo, pridemo do enacbe:

L 11 )
Ty —Top = | — +— | F(r)7,
my o M2
mimsg - 7
—7 = F(r)..
mi + Mo
Koeficientu p = ﬂfgz reCemo reducirana masa sistema tock. Ce je medsebojna sila F'

dana s potencialom V', smo dinamiko sistema dveh tock tako prevedli na gibanje tocke z
maso p pod vplivom centralne sile F'. Il

(2) Materialni tocki z masama m; in m; se gibljeta pod vplivom gravitacijske sile F'(r) = — .
Privzemimo, da se tocka z maso m; giblje proti tocki z maso my z velike oddaljenosti s
hitrostjo v in z vpadnim parametrom d. Izracunaj kot med zacetno in konc¢no relativno
hitrostjo prve tocke glede na drugo tocko.

Resitev: Privzeli bomo, da se prva tocka priblizuje drugi tocki z velike oddaljenosti s
hitrostjo v, po premici, ki je od druge tocke oddaljena za d. Matemati¢no lahko to
strnemo v naslednje zacetne pogoje:

[z nasega znanja o gibanju tocke v polju centralne sile vemo, da velja

1
o + Vialr) = E.

l2

kjer je Veg(r) = —1 + 57 Konstanti gibanja E in [ lahko izlus¢imo iz 'zacetnih pogojev’
pri t — —oo. V tej limiti ima namre¢ tocka samo kineti¢no energijo, njena hitrost pa je



— Vool Od tod dobimo, da je:

1
E = —w?
2/"L,UOO’
[ = pdvse.

Ce analiziramo graf efektivnega potenciala, vidimo, da bo gibanje prve tocke glede na
drugo tocko neomejeno.
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Mmin r

Na zacetku se bosta obe tocki priblizevali ena drugi, v pericentru bo njuna medsebojna
oddaljenost minimalna, nato pa se bosta zaceli ena od druge oddaljevati. Iz splosne teorije
o gibanju tocke v polju centralne sile vemo Se, da bo tir prve tocke simetri¢en glede na
pericenter.

V nadaljevanju bo nas cilj izracunati kot med zacetno in koncno relativno hitrostjo prve
tocke glede na drugo tocko.

Zaradi simetricnosti tira je

0=2¢—m,

kar pomeni, da je dovolj izracunati kot ¢. Pri tem si bomo pomagali s formulo, ki nam
pove, kaksen polarni kot opise tocka, ki se giblje po tiru od tocke na tiru, ki ustreza
razdalji r1, do tocke na tiru, ki ustreza razdalji ro od centra sile

"2 Ldr
A¢p = sgn(T) / :
o 1320(E = Veriir))

V nasem primeru bomo vzeli r; = 00, 79 = T, Ker se tocka na zacetku priblizuje centru
sile, pa je sgn(r) = —1. Racunajmo

T'min ldr 1 &0 ldr
-

\/ r wr




Uvedimo sedaj novo spremenljivko u = % Sledi du = —f—;" in

1
"m

du

1 0 ldu in
\/E+7u— %uQ

% 7

b=

"m:

Ce upostevamo e, da za a < 0 in D = b%> — 4ac > 0 velja

/ dx 1 aresi (2am+b) Lo
= — resin [ ——— ,
vax?+bx +c v—a VD

dobimo:
1 12 P 1‘
l Tmin du l 1 . _Eu + ’y —
¢:_2 —= =" = arcsin | ———— ;
VH Jo \/E+’yu—é—uu2 Vet ,/é—u ,/72+% 0
2 —
. ;u —_— ")/ min
= arcsin =
2 2F1
v+ 0
s v . oo o s 12
Zveza med energijo tocke in minimalno razdaljo je enaka E = Vig(rpm,) = —% BT

Od tod lahko izpeljemo, da je izraz v zgornjem oklepaju pri u = —— enak 1. Sledi

— 1
v = T + arcsin

[ o | 2E2 2 /1| 2E2
v 7 1+ py?
Ce izrazimo rezultat v odvisnosti od zacetne hitrosti v in vpadnega parametra d, dobimo

21  pwl (pdvus)?

¢ = arcsin 1 — arcsin

= (pdv2,)?
2 v
oziroma
s . 1
¢ = — + arcsin
2 . o2 2
+ (%)
Od tod sledi
) 1
0 = 2 arcsin =.
pdvd,
1+ ( : )

Ce je parameter % velik, je 6 ~ 0, kar pomeni, da se tir to¢ke le malo ukrivi. Ce pa je

dv? . . . v v. v .
parameter % majhen, je # =~ 7, kar pomeni, da prva tocka zaobkrozi drugo tocko in se
zacne vracati nazaj, od koder je prisla.

Ta pojav se uporablja za spreminjanje smeri leta in pa pospesevanje satelitov.



Denimo, da se satelit in planet premikata s hitrostima v in voy, ki kazeta v priblizno
nasprotnih smereh. Privzeli bomo, da je masa satelita zanemarljiva v primerjavi z maso
planeta, kar pomeni, da je vy, &~ ¥,r. Za relativno hitrost satelita glede na planet potem
velja

U(zacetna) ~ Uy (zaCetna) — U, .

Ko satelit obkrozi planet, se zacne od njega oddaljevati z enako relativno hitrostjo, kar
pomeni, da je hitrost satelita enaka

UlL(konéna) ~ ﬁ*L — U(zaéetna) = —171L + 2772L'

Kot vidimo, se satelitu obrne smer hitrosti, hitrost pa se poveca za dvakratnik hitrosti
planeta.

Opomba: Podobno obravnavamo tudi primer elektricne odbojne sile F'(r) = % za o > 0.
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Relativni tir druge tocke glede na prvo bo spet hiperbola, le da se bo tokrat prva tocka
ukrivila v drugo smer.

pericenter
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Zaradi simetri¢nosti tira je sedaj
0=m—20¢,
kjer je
b= /T"‘i“ Ldr 1 > Ldr
oo T2 \/Qlu’(E - ‘/;H(T)) Vv 2# Tmin 7’2 E — % - 21227.2
Ce uvedemo novo spremenljivko u = %, sledi du = —% in
B / l du 1 [ du
V2 \/E—au V21 Jo \/E—Ozu—%u2



Na podoben nacin kot prej lahko izracunamo, da je

1

1+ (—“‘“’@)2.

[e7

¢ = arc cos

Poglejmo si dva limitna primera.

us

1) Ce je parameter % velik, je ¢ ~ 7 in 0 ~ 0. V primeru, ko je torej vpadni parameter
d velik, ali pa medsebojna sila (ki je odvisna od «)) majhna, se tir tocke le malo ukrivi.

Ve M
p
2) Ce pa je parameter % majhen, je ¢ =~ 0 in # ~ w. V primeru, ko bi morali tocki
skoraj celno trciti, ali pa je medsebojna sila zelo velika, se prva tocka odbije nazaj.



