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Resitve 2. izpita iz Analize 1

Naj bo f: R — R funkcija in a € R. Ce obstaja zaporedje realnih stevil (ay,), ki

konvergira k a in velja lim f(a,) = f(a), je funkcija f zvezna v tocki a.
n—oo
Zvezna funkcija f : (0,1) — R je enakomerno zvezna.

Naj bo f : [0,1] — R integrabilna funkcija. Potem je funkcija F' : (0,1) — R,
definirana s predpisom F(z) = [ f(t) dt, odvedljiva.

Vsako omejeno zaporedje realnih stevil je konvergentno.
Enacba 2° = i ima 5 razlicnih kompleksnih resitev.

o
Denimo, da ima poten¢na vrsta Y a,z" konvergenéni polmer R in da je funkcija

n=
f njena vsota na intervalu (—R, R). Potem poten¢na vrsta na intervalu (—R, R)
enakomerno konvergira k funkciji f.

oo 20t
y/ k z € R velj kost sinx = —1)" .
a vsak x velja enakost sin x HZ:%( ) 1

Mnozici N in Q x Q sta ekvipolentni.

Ce zvezno odvedljiva funkcija f : R — R ni injektivna, ima vsaj eno stacionarno

tocko.

V poljubnem metri¢nem prostoru (M, d) je unija poljubne druzine odprtih podmnozic

M spet odprta podmnozica M.



(2) (a) Odsek krivulje y = sinz za = € [0, 7| zavrtimo okrog abscisne osi. Izra¢unaj povrsino
nastale vrtenine.
(b) Obravnavaj konvergenco integrala

*  Inz

—— dux.
1 vz —1

Regitev: (a) Z uporabo formule za povrsino vrtenin dobimo, da je povrsina enaka
P = 27r/ sinxv1 + cos? x dx.
0
Najprej uvedimo novo spremenljivko ¢ = cos x, da dobimo

1 1
P:27r/ \/1+t2dt:47r/ V14 t2dt.
—1 0

Ta integral lahko sedaj izracunamo z uporabo algoritma za integriranje iracionalnih funkcij,
lahko pa tudi z uporabo hiperboli¢nih funkcij. Z uvedbo nove spremenljivke ¢ = shu do-
bimo

1 arsh 1 arsh 1
h 2 1
P:47T/ \/1+t2dt:47r/ ch2udu:47r/ ﬁdu,
0 0 0
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u - 2u
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= 2marsh 1+ wsh(2arsh1).
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Ta rezultat lahko izrazimo tudi v obliki

P =2rIn(1+ v?2) + 27V2.

(b) Funkcija f(z) = - {,,2367_1 je zvezna na intervalu (1,00), zato moramo obravnavati

konvergenco integrala

*  Inz

———dx,
1 zva?—1
ko gre x — 1 in x — oc.
x — 1: Ceprav funkcija f ni definirana v tocki z = 1, pa ima v tej tocki limito
. Inz Inz Inz 1 i
lim

1
e R T : = 35 lIm o—= = o= lim -—*——
eslgya? — 1 e=2layr+ 1Yo —1 Y21z —1 21 3z — 1)73

Od tod sledi, da integral konvergira pri x — 1.

=0.

xr — oo: Za obravnavo konvergence v neskoncnosti, lahko najprej ocenimo, da za velike x
velja
Inx Inx




Ce upostevamo, da logaritemska funkcija naraséa zelo pocasi, lahko ugotovimo, da gre
funkcija proti ni¢ malce pocasneje kot funkcija -, kar pomeni, da integral konvergira.
x3

Formalno lahko to dokazemo z zapisom

Vvzlnz
Inz e
a2 =1 xs
Z L’Hospitalovim pravilom lahko pokazemo, da ima funkcija g(z) = % limito L = 0
pri x — oco. Ker je s = % > 1, integral konvergira pri x — oo.
Od tod sledi, da integral konvergira. O]

Formula za povrsino vrtenine.
Uvedba nove spremenljivke ¢t = cosz.

[zracun integrala iracionalne funkcije.

Ugotovitev, da ima funkcija limito pri z = 1.

]
]
]
| Povrsina.
]
| Dokaz, da integral konvergira pri  — co.
]

Sklep, da integral konvergira.



(3) V kroglo s polmerom R vértamo kvader, katerega osnovna ploskev ima obliko kvadrata.
Izmed vseh taksnih kvadrov poiséi tistega, ki ima najvecjo prostornino.

Resitev: Ce kvader vértamo v kroglo, bo njegova telesna diagonala lezala na premeru
krogle. Ker je osnovna ploskev kvadra kvadrat, imajo njegove stranice dolzine a, a in b,
zato z uporabo Pitagorovega izreka pridemo do enakosti

(2R)* = a* +a* +b* = 2a* + b°.

Iz te enakosti lahko izrazimo

b=+vV4R? — 2a?,

kar pomeni, da je prostornina kvadra enaka
V(a) = a®b = a®>V4R? — 2a2.

Funkcija V je definirana za a € [0, v/2R], mi pa i¢emo njen maksimum na tem intervalu.
Odvod funkcije V' je enak

2a®
V'(a) = 2aV4R?2 — 202 — ——— .
(a) VAR? — 2a2

Odvod bo enak ni¢, ko bo:

3
VIR 20— — 22,

4R? — 2a?
2
R 20 = ——
V4R? — 2a?
AR* - 2a* = a?,
4
— /=R
““Vs

Levo od te tocke je odvod pozitiven, desno od nje pa negativen, zato ima funkcija V

maksimum v tocki a = \/gR. Vértan kvader z najvecjo prostornino je torej tisti, katerega

osnovna ploskev ima stranico dolzine a\/gR. [l



(4) Dana je potencna vrsta

(a) Dolo¢i obmocje konvergence potenéne vrste.

(b) Izracunaj vsoto potenéne vrste.

Regitev: (a) Poten¢na vrsta ima sredisce v tocki a = 0, koeficienti pa so a, = %
Konvergencni polmer vrste je torej enak

(n+1)(n+2)
oniz ) 1 2
n=00 |Apyy | oo TS n—oo (n 4 2)(n + 3)

Od tod sklepamo, da vrsta konvergira na intervalu I = (—2,2), v robnih tockah pa velja:

o0

n +n . . .
T =2~ Z S = iZ(nQ +n) = oo = vrsta divergira pri x = 2,
n=1
e} o0
n°+n
-x:—2w2% :i (n* +n)(—1)""" = vrsta divergira pri z = —2.
n=1 n=1

Vrsta torej konvergira na intervalu (—2,2).

(b) Definirajmo za x € (—2,2) funkcijo

[e's]
=y ) e
2n+1

n=1

Izracunali jo bomo z dvakratnim integriranjem. Nedoloceni integral funkcije f je
(n +1) »
/ f(t)dt = TR

Ce sedaj funkcijo F' Se enkrat integriramo, dobimo

n+1

R > SR RO ST

V tem izrazu prepoznamo vsoto geometrijske vrste, kar pomeni, da je

r z\2 1 1 T
rou- (G -4
/O(t)dt 2) "1-z 22—

7 odvajanjem sedaj dobimo

n



- [5] Izracun konvergencénega polmera vrste.

- [2] Po tocka za obravnavo konvergence vrste v robnih tockah intervala.

. [1

. [5
[
[

- [4] Uporaba formule za vsoto geometrijske vrste.

]

]

| Obmocje konvergence vrste.

| Dvakratno integriranje vrste po ¢lenih.
]
]

-13] Odvajanje in vsota vrste.



(5) Na mnozico R? s koordinatnim izhodiscem O = (0,0) vpeljemo metriko d s predpisom

(T, Ty) = dy (T, T3) : tocki T7 in T5 lezita na istem poltraku z zacetkom v O,
br2) = dQ(Tlv O) + dQ(Oa T2> ; SiCeI’,

kjer je dy evklidska metrika na R2.

(a) Ugotovi, ali je mnozica A = {(z,0) € R?|x > 0} odprta oziroma zaprta podmnozica
metricnega prostora (R?, d).

(b) Obravnavaj zveznost preslikav Id : (R?, d) — (R?,dy) in Id : (R?,dy) — (R?,d).

Resitev: (a) Najprej bomo pokazali, da je mnozica A odprta. Torej moramo za poljubno
tocko (r,0) € A najti tak ¢ > 0, da bo K((x,0),¢) C A. Ker je mnozica A poltrak
z zacetkom v O, za poljubno tocko T" € A€ velja d((x,0),T) > dy((z,0),0) = z. Ce
vzamemo € = ¢, bo torej veljalo K((x,0),¢€) C A.
Da bi dokazali, da mnozica A ni zaprta, pa lahko opazimo, da krogle s sredis¢em v O
v metriki d sovpadajo s kroglami v evklidski metriki. Od tod sledi, da vsaka krogla s
sredis¢em v O seka mnozico A. Ker O ¢ A, torej mnozica A ni zaprta.
(b) Najprej pokazimo, da je preslikava Id : (R?,d) — (R?,dy) zvezna. To sledi iz dejstva,
da je

do(Th, Tp) < d(Ty, T3)
za vsaka Ty, T, € R?. Pri danem e je torej dober kar § = .
Po drugi strani pa preslikava Id : (R? dy) — (R? d) ni zvezna. Vzemimo na primer
zaporedje tock T, = (z, %) za nek x > 0. V evklidski metriki to zaporedje tock konvergira
k tocki T = (x,0). Ce bi bila Id : (R?,dy) — (R?,d) zvezna preslikava, bi moralo to
zaporedje konvergirati tudi v metriki d. To pa ni res, saj je

d(T,,T) = do(T;,, 0) + do(O0,T) = \[22 + & + 2 > 2x.

- |5] Utemeljitev, da je mnozica A odprta.
Utemeljitev, da mnozica A ni zaprta.

]
- [5] Utemeljitev, da je Id : (RQ, d) — (RQ, dy) zvezna preslikava.
]

[
[
[
-[5] Utemeljitev, da preslikava Id : (R?,dy) — (R?, d) ni zvezna.



