Matemati¢na kartografija
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e Zemlja je bila za nekatere okrogla Ze v Antiki
- Tales iz Mileta (6. st. pr.n.st.): gnomonska projekcija
- Klavdij Ptolomej (2. st.): stozcasta projekcija

http:/lwww.politicaexterior.co/articulos/libros-4/historia-del-mu

ndo-en-12-mapas/
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e Orontius Finaeus (1531): psevdokoni¢na projekcija.

3/42



e Gerardus Mercator (1569): cilindri¢na projekcija.

https Jlen. W|k|pe|aorg/W|k|/Mercator 1569 world _map



O nezmoznosti preslikave krogle na ravnino brez popacenj

e Carl Friedrich Gauss: “Theorema Egregium” (1827) (omembe vreden
teorem)

Gaussova ukrivljenost: K =K; K>
K1 in K> sta glavni (principal)
ukrivljenosti. K se ne
spremeni z upogibanjem
ploskve. Spremeni se
lahko samo z deformacijo
(raztegovanje, krcenje,
popacenje kotov).

K=1/R; - (-1/Ry)



e Posledica: povrsine krogle ali dela krogelne povrsine ne moremo
preslikati na valj ali stozec ali ravnino brez deformacij.

e Matemati¢na kartografija: Studij geometrijskih preslikav elementov s
povrsine krogle ali elipsoida (K>0) na ploskev valja, stozca ali
ravnine (K=0).
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e Zanimivost: rotacijski hiperboloid je mo¢ sestaviti iz premic.

Armirano-betonska rebra hladilnega stolpa termoelektrarne Sostanj
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Poimenovanje

o Sferoid
polosi: a, a, ¢=0,9967 a

05

0o

05

1.0
Na sliki: ¢ =0,5 aDs

e Geoid
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Geografska Sirina [°]

R ... radij elipsoida, R(¢=0°)=6378,1 km =a, R(¢=90°)=6356,8 km =c¢
M ... radij meridiana (poldnevnika)

N ... radij prve (prime) vertikale

r ... radij paralele (vzporednika)
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2_.2
az '’

a(l—e?) a

= N =
(1—e? sin2<p)3/2 (1—e? sinch)l/z

e ... ekscentricnost elipsoida, e = e =0,081082

M

Rk ... radij krogle s povr$ino, enaka elipsoidni:

eZ
R, = a<1 - ?) = 6371.0 km
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e Oznake

¢ ... geografska Sirina (latitude)

A ... geografska dolzina
(longitude)

vzporednik (parallel)
poldnevnik (meridian)

1 minuta geografske $irine popise lok dolzine 1 navti¢ne milje (1852 m)
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Deformacije pri preslikavi s krogle na ravnino

@+d§ Y

A A+dA

A Elipsoid g/ Ravnina projekcije

» Naloga matemati¢ne kartografije:
x=fi(o,A), y="fAe.1)
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e Linearna deformacija diin in linearni modul | (t.j. merilo):

ds' —ds ds’
diin = ds  ds
kjer je I:
1?2 = icos a +ism 2a +£sm a
M? Mr r2
o ... azimut;
2 2
N )
010 010 FP) 61 dp or’ oA oA
rdA
tana = M dg
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Anizotropija: diin=diin(ct) in 1=1(cx)
V smereh poldnevnika in vzporednika je linearni modul (merilo):

l(a=0°)=g=m, l(a=90°)=£=n
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e Deformacija povrsin dp in modul povrsin p:

e Deformacija kotov dx: k=a'-a
, Er F
cota = Wcota + ﬁ
dx dy 0xdy
“0paA 9idg
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e Tissotova indikatrisa (elipsa deformacij) (1859)

Infinitezimalno majhne
(povecane na sliki).

Na elipsoidu so vse /, ¢
indikatrise kroZnice
radija 1.
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e Kaj prikazuje Tissotova indikatrisa?

Ce indikatrisa ostane kroznica: linearne deformacije v vseh smereh
enake. Velikost kroznice pomeni merilo.

Primer: Mercatorjeva
projekcija.




Indikatrisa je elipsa: neenake linearne deformacije v razli¢nih
smereh. Polosi elips: merilo

Primer: kvadratna cilindri¢na projekcija (equirectangular proj.)
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Tipi projekcij glede na projekcijsko povrsino

e Cilindri¢ne projekcije

1>

N
5, |
B s

s .
5

et
TR

i

£ |

o P A




» Konusne projekcije
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e Azimutne projekcije
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o Nekatere azimutne projekcije

Near-side general perspective Far-side general perspective

Orthographic ~at GEO MEO (GPS) LEO (ISS) Gnomonic Stereographic Twilight (Clarke)  La Hire
infinity 562RE  3.17RE 0.05RE -1RE -2RE -24RE -2.7071..RE
: t \ =
o~

90°N

Lambert
azimuthal o
equal-area /
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Kjasifikacija projekcij glede na preslikavo

e Konformne — istokotne projekcije

| zl(a), lI=m=n, Lokalno se oblika ohrani, veliki objekti
a=a (celine, otoki, drzave) so distordirani.

Iz enacébe na str. 15:
Er _ 4

E F .
cota’ = —cota + —, kerao=a', F=0, —=
MH H MH

Cauchy- Riemannovi diferencialni enacbi sta potreben in zadosten pogoj
za konformno preslikavo.

— =4

@
Sh
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e Ekvivalentne — istopovrsinske projekcije

Tissotovi indikatrisi (kroznica in elipsa)
imata enako povr§ino.

p=mnsing =1

« Ekvidistantne projekcije

Linearni modul je konstanten, vendar samo v eni smeri, obi¢ajno m=1.
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Mercatorjeva projekcija

e Cilindri¢na, pokonéna, konformna preslikava

70°

o

40°
20°

b

20°

4
70°

© 2010 EB, Inc.

y=f(pA) = y=ki, y=y(p), oylor=k, 0ylop=0

X=f(p)) = x=x(¢), x#X(A), oxIoOL=0, oxlop="

26/42



dx\? z 0x x> Iy\*
= |— = — = - =k2 G=k
E (6(,0) +<a§2 oVE=5, G (aﬁ +(a,1> VG

Ker je x funkcija ene same spremenljivke ¢, namesto ox/0p pisemo dx/d¢.

Iz skice nastr. 9: r =N cos(op)

_VE _ 1dx _k
=M T Mde T

Konformna preslikava: m = n

1 dx _ k
Mde ~ N cosg
dy = M(p)dep
= f—r? "
N (@) cosp
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Rezultat integracije (pri upostevanju k=a, ter robnega pogoja ¢=0, x=0):

e Preslikava z elipsoida na valj (a ... polos, e ... ekscenti¢nost):

y=al

x=a {ln [tan (45° + %)] —eln [tan (450 + %)]}

Y = arc sin(e sin @)

@ Preslikava s krogle na valj (a=Ry, =0, A v rad.):
y = Rk A

x =Ry In [tan (450 + g)]
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e Uporaba: navigacija: plutje po konstantnem kursu - loksodromi

rdece: loksodroma o, S
. . F ;ﬂ@ﬁ@ . P %
zeleno: najkrajsa S SR 4 bRy .
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e Loksodroma (rhumb line)

Na globusu (e ... osnova naravnih logaritmov):
%
0 T\ — 5,4 cota
tan (45 + 2) e
Na karti:
Y2 —y1 =tana (x; — x1)

Dolzina loksodrome (¢ [rad]):
Sis = R seca (9, — ¢1)




« Ortodroma oz. geodetka (great circle)

Dolzina ortodrome: s,;q = Ry Ao , Ao [rad] ... sredi$¢ni kot

Adg AN
Ao =2 afﬂSiﬂJSiﬂz (—$) + cos ¢y - cos ¢y - sin’ (T)

2
ali

\/(cos Oo - s'm(AA))2 + (cos ¢, - sin ¢y — sin ¢y - cos ¢y - cos(AA))2
Sin ¢y - sin @ + cos @y - cos Py - cos(AN) '

Ao = arctan

ali
z uporabo vektorske algebre (skalarni produkt, vektorski produkt).
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« Uporaba: Google maps, ipd.

. Openstreetmap ] v | ewon | O Tracen Uner s Copyigpt buip Aot | Ligm | Sgmle

OpsaSiwntins & 3 map of the wo, <rvtnd by
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PreCna Mercatorjeva projekcija

e Cilindri¢na, vodoravna, konformna preslikava

Natanéna v obmoc¢ju okoli
srednjega meridiana

33/42



Univerzalna preCna Mercatorjeva projekcija
e Universal Transverse Mercator (UTM).
e Splos$no uporabljan sistem (tudi Google Earth).

e Oblika Zemlje povzeta po World Geodetic System (WGS 84)
(uporablja ga GPS).

e 60 cilindri¢nih, sekantnih, vodoravnih, konformnih preslikav.

e Preslikava z WGS 84 direktno v N (northing) - E (easting)
koordinatni prostor.

e Dokaj zahtevna preslikava (vrste, hiperboli¢ne funkcije, ...), glej:
https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_Transverse_Mercator_coordinate_system

N = fu(@, 1, h0,a,b,ko,No) ; E = f1(,h,h0,8,0,k0,E0)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_Transverse_Mercator_coordinate_system

e Cilinder seka elipsoid (pretirano na sliki spodaj)

skal.fakt.<1 obmogje

uporabnosti
skal.fakt.<1,001

presek elipsoida in srednji meridian
valja, skal.fakt.=1 UTM: skal.fakt.=0,9996 = k,

Opomba: ko (skalirni faktor) = I (linerani modul)
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e 60 sekantnih projekcij po obsegu
ekvatorja

|
|
I
I
| Central Meridian
| bisecting zone is
|
|
|
A 4

Eo =500 km, orsginof casting of 500.000m.
No = 0 km za severno poloblo, s I
No = 10000 km za juzno poloblo.

northing value of

Om for North Hemisphere
and 10,000,000m for
South Hemisphere

I
|
|
|
: 80°S
|

|

| 6" |
Approximately
600,000m at equator

Meridianski pas
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e 20 vzporedniskih pasov po poldnevniku: od C do X

Googleearth
C

Image Landsat

33 T 515867.13 m V 51500 nadmorska vigina nad terenom opazovalca 11931.63 km O



Gauld-Krugerjeva projekcija
e Kriiger 1912, predhodnik UTM sistema.

e Referencna ploskev je lokalno orientiran Besselov elipsoid
(Bessel 1841).

e V uporabi v Sloveniji (iz SRFJ: D48) (tudi v D, A, ex-YU, TR,
FIN).

e Pasovi $irine 3°.
- konformna projekcija,
- srednji poldnevnik je narisan kot premica,
- najvecja linearna deformacija 0,0001 (1dm/1km),
| = ko=0.9999,
- oznake meridianskih pasov: Ao/3° za Slovenijo 15°/3° = 5.
Primer: Zagorje ob Savi: x =5 110000 m, y =5 500 000 m
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e Primerjava z UTM:
- najvecja linearna deformacija je v UTM vecja,

- vnasih krajih je razlika med sistemoma v smeri V-Z 325-405 m,
v smeri S-J pa 1020-1080 m.

e Zahtevni izracuni pretvorbe med sistemoma.
- uporaba aplikacij, npr.: http://www.mkx.si/geoconv/ (jan. 2022)
ali http://www2.arnes.si/~gljsentvid10/krugeoz3.htm (jan. 2022)
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http://www.mkx.si/geoconv/
http://www2.arnes.si/~gljsentvid10/krugeoz3.htm

Kartografija v Sloveniji
e Zapuscina 3 drzav, integracijav EU in NATO.
e Trenutno stanje:

- GauB-Kriigerjeva projekcija podrobnih kart do merila
1:250 000,

- Lambertova konformna konusna projekcija (1: 500 000 in
1:1 000 000). Uporaba tudi v civilnem letalstvu,

- Mercatorjeva projekcija na pomorskih kartah,

- UTM sistem natisnjen preko GauB3-Kriigerjevih projekcij
(tudi NATO).
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