SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 2. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Lahko pisete s svin¢énikom.

10. julij 2015

1. Nek student se je odlo¢il da bo zacel varcevati. Njegovo zacetno stanje (ob ¢asu nic)
na varc¢evalnem rac¢unu je ni¢. Ob prihodnih ¢asih homogenega Poissonovega procesa
N z intenziteto A = 2/mesec dobi od svojih star§ev Zepnino (vsaki¢ vsaj 100 EUR),
od katere @ = 100 EUR vendarle odmakne, in polozi na varcevalni ra¢un (preostalo
pa potrosi). Na var¢evalnem rac¢unu se denar obrestuje s konstantno zvezno obrestno
mero r = 0.2/mesec. Drugih prihodkov (na varcevalni ra¢un) Student nima, denarja z
varc¢evalnega rac¢una (do nadaljnega) ne dviguje.

(a) (10 tock) S koliksno verjetnostjo bo Student v naslednjih ¢y = 2 mesecih prejel
zepnino najvec trikrat, vendar vsaj enkrat? S kolikSno verjetnostjo pa v tem istem
obobju sploh ne bo nobenkrat prejel Zepnine?

(b) (15 tock) Dolo¢i matemati¢no upanje stanja na var¢evalnem racunu Studenta po
t; = 1 letu.

(Obnovimo zvezno obrestovanje (pri konstantni zvezni obrestni meri r): znesek Z €
[0,00) naraste v Casovnem intervalu A € [0,00) (intervalu ¢asa znotraj katerega je
znesek na racunu) na Ze™.)

Resitev. (). Pois(Ato)({1,2,3}) = e M (Ato+(Mg)?/2+(At)?/6). Pois(Atg)({0}) =
e Mo, (@ Naj bodo (SZ)Z>1 kot obicajno prihodni ¢asi N-ja. Stanje na racunu ob
Gasu ty: W = 301 qer=5)  Sledi:
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kjer smo upostevali (med drugim) lastnost vrstilnih statistik.

2. Naj bo N homogen Poissonov proces z intenziteto A € (0, 00).
(a) (13 totk) Doloci E[N?] (zat > 0). Pokazi, da je proces ((IN;—At)*—\t);>¢ martingal
(glede na naravno filtracijo 7 procesa N).
(b) (12 tock) Naj bo e § € R. Dolo¢i E[e?™] (za t > 0). Pokazi da je tudi proces
(efNe=2t(e=1)y o martingal (glede na naravno filtracijo FV procesa N).
(FY = o(Ns, s €10,1]), t € [0,00).) Namig: V tocki (a)), oz. (b)), bo smiselno dolo¢iti
(za 0 < s < t < 00) pogojno upanje E[(N; — At)2 — M|FN], oz. E[efNe—M("=1)| FN],



Resitev. Naj bo N homogen Poissonov proces z intenziteto A € (0,00) glede na
filtracijo F = (F;)¢>0 (lahko vzamemo naravno filtracijo). Merljivosti so neposredno
razvidne. @ Integrabilnost je jasna, ker ima Poissonova porazdelitev kon¢en drugi
moment: E[N?] = M + (M)?, ¢t € [0,00). Ra¢unamo (upostevamo da je Ny Fi-
merljiva): E[(Ny — M)2/F] = E[(N, - Ny + N, — M2/ F] = E[(N, — No2F] +2(N, -
AE[N; — N | Fs]+ (Ns—Mt)?, s.g. 1z N;— Ny ~ Pois(A(t—s)) in neodvisnosti N; — N,
od F, dobimo E[(N; — N,)?|F,] = (A(t — 5))2 + A(t — s) ter E[N; — N,|Fs] = A(t — s)
s.g.; torej E[(N; — At)? — M| Fs] = (At —9))2 + At — ) + 2(Ns — M)A(t — s) + (N5 —
M2 — At = (N; — As)? — As s.g. (). Velja Ee®M = S~ (’\,:,) Pkt = Ai(e’=1)
ON¢— At(e9—1)|]_—s]

t € [0,00), v posebnem imamo integrabilnost. Koné¢no je s.g. Ele
GGNSf)\t(eefl)E[ee(Nths) ]_-S] _ €0NS€)\(ft+tfs)(erl) _ 60N57,\s(e971)'

3. Dan je Poissonov proces N s funkcijo intenzitete p(t) = 7, t € [0, 00).
(a) (13 tock) Zat > 1, ter n € Ny, dolo¢i P(N; = n).

(b) (12 toc¢k) Dolo¢i se porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke No, := lim;,o, Ny Al je
Ny < 0 s.8.7

Resitev. N, ~ Pois([] 25ds), torej P(N, = n) = B2 o=(2-1/%) Naprej je po
dominirani konvergenci P(Ny = n) = Z;¢72, se pravi N ~ Pois(2), in v posebnem
Ny < 0 s8.8.

4. Naj bodo (7;)ien n.e. — s porazdelitveno funkcijo F' — p. slucajne spremenljivke z
vrednostmi v [0, 00), kon¢énim upanjem p := ET} < oo, F(0) < 1; S, = > T3,
n € Ny, ter Ny :=>" _1(S, <t), t €]0,00), pripadajoci prenovitveni proces.

(a) (13 tock) Pokazi da je za t € [0,00), E[NV}] — £ = % — 1, kjer je E; = Sn,41 — ¢

neN

1%
presezek procesa N ob casu t. Razlozi Se zakaj je p > 0! Namig: Waldova

identiteta za Cas ustavljanja N; + 1 (glede na katero filtracijo (ze)!?).
(b) (12 tock) Sklepaj, da je liminf; (E[Nt] — i) > —1. Najdi primer prenovitve-

nega procesa pri katerem je liminf, (E[Nt] -)=-1

Resitev. . Ker je N; 4+ 1 cas ustavljanja glede na naravno filtracijo zaporedja
(T3)ien (namre¢ {N; +1 < n} = {N; < n} = QO\{V; > n} = Q\{S, < t} €

o(Ty,...,T,), n € Ny), in so (T});en e.p. nenegativne sluc¢ajne spremenljivke, T;,4
neodvisna od o(Ty, ..., T;), i € N, sledi iz Waldove identitete: E[S.N"T;] = E[N, +
1E[T] = (E[Ny] + 1)p. Po drugi strani je E[>. ' T}] = ESy,41 = EE, +t, od koder

z malo preurejanja takoj rezultat (u > 0, ker je F'(0) < 1, in torej 77 > 0 s pozitivno
verjetnostjo). (@ Prva izjava sledi iz E; > 0, ko vzamemo lim inf na obeh straneh
enakosti iz @ Za iskani primer, fiksirajmo a € (0,00), in naj bo T; = a za vsak
i € N. Tedaj je N, = |t/al, t € [0,00), 1 = a, in je liminf, s (E[Nt] - 5) "
ker je lim, (L@J — @) = —1 za vsak k € N (pri poljubno velikih ¢-jih, smo
poljubno blizu —1 s to razliko).




