SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 3. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Lahko pisete s svin¢énikom.

31. avgust 2015

1. Naj bo (T;)ien zaporedje n.e.p. slu¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v [0, 00), pri ¢emer
je P(Th = 0) = p € [0,1). Najbo S, :=>1" Ti,neN,ter N, :=> < 1(S, <t),
t € [0,00) — pripadajo¢i prenovitveni proces.
(a) (20 tock) Dolo¢i P(Ny = k) za cela Stevila k > 0.
(b) (5 tock) Dolo¢i P(Ng,,,, = k) za cela Stevila & > 1000.

Resitev. Iz prenovitvene lastnosti je Ng,,,, — 1000 ~ Ny. Naprej P(Ny = k) =
P(Ty =0,...,Ty = 0,T)yy > 0) = p*(1 —p), k € Ny, torej Ny + 1 ~ geom(1 — p).
Sledi Ng,,00 — 999 ~ geom(1 — p).

2. (25 toc¢k) Narocila za izvedenska mnenja o prevzemih prihajajo na neko svetovalo hiso
ob prihodnih ¢asih homogenega Poissonovega procesa z intenziteto A € (0, 00). Z narocili
se v hisi ukvarja skupina, ki za¢ne na posameznem naro¢ilu delati (ga ‘reSevati’) takoj,
ko prispe, za kar porabi vsaki¢ neodvisno, slucajno mnogo, casa, ki je porazdeljeno
absolutno zvezno z gostoto z + ae~®@ =1 (x), * € R (z,, € (0,00) ter o €
(0,00) sta parametra). Ce kako narocilo prispe tekom razreSevanja tekocega narocila,
na katerem delajo, potem je tako novo-prispelo narocilo izgubljeno. Narocila prihajajo
neodvisno od tega kako dolgo jih skupina razresuje/zapira. Dolo¢i porazdelitev Stevila
narodil, ki jih skupina uspe koncati, ne da bi tekom njihovega razresevanja prispelo novo
narocilo (ki je posledi¢no izgubljeno). Ob ¢asu ¢ = 0 skupina nima odprtih naro¢il.

Resitev. Naj bo N omenjeni Poissonov proces, (7;)2; njegovi medprihodni ¢asi,

(L;)$2, pa zaporedje koli¢in ¢asov, ki so potrebne za dokon¢anje naroc¢il. Konéno naj
bo K stevilo naro¢il, ki jih skupina uspe “opraviti sproti”. Potem je za k € Nj:

{K=k}={L1 <T,..., Ly <Thi1, Liy1 > Thio},

in torej zaradi neodvisnosti ter e.p. P(K = k) = P(L; < T3)*(1 — P(L; < T)).
Torej K + 1 ~ geom(1 — P(Ly < T3)), kjer je P(Ly < T3) = fx(: dre 2 qe=@—om) —

[} — AT
a+A €

3. Vzporedno potekata neodvisna homogena Poissonova procesa N' in N2. Oznaé¢imo z
(S} )ken, (M) prihodne ase (intenzivnost) N*, i = 1,2 (kot vedno: Sj = S3 = 0). Nek
sistem je ob Casu ¢ € [0,00) v stanju 0, oz. 1, oz. 2, glede na to ali je Sy, = S3.,

t t
S}th > 512\]152 ali S}th < SJQ\,E. Naj bo konéno M, skupno $tevilo prehodov tega sistema iz
stanja 0 v stanje 1 ter iz stanja 2 v stanje 1, do in vkljuéno z ¢asom t, t € [0, 00).



(a) (7 tock) Dolo¢i P(Us>0{0 < S}th = Szzvf}) V katerem stanju je sistem ob casu 07

(b) (13 tock) Koliko je My? Bodi (J;)ien zaporedje ¢asov skokov procesa M. Dolo¢i
porazdelitev Jy, ter E[Jp11 — Ji| za k € NI

(c) (5 tock) Dolodi e (s.g.) limy_yoo M;/t!
(Brez dokaza lahko pri dolo€itvi E[Jg41—Jk] v , ter v , upostevas, da velja za vsak (s.g.) koncen ¢as

ustavljanja T, glede na naravno filtracijo (F7''"V?);>0 bivariatnega procesa (N*, N2) /dano z F N2 .=
o(N!,N2:se(0,t]),t € 0,00)/, krepka lastnost Markova za N*: (Ni., ,—N&)¢>0 je homogen Poissonov
z intenziteto A; neodvisen od ]-'%VI’NQ, ie{1,2})

Resitev. (f]). (Iz desne zveznosti N' ter N? sledi merljivost relevantnega dogodka.)
Procesa N' oz. N? skoraj gotovo ne skocita ob istem casu (P({S} = S}) =0
za vse {l1,lo} C N — del izreka o superpoziciji Poissonovih procesov, oz. absolutna
zveznost in neodvisnost ¢asov skokov) od koder sledi iz Uso{0 < S}th = 512\73} =
Ur,—11S), = Si.} ter subaditivnosti verjetnosti, da je P(Upo{0 < S}th = SJ2V3}> =
P(URL {5, = Sib) < Yo i >n PSS, = Si}) = 0. Seveda je ob casu 0
proces v stanju 0. @ Iz desne zveznosti: My, = 0. Iz navodila naprej sledi,
da je (Ce se, brez vpliva na porazdelitev, znebimo dogodka z verjetnostjo ni¢, tako
da so (vsi pozitivni) prihodni ¢asi N! razliéni od (vseh pozitivnih) prihodnih ¢asov
N?, in oboji kon¢ni ter navzgor neomejeni) sistem spocetka v stanju 0; nato preide
v stanje 1 ob prvem prihodnem ¢asu N, torej je J; ~ Exp(\;); nato prehaja,
najprej v stanje 2, in spet nazaj v stanje 1, ob zaporednih prvih naslednjih prihodih
procesa N, in nato Ny, za kar porabi po navedeni krepki lastnosti Markova, vsakic¢
neodvisno, enako — Exp(Ag) * Exp(A;) — porazdeljeno, in v povpredju Ay + A\;%,
mnogo Casa. [Da so relevantni slucajni Casi res Casi ustavljanja glede na naravno
filtracijo procesa (N', N?) sledi formalno iz sledecega opazanja (in nato z natemati¢no
indukcijo). Naj bo S ¢as ustavljanja glede na FN'V*. Potem je za t € 0, 00),
{inf{u > S: N} > Ni} <t} = Uegrpon{S < r}N{N} > N!}](d). Opravka imamo
s prenovitvenim procesom z zaostankom; iskana limita je torej enaka (A; '+ Ay )7L

4. Naj bo (T;)ien zaporedje n.e. — s porazdelitveno funkcijo F' — p. slu¢ajnih spremenljivk
z vrednostmi v [0,00), pri ¢emer je F(0) < 1, F' nearitmeti¢na, in s kon¢nim upanjem
p = [xzdF(x) < oo. Definirajmo: S, := > | T;, n € Ny (seveda, Sy = 0), ter
Ny =35 1(S, <), t € [0,00) — pripadajo¢i prenovitveni proces. Fiksirajmo konéno
x € [0,00), in definirajmo funkcijo g : R — R: ¢(¢) := P(Sy,41 — Sy, < @) zat > 0,

g(t) = 0, sicer.

(a) (12 tock) Zapisi prenovitveno enacbo za funkcijo g.

(b) (13 tock) Dolo¢i: limy_,q g(t).

(Lahko privzames, da je g merljiva.)

Resitev. Gre za prenovitveno enacho, ter asimptotiko, porazdelitvene funkcije vsote
starosti in presezka procesa N.

@. Zat 2 O,je g(t) = P(‘SNt—H_SNt S ZL’) = P(‘SNH-I_SNt S ZE,Sl S t)—i-P(SNH_l—
SNt < Z, Sl > t) = E[P[SNH—I — SNt < ZL‘,Sl < t|81]] + P(Sl < xZ, Sl > t) = E[(S —

g(t—s)) o S1]+ Ljpa (1) (F(x) = F(t)) = [ g(t =) F(ds) + Lo (t)(F(x) — F(t)). Tore]




g = g*F+h,Kjer je h(t) := Ly () (F(x) = F(t)), t € R, merljiva funkcija (produkt
merljivih, razlike merljivih, so merljive funkcije, kontante so merljive, indikatorji in-
tervalov (merljivih mnozic) so merljive, nepadajoce funkcije so merljive). (Merljivost
g ter prvi sumand sta sicer formalno posledica ‘leme o pogojevanju’.) @ Ker je h
omejena, merljiva, zvezna skoraj povsod (porazdelitvena funkcija na realni osi ima
kvecejmu $tevno mnogo skokov), s kompaktnim nosilcem, je d.R.i. F' je nearitme-
ti¢na, v posebnem je F(0) < 1, g pa lokalno omejena (saj je omejena) in merljiva,
Smith da limy . g(t) = [ (F(x) — F(s))ds/p = f(o,x} uF(du)/p, kjer zadnja ena-
kost sledi iz Fubinijevega izreka. (Mimogrede, to je konsistentno z rezultatom ki ga
poznamo za homogene Poissonove procese; v tem primeru dobimo v limiti I'(1, \)
porazdelitev, ¢e je A intenziteta.)




