Slabo zastavljeni problemi

Hadamard! je na prelomu 19. in 20. stoletja definiral, kaj naj bi bil dobro
zastavljen problem. Po Hadamardu je problem slabo zastavljen, Ce:

e resitev ni enoli¢na, ali

e reSitev ni zvezna funkcija podatkov, kar pomeni, da poljubno majhna motnja
podatkov lahko povzrodi poljubno veliko motnjo v resitvi.
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Hadamard! je na prelomu 19. in 20. stoletja definiral, kaj naj bi bil dobro
zastavljen problem. Po Hadamardu je problem slabo zastavljen, Ce:

e resitev ni enoli¢na, ali

e reSitev ni zvezna funkcija podatkov, kar pomeni, da poljubno majhna motnja
podatkov lahko povzrodi poljubno veliko motnjo v resitvi.

Hadamard je bil prepri¢an, da se slabo zastavljene probleme lahko ustvari le
umetno, ne morejo pa opisovati dejanskih pojavov v naravi.

|zkazalo se je, da to ni res in danes poznamo veliko slabo zastavljenih t.i.
inverznih problemov, ki nastopajo na podrodjih obdelave slik, akustike, obdelave
signalov, tomografije, geofizike, ...

!Francoski matematik Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).
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Zgled inverznega problema

Osnoven zgled linearnega slabo pogojenega problema je Fredholmova? integral-
ska enacba 1. vrste, ki ima obliko

/1K(s,t)f(t)dt _g(s), 0<s<lI.
0

kjer poznamo desno stran g in jedro K, iS¢emo pa funkcijo f.

Za jedro K mora veljati, da je s kvadratom integrabilno, oz.

1,1
/ / K(s,t)*dsdt < oo.
0o Jo

Medtem ko jedro K dobimo iz matemati¢nega modela v ozadju, desno stran g
ponavadi dobimo iz meritev, zato vrednosti poznamo le v kon¢nem Stevilu tock
in le z dolo¢eno natancnostjo.

2Svedski matematik Erik Ivar Fredholm (1866-1927).
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Tezave z visokimi frekvencami

Integriranje s K deluje na funkcijo f kot glajenje. Pri¢akujemo lahko, da se
zgladijo vse komponente f z visokimi frekvencami, ostmi in prelomi. Tako npr.

za f(t) = sin(27pt) in
g(s) = / K (s, 0)£(t) dt

iz Riemann—Lebesgueove leme sledi, da gre ¢ — 0, ko gre p — oc.
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g(s) = / K (s, )£ () dt

iz Riemann—Lebesgueove leme sledi, da gre ¢ — 0, ko gre p — oc.

Pri inverznem problemu, ko iz g ratunamo f, lahko pri¢akujemo ravno obratno,
da bomo v f dobili mo¢no ojacane kompenente g z visokimi frekvencami. Tako
lahko Ze poljubno majhne motnje v g povzrodijo velike motnje v f in problem
ni dobro zastavljen.
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Tezave z visokimi frekvencami

Integriranje s K deluje na funkcijo f kot glajenje. Pri¢akujemo lahko, da se
zgladijo vse komponente f z visokimi frekvencami, ostmi in prelomi. Tako npr.
za f(t) = sin(27pt) in

g(s) = / K (s, )£ () dt

iz Riemann—Lebesgueove leme sledi, da gre ¢ — 0, ko gre p — oc.

Pri inverznem problemu, ko iz g ratunamo f, lahko pri¢akujemo ravno obratno,
da bomo v f dobili mo¢no ojacane kompenente g z visokimi frekvencami. Tako
lahko Ze poljubno majhne motnje v g povzrodijo velike motnje v f in problem
ni dobro zastavljen.

Nas cilj je dobiti ¢im boljsi priblizek za f.
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Posplositev singularnega razcepa

Vsako s kvadratom integrabilno jedro K ima razvoj

— Z oiui(s)vi(t)

kjer so u; in v; leve in desne singularne funkcije K, tero; > 09 > 03> --- >0

singularne vrednosti K. Singularne funkcije so ortonormirane, kar pomeni
_ 1 =y
<u@7u3> T <U7»7UJ> _ {O : g #],
kjer je skalarni produkt podan z (¢, 0 fo dt. Velja zveza

1
/ K(s,t)v;(t) dt = o;u(s), i=1,2,...,
0

ki kaze, da je o; faktor ojalitve, ko so wv; preslika v u;. ReSitev integralske
enacbe lahko potem izrazimo z razvojem

Z (Ui, g

1=1
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Zgled - prevajanje toplote

Za zgled bomo uporabili primer prevajanja toplote. Funkciji f in g, ki opisujeta
temperaturo na robu in v notranjosti telesa, povezuje Volterrova® integralska
enacba

g(s) :/OSK(S,t)f(t) dt, 0<s<1,

z jedrom
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Zgled - prevajanje toplote

Za zgled bomo uporabili primer prevajanja toplote. Funkciji f in g, ki opisujeta
temperaturo na robu in v notranjosti telesa, povezuje Volterrova® integralska
enacba

g(s) Z/OSK(S,t)f(t) dt, 0<s<1,

z jedrom
1

6_4(8—t)

2\/7r(3 — t)3.

K(s,t) :=

/Z uporabo kvadraturnih formul integralsko enabo diskretiziramo in dobimo
sistem linearnih enacb

Ax = b,

kjer je matrika A izredno obcutljiva. Elementi vektorja x predstavljajo vrednosti
funkcije f v enakomerno razporejenih to¢kah z intervala [0, 1], enako velja za b

in g.

3Italijanski matematik in fizik Vito Volterra (1860-1940).
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