Parcialne diferencialn enac¢be (PM)
1. kolokvij, 23.4.2016
1. (20) Z uvedbo polarnih koordinat resi enac¢bo
—yu, + zu, = 2% +y*, u(z,0) =" x> 0.

Resitev: Vpeljemo z = rcosy in y = rsin . Tedaj velja
Uy = COS Y — isingp,
Uy = sinp + icosgo.

Dobimo enacbo

up =12 = uz,y) = (@* +y*) arctan & + O(a® + ¢?).
T

Iz zaCetnega pogoja izvemo, da je C(t) = eVt
2. (25) Podan je zacCetni problem
(1 —2)uy —yu, =0, u(e,y) =By, y>0.
a) V odvisnosti od a, 8 € R doloci Stevilo njegovih resitev.
b) Za o =0 in [ = 1 poisci resitev z razvojem po spremenljivki z.

Resitev: Oglejmo si transferzalnostni pogoj za I'(s) = (a, s, 55)
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Za a # 1 je resitev ena sama, saj (T') # 0. Nadalje I''(s) = (0,1, ) in
(a,b,c) = (0,—s,0) za a = 1. Torej, Ce je = 0 sta vektorja
vzporedna in imamo neskoncéno resitev, sicer pa resitve ni.

(T):detll_a _31:1_&

Za b) v enacbo vstavimo nastavek u =Y, ¢,(y)z". Ko ¢lene malo
preuredimo, dobimo

o

> [cni1(y)(n+1) = ca(y)n —ye,(y)] 2" = 0.

Imamo torej u(0,y) = co(y) = y in rekurzivno zvezo

Cni1(y) = (cnly)n +yc, (y)).

n+1
Iz nje ugotovimo, da je ¢,(y) = y za vsak n € N. Imamo torej

Yy
1—2a

u(z,y) =y(l+z+2>+2°+...) =



3. (25) Podan je Cauchyjev problem
wuy + yuy, =z, u(z,ax) = h(z).

a) Pois¢i vse o € R in h € C'(R), za katere ima problem neskon¢no
mnogo resitev.

b) Denimo, da je reSitev le ena. Pois¢i njeno parametri¢no obliko!
Namig za b): Oglej si & in uporabi enacbo za 1.

Resitev: Oglejmo si transferzalnostni pogoj za I'(s) = (s, as, h(s))

(T) = det [ hgs) o ] — a(h(s) — s) = 0.

Enacba je izpolnjena, ko je h(s) = s ali ko je « = 0. V prvem primeru
dobimo vedno neskonéno mnogo resitev saj

I(s)=(1,a,1) || (s,as,5) = (a,b,c),
v drugem primeru pa mora veljati se
[(s) = (1,0, 1'(s)) || (h(s),0,s) = (a,b,c).
Torej h(s)h/(s) = s. Tej enacbi zadosc¢a druzina funkeij
h(s) = +Vs2+ C.
Denimo sedaj, da je resitev enoli¢na. Tedaj dobimo sistem
T=uU,Yy=9y, U=2x.
Trivialno je y = Ce!, velja pa tudi
T=1u=2.
Torej je

x = Dye' + Dye™ ", u = Die' — Dye™".
Iz zacetnih pogojev dobimo C' = as, D9 = SiTh(s)
4. (30) Podan je funkcional

™

F(y) = /05 (v’ - (v)?) da.

a) Doloci stacionarno tocko p.p. y(0) = y(3) = 0 in fog ydr = 1.



b) Pokazi, da je ne moremo klasificirati z izrekom z vaj.

c) Za katere A € R funkcija ya(x) = Asin(2Az) izpolnjuje pogoje
iz tocke a)? Pokazi, da ne obstaja minimum funkcionala.

Resitev: Definiramo Ly = y? — (v')* + Ay in dobimo FE L-pogoj

A A
y//+y+§:0 _ y:Ccosx+DSinx—§.

Zaradi zacetnih pogojev mora veljati C' = D = \/2, zaradi
integralskega pa A = 4/(4 — 7). Nadalje sta lastni vrednosti matrike
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nasprotno predznaceni zato klasifikacija ni mozna. Se ve¢, za
A=2k+1, k € Z druzina y, izpolni vse tri pogoje. Z nekaj
racunanja ugodotvimo, da v tem primeru velja

Flya) = 5(47 = A1) 725 o0

To potrdi, da ne obstaja minimum funkcionala.



