SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 2. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore/izracune je potrebno utemeljiti. Lahko pisete s svinénikom.

31. avgust 2016

1. Naj bo N homogen Poissonov proces na prostoru (2, F,P) z intenzivnostjo A € (0, c0),
(Sn)nen zaporedje njegovih prihodnih ¢asov, f : (0, 00] — [0, co] Borelovo merljiva funk-
cija. Spodnji integral proti du interpretiramo v Lebesguovem smislu.

(a) (15 totk) Dokazi da je, za t € [0,00), E| = A [} f(u)du. Nasvet: Za
t > 0 pogoji na /V;.

(b) (5 tock) Koliko je potem E[> "7, f(Sk)]? Utemelji.

(c) (5tock) Za vsak w € Q je pot N(w), se pravi funkcija [0,00) > t = N;(w) € R,
nepadajoca in z desne zvezna in Ny(w) = 0. Ce jo razsirimo z 0 na (—oo,0) lahko
definiramo slu¢ajno spremenljivko [ (0,00) fdN preko

(/(O’Oo) de) (W) = /(O’OO) f(s)dN,(w) za w € Q

v Lebesgue-Stieltjesovem smislu. Koliko je E] f ) JAN 1?7
Notacija: Zgoraj je, za k € N, f(Sk) := f o Sk (kompoz1tum funkcij).

Resitev. @ S pogojevanjem na Ny, in iz lastnosti vrstilnih statistik, imamo za ¢t >
0, Ent, foS) =02, B [1 f(u)du/t = A [ f(u)du, kjer smo v splosnem
primorani interpretirati integral v Lebesguovem smislu. Formula obvelja tudi pri
t= 0 @ Iz prernJe tocke dobimo z monotono konvergenco, v limiti N 5 t — oo,
ED - 5 foSk] = )\f(o t)dt. Upostevamo Se, da je za HPP P(Ny = o0) = 1,
in toreJ E[Zk:1 foSy = [Zk:l foSk. (d). N ima skoke velikosti 1 ob svojih
prihodnih ¢asih. Torej je ravno f((),oo) JAN =357 f oSk (v posebnem vidimu da je
ta preslikava merljiva, torej res slu¢ajna spremenljivka), se pravi

E/wm) AN — A/OOO F(t)dt

Alternative (measure-theoretic heavy) solution. We begin by noting that
f(O,oo) JAN =572 f o Sk. We then see that Ef ) fAN = A S5 f(u)du: (i) first
for f of the form 1o, a € [0,00) (since then f(O,oo) de N, ~ Po1s()\a)); and (ii)
then for all f by a “monotone class argument”, noting that {(0,a] : a € [0,00)} is a
m-system generating B((0,00)): one uses linearity and monotone convergence of the
integral, the /A (Dynkin’s) lemma, and approximation by simple function. Part (a))
is a special case if we replace f by fly4.




2. (25 tock) Naj bo N homogen Poissonov proces z intenziteto A € (0,00); a € [0, 00).
Definirajmo W := inf{t € [0,00) : t — Sy, > a}, kjer je (S, )nen zaporedje prihodnih
¢asov procesa N in Sy := 0. Doloc¢i E[W]. Nasvet: Za ustrezen diskreten ¢as ) zapisi
W kot Zgzl min{7y, a}, kjer je (T;);>1 zaporedje medprihodnih ¢asov procesa N.

Resitev. W je prvi ¢as, ko je od zadnjega prihoda (oz. od zacetka, e takega
prihoda ni) minilo razdobje dolzine vsaj a (mimogrede, W je ¢as ustavljanja glede
na naravno filtracijo N; {W < t} = Upen,{Sk < t} N {Sks1 > t} N {t — Sk > a}
za t € [0,00)). Naj bo (7});>1 zaporedje medprihodnih ¢asov procesa N, G njegova
naravna filtracija. Potem je W = Zgzl Ty A a, kjer je Q = inf{k € N : T}, > a}.
Seveda je (T A a)gen zaporedje nenegativnih sluc¢ajnih spremenljivk, ki si delijo isto
upanje [ te MAdt +ae ™ = A7 (1 — e — Xae™ ) 4+ ae ™, Tj41 A a je neodvisna
od Gy za vse k € Ny, in @) je Cas ustavljanja glede na G. Iz Waldove identitete sledi
EW = E[Q]E[T} A a]. Ker so medprihodni ¢asi neodvisni enako Exp(\) porazdeljeni,
in zato Q ~ geomy(e %), imamo EQ = ¢, skupaj EW = (e* — 1)/ .

Opomba. Iz desne zveznosti poti procesa N vidimo tudi, da je W = inf{t € [0, c0) :
t— SNt > a}.

3. (25 tock) Naj bo {a,b} C (0,00). Emisijo gamma zarkov (fotonov) v radioaktivnem
izotopu modeliramo s Poissonovim procesom N (N; = Stevilo izsevanih fotonov do in
vkljuéno s ¢asom t) s funkcijo intenzitete p(t) = ae™® (kjer je t € [0,00)). Naj bo
u € (0,00). Dolo¢i verjetnost da je izsevan natanko en foton, in ta strogo po ¢asu u.

Resitev. Ra¢unamo. P(N, =0, Noo—N,, = 1) = limy_,,o P(N, = 0, Ny —N, = 1) =
P(N, = 0)limg_o P(Np — N, = 1) = e~ Jo ae™"ds limTﬁoo(ff aebds)e” S aembrds
e~/ b*b“%, kjer sledi prva enakost iz omejene konvergence, druga pa iz neodvisnosti

prirastkov N-ja.

4. (25 tock) Dano je zaporedje (T});eny neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v
[0, 00) ter konstanta r € (0,00). (Tax—1)ken S0 enako porazdeljene z upanjem pi1; (Tor)ken
so tudi enako porazdeljene z upanjem po; i1 + po € (0,00). Naj bo S, :=T1 +---+ T,
za n € Ny (seveda, Sy = 0) in definirajmo 8e R; = rfg Y o LiSon,Sonsa) (W)du za t €
[0,00). Doloé@ s.g. limy o R/t ter tudi lim, ., ER,/t. Nasvet. Morda pomaga tale
interpretacija: sistem alternira med stanjema 1 in 2: v stanju 1 je razdobje dolzine T,
nato v stanju 2 razdobje dolzine T5, nato spet v stanju 1 razdobje dolzine T3, nato spet v
stanju 2 razdobje dolzine T} itd. itn. V stanju 1 prejemamo nagrado r (na enoto ¢asa),
v stanju 2 pa nagrade ne prejemamo. Potem je R; ravno kumulativna nagrada zbrana
do in vklju¢no s ¢asom ¢.

Resitev. T), := Th_1 +Thk, k € N, so n.e.p. z upanjem ji1 + fio. Ce je N pripadajoci

prenovitveni proces in definiramo R; := rTy_ 1 za i € N, je za vse t € [0, 00),
Zfﬁl R, < R, SZ?EFI R;. Naprej (R;)ien 50 n.e.p., nenegativne, z upanjem r, in
za vsak i € N je R;,1 neodvisna of o (71, ..., T;). 1z izreka o prenovitvah z nagradami

sledi da sta obe limiti enaki 7y /(g + o).




