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Predgovor

Pojem integral je prisoten na skoraj vseh podroc¢jih matematike in njene upo-
rabe. Klasi¢ni Riemannov integral, ki ga spoznamo zZe v prvih letih Studija,
je definiran le za dovolj preproste funkcije na dovolj enostavnih podmnozicah
v evklidskem prostoru. Ze pred vec¢ kot stoletjem pa je vzniknila potreba po
integriranju funkcij na bolj abstraktnih prostorih. Znani so razli¢ni pristopi k
splosnejSsemu integriranju. Pristop v tej knjigi temelji na pojmu mere, integral
pa je Lebesgueov integral, definiran najprej za stopnicaste in nato z limitnimi
procesi za splosnejSe funkcije. Pri druga¢nem pristopu, ki vzame za osnovo
integral kot linearen funkcional na primernem prostoru funkcij, integracijsko
teorijo pa kot teorijo razsiritve takega funkcionala na vecje prostore funkcij, je
pojem mere bolj sekundarnega pomena. Ta, drugi pristop je tudi uc¢inkovit, a
zahteva predznanje funkcionalne analize [21].

V tej knjigi ne predpostavljamo nobenega predznanja funkcionalne analize.
Zadosca le osnovno znanje o mnozicah, za zadnji dve poglavji pa Se poznavanje
elementarne topologije in diferencialnega racuna. Knjiga je namenjena pred-
vsem Studentom matematike na drugi stopnji. Obsega klasi¢ne osnove teorije
mere in integrala v splo$nosti, kot je obi¢ajno uporabna na drugih podrocjih
matematike. Zaradi premajhnega stevila ur te snovi ni mogoce v celoti obdelati
na predavanjih iz predmeta Teorija mere, se pa matematik prej ali slej sreca z
njo pri svojem delu. Vsi obravnavani rezultati so klasi¢ni, med razliénimi mo-
Znimi njihovimi dokazi pa smo poskusili izbrati in predstaviti najenostavnejse
in najkrajse. Integriranje v evklidskih prostorih in povezavo z Riemannovim
integralom obravnavamo le na kratko, saj je ta tema izérpno obdelana v knjigi
[3]. (Za razumevanje tukaj$nje snovi poznavanje gradiva iz [3] sicer ni po-
trebno, najbrz pa ga olajsa.) Da koli¢ina snovi ne bi bistveno presegla tega,
kar je mogoce predelati v enem semestru, se knjiga omejuje le na osnovno teo-
rijo, njene uporabe na drugih podroc¢jih pa ne obravnava. Na koncu smo zato
med dopolnilno literaturo navedli tudi nekaj dostopnejsih knjig iz nekaterih vej
matematike, ki so zelo tesno povezane s teorijo mere.

Prva stiri poglavja so temeljna. Mogoce jih je obdelati v enosemestrskem
tecaju, ki obsega dve uri tedensko. Zadnji dve poglavji (integriranje na lokalno
kompaktnih prostorih in odvajanje mer na R™) sta sicer nekoliko zahtevnejsi,
vendar pomembni v matemati¢ni analizi in drugod.
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6 PREDGOVOR

Naloge na koncih razdelkov so namenjene poglabljanju razumevanja in ve-
¢inoma niso rutinske; nekatere uvajajo novo snov. Tezje med nalogami so
opremljene z navodili (nekatere so oznacene z *) in upam, da bodo bralci uspe-
$ni pri njihovem reSevanju. V slovenscini sicer Ze imamo dve primerni zbirki
nalog iz teorije mere ([5], [13]), ki vsebujeta tudi dovolj ra¢unskih nalog, zato
v to knjigo ni bilo treba vkljuciti veliko takih nalog. Nekaj nalog smo vkljucili
tudi kar med tekst. Te po navadi zahtevajo le preprost razmislek, koristen pri
dokazovanju kake kasnejse trditve.

Vladimirju Batagelju se zahvaljujem za pomo¢ pri uporabi LaTeXa, Alesu
Bizjaku za popravke v formulacijah nekaterih nalog, Matjazu Zaversniku pa
za koristne tipografske nasvete in potrpezljivo vnasanje popravkov. Gospodu
Janezu Juvanu gre zahvala za pazljiv pregled, ki je pomagal odstraniti marsi-
katero pravopisno in tipkarsko napako. Se posebej pa sem hvaleZen recenzentu
Martinu Raic¢u za zelo temeljito in ekspertno recenzijo. Rad sem uposteval
njegove pripombe in dopolnitve ter v tekst vkljucil nekaj zanimivih dodatnih
nalog, ki jih je predlagal.
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Uvod

Osrednja pojma proucevanja v tej knjigi sta mera in integral. Zgledi mer, ki
jih bralci vsaj intuitivno Ze poznajo, so pojmi dolzine, plos¢ine, prostornine in
verjetnosti. Vendar pa je zgolj intuitivno poznavanje teh pojmov lahko var-
ljivo. Tako se nam morda na prvi pogled zdi, da mora vsaka podmnozica v R
imeti neko dolzino, vsaka ravninska mnozica neko plos¢ino in vsaka prostorska
mnozica neko prostornino (ki je lahko tudi 0 ali co). Pri tem pri¢akujemo, da
imajo skladne mnozice (to je take, ki se jih da preslikati eno na drugo s to-
gimi premiki) enako dolzino, plo§¢ino ali prostornino. Nadalje pricakujemo, da
je npr. dolzina unije disjunktnih podmnozic A, v R enaka vsoti dolzin d(A,,)
posameznih podmnozic A, (in podobno za plosc¢ine ter prostornine podmnozic
v R? in R3). To pri¢akujemo tudi v primeru, ko imamo opravka z neskonéno
mnogo mnoZicami Ay, As, ..., le da tedaj vsoto d(A1) + d(Asg) + ... razglasimo
za 00, Ce vrsta divergira. Ta pogoj imenujemo Stevna aditivnost. Spoznali pa
bomo, da pojmi dolzine, plo$¢ine in prostornine, ki bi imeli pravkar nastete
lastnosti, ne morejo biti definirani na vseh mnozicah: ¢e poskusimo npr. dol-
zino definirati na vseh podmnozicah v R in pri tem zahtevamo, da je dolzina
intervala [0, 1] enaka 1, da je dolzina Stevno aditivna in da ima vsaka mnozica
enako dolzino kot katerakoli njej skladna mnozica, zaidemo v protislovje.

Od zgoraj omenjenih treh lastnosti se morda zdi Se najmanj domaca Stevna
aditivnost, zato bi domnevali, da se lahko izognemo protislovju z njeno omi-
litvijo na kon¢no aditivnost. Vendar se izkaZe, da je to resitev (pa e to ne
zadovoljiva) le pri premici in ravnini, ne pa tudi pri R” za n > 3. Banach
in Tarski sta namre¢ dokazala, da je mogoce kroglo (ali kako drugo omejeno
podmnozico z neprazno notranjostjo v R"™ za n > 3) razdeliti na konéno mnogo
delov in iz njih sestaviti novo kroglo s polmerom, ki je npr. dvakrat vecji od
polmera prvotne krogle. Dokaz ni konstruktiven in temelji na aksiomu izbire, je
pa rezultat tako presenetljiv, da ga imenujemo paradoks Banacha in Tarskega
[14, str. 92|, [23, str. 7]. Od tod sledi, da delom, na katere je bila prvotna kro-
gla razdeljena, ne moremo pripisati (obi¢ajne) prostornine (saj prvotna krogla
ne more imeti enake prostornine kot krogla z ve¢jim polmerom). Za podmno-
Zice premice ali ravnine sicer ni takega paradoksa, vendar pa kon¢no aditivna
razsiritev pojmov dolzine in plos¢ine ni enoli¢na. Poleg tega so limitni procesi v
matematiki tako pomembni, da ne moremo kar tako opustiti zahteve po Stevni
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8 UVOD

aditivnosti. Zato je nujno omejiti druzine mnozic, na katerih bodo definirani
pojmi dolZine, plos¢ine in prostornine.

Dolzino bomo tako definirali le na druzini podmnozic £ mnozice R, ki vse-
buje vse intervale, vkljuéno z R, je zaprta za komplementiranje (tj. iz A € L
sledi A° € £) in za tvorbo Stevnih unij (tj. za vsako zaporedje mnozic A, € L
je tudi njihova unija v £). V splosnem bomo druzino podmnozic A dane mno-
zice X imenovali o-algebra, ¢e vsebuje X in je zaprta za komplementiranje
ter Stevne unije. Pojem o-algebre bo bistven, saj bomo mere konstruirali na
o-algebrah. Mera je namrec le Stevno aditivna preslikava p iz kake o-algebre
A v [0,00]. Da bi bila zares uporabno orodje, mora torej biti mera definirana
na o-algebri, vendar pa v praksi pogosto naletimo na funkcije, ki so naravno
najprej definirane le na kaki druzini mnozic, ki ni o-algebra. Na primer dolzina
je naravno definirana na druzini § vseh intervalov in poltrakov v R, ta druzina
S pa ni niti algebra (ni zaprta za tvorbo kon¢nih unij), kaj Sele o-algebra. Je
pa S polalgebra, ¢e Stejemo med intervale tudi prazno mmnozico, ker vsebuje
presek poljubnih dveh svojih elementov in se da komplement vsake mnozZice iz
S izraziti kot unija kon¢éno mnogo mnozic iz §. Pojma algebre in polalgebre
mnozic sta tehni¢na pripomocka, ki za uporabo teorije mere nista najpomemb-
nejsa. Veckrat pa je treba v praksi konstruirati mero in o-algebro, na kateri
je definirana, iz funkcije ¢ : P(X) — [0,00] (kjer je P(X) potencna mnozica
dane mnozice X), ki je monotona ({(A) < {(B), ¢e je A C B), §tevno subadi-
tivna (C(Un2y An) < 302 C(Ay) za vsako zaporedje podmnozic A,, C X) in
¢(0) = 0. Tako funkcijo imenujemo zunanja mera na mnozici X in Karateodo-
rijev izrek (1.5.4) pove, kako iz nje dobiti o-algebro in mero na njej.

Za dano o-algebro A na mnozici X imenujemo njene elemente merljive
mnoZice. Funkcija f : X — R pa je merljiva, ¢e je praslika vsakega intervala
merljiva mnozica. Posebni primeri takih funkcij so karakteristi¢ne funkcije x 4
mnozic A € A, definirane z ya(z) =1, ¢ejex € A, in xa(z) =0,z ¢ A. Za
dano mero p na A lahko definiramo integral [ x4 dp := p(A). Linearno lahko
razSirimo to definicijo integrala na linearne kombinacije karakteristi¢nih funkcij.
Ker bomo videli, da je vsaka nenegativna merljiva funkcija limita naras¢ajocega
zaporedja takih linearnih kombinacij, bo tako integral definiran za vse merljive
funkcije z vrednostmi v [0,00]. Ta, Lebesgueov integral se da razsiriti tudi na
primerne funkcije s kompleksnimi vrednostmi. Od Riemannovega integrala je
proznejsi ze za funkcije na prostoru X = R, njegova bistvena prednost pa je,
da ga lahko definiramo tudi na splosnih prostorih, ne le na podmnozicah v R".

Kadar je X topoloski prostor, ne le poljubna abstraktna mnozica, je zani-
mivo obravnavati tiste o-algebre, ki so povezane s topologijo prostora (npr. naj-
manj3o o-algebro, ki vsebuje vse kompaktne ali pa vse odprte mnozice). Vse
zvezne funkcije so tedaj merljive in integral je pozitiven linearen funkcional na
prostoru C.(X) vseh zveznih funkcij s kompaktnim nosilcem. Osnovni izrek
Riesza in Markova (glej 5. poglavje) pove, da so vsi pozitivni funkcionali na
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C.(X) take oblike in da je mera, ki pripada funkcionalu, enoli¢no dolo¢ena, ¢e
zahtevamo, da je dovolj regularna.

Osnovni izrek integralskega rac¢una za Riemannov integral povezuje inte-
griranje zveznih funkcij z odvajanjem. Teorija mere nam omogoc¢i natancnejso
karakterizacijo funkeij, ki so integrali svojih odvodov (to so absolutno zvezne
funkcije, glej 6. poglavje). Za boljse razumevanje tega pa bomo obravnavali
tudi odvajanje mer. Odvajanje kompleksnih mer na abstraktnih mnozicah je
tudi sicer pomemben del integracijske teorije, uporaben na drugih matematic-
nih podro¢jih; obravnava ga 4. poglavje. V 6. poglavju pa obdelamo to temo v
prostorih R”, kjer ima odvod mere tudi bolj geometrijsko interpretacijo.



POGLAVJE 1
Merljive mnozice

1.1. o-algebra

V tej knjigi bomo pogosto obravnavali podmnozice kake dane mnozice X. Kom-
plement X \ S podmnozice S v tej mnozici X bomo oznacili s S¢.

DEeFINICIJA 1.1.1. Naj bo X neprazna mnoZica. DruZino podmnozic A mnozice
X imenujemo o-algebra na X, ¢e ima naslednje tri lastnosti:

(i) X eA;
(ii) za vsako podmnozico S € A je tudi S°¢ € A,
(iii) za vsako Stevno druzino {A4;: i € N} elementov iz A je tudi unija U;enA4;
v A.

Elemente druzine A imenujemo merljive mnoZice. Mnozico X, opremljeno z
druzino A, pa imenujemo merljiv prostor. Merljiv prostor je torej par (X,.A).
Ce namesto pogoja (iii) zahtevamo $ibkejsi pogoj:

(iii’) unija vsake kon¢ne poddruzine v A je element v A,
pravimo, da je A algebra na X.
Iz pogojev (i) in (ii) takoj sledi, da je () € A za vsako o-algebro A na X. Z
uporabo De Morganovega zakona M;A; = (UA¢) sledi naslednja trditev:

TRDITEV 1.1.2. Vsaka o-algebra A je zaprta za $tevne preseke: ce je {A; : i € N}
poljubno zaporedje mnozZic iz A, je NienA; € A.
ZGLED 1.1.3. Naj bo X poljubna neprazna mnozica.

(i) Druzina z dvema elementoma {0, X} je o-algebra, vsebovana v vsaki
o-algebri na X.

(ii) Poten¢na mnozica P(X) je o-algebra, ki vsebuje vsako o-algebro na X.

(iii) Druzina vseh podmnozic A v X, za katere je bodisi A bodisi A€ Stevna
mnozica, je o-algebra, ki je razlicna od P(X), ¢e X ni Stevna.

Naloge

1. Pokazi, da je vsaka o-algebra algebra.

11



12 1. MERLJIVE MNOZICE

2. KajjenajmanjSa o-algebra na X, ki vsebuje dano neprazno podmnozico
A C X7 Kaj pa najmanjsa o-algebra, ki vsebuje dve razli¢ni neprazni
podmnozici v X7

3. Pokazi: ¢e je A algebra mnozic, je S\ T € A za poljubni mnozici
S, T e A.

4. Naj bo X neskonéna mnozica, A pa druzina vseh tistih podmnozic v X,
ki so bodisi kon¢ne bodisi imajo koncen komplement. Je A o-algebra?
Je algebra?

5. Naj bo f: X — Y preslikava med nepraznima mnoZicama, B pa po-
ljubna g-algebra na Y. Dokazi, da je tedaj {f~1(B): B € B} o-algebra
na X.
Ali je za vsako o-algebro A na X druzina {f(A): A € A} o-algebra
na Y7 Kaj pa, ¢e je f surjektivna (bijektivna) preslikava?

*6. Pokazi, da vsaka neskon¢na o-algebra A vsebuje neskon¢no druzino
paroma disjunktnih mnozic, in sklepaj od tod, da mora imeti A moc,
vecjo ali enako kontinuumu.

7. Najbo {A,: a € A} poljubna druzina o-algeber na mnozici X. PokaZi,
da je tedaj tudi (), Aa o-algebra na X.

1.2. Borelove mnozice

DEeFINICIJA 1.2.1. Naj bo B poljubna druzina podmnozic dane neprazne mno-
zice X. Presek vseh tistih o-algeber na X, ki vsebujejo druzino B, imenujemo
o-algebra, generirana z B. To je najmanjSa o-algebra, ki vsebuje B.

V primeru, ko je X topoloski prostor in O druzina vseh odprtih podmnozic
v X, imenujemo o-algebro, generirano z O, Borelova o-algebra, njene elemente
pa Borelove mnoZice. Oznadcili jo bomo z B(X).

Presek stevne druzine odprtih mnozic v topoloskem prostoru je torej Borelova
mnozica; take mnozice imenujemo Ggs-mnozZice. Prav tako je unija vsakega
zaporedja zaprtih podmnozic Borelova mnozica; tako mnozico imenujemo
F,-mnoZica.

Naloge

1. Pokazi, da so polodprti intervali Borelove podmnozice v R, in sicer tako
F, kot tudi Gj.

2. Ali zvezna preslikava med topoloskima prostoroma vedno preslika od-
prte mnozice v Borelove?

*3. Koliko je mo¢ druzine vseh Borelovih podmnozic v R?
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4. Recfemo, da je o-algebra A na prostoru X $tevno generirana, Ge obstaja
kaka taka stevna druzina C C A, da je A enaka o-algebri, generirani
s C. Pokazi, da je Borelova o-algebra na R" Stevno generirana (za
vsak n € N). Splosneje pokazi, da je Borelova o-algebra na topoloskem
prostoru s stevno bazo Stevno generirana.

Odslej bo oznaka (X, A) pomenila merljiv prostor, z velikimi pisanimi crkams
A, B, ... pa bomo oznacevali o-algebre.

1.3. Pozitivna mera

Zgledi pozitivnih mer so: dolzina podmnozic v R, plos¢ina ravninskih likov,
prostornina teles v prostoru. Ta pojem Zelimo posploSiti na poljubne merljive
prostore.

DEFINICIJA 1.3.1. Pozitivna mera (ali tudi kar mera) na merljivem prostoru
(X, A) je funkcija
A — 0,00,

ki zadosca pogojema

() u0)=0in

(i) p(UnZy An) = 22070 1(An)
za vsako zaporedje disjunktnih mnozic A, € A. Trojko (X, .A, 1) bomo imeno-
vali prostor z mero.

Pogoju (ii) pravimo Stevna aditivnost ali o-aditivnost. Ce vzamemo v tem
pogoju, da so od nekega N € N naprej vse mnoZice prazne, torej A, = () za

n > N, dobimo, da je
N N
ﬁL<LJ<An> ::EZLKAﬂ)
n=1 n=1

za vsako kon¢no druzino disjunktnih podmnozic A, iz A. Ta pogoj imenujemo
koncna aditivnost.

ZGLED 1.3.2. Naj bo X poljubna neskon¢na mnoZzica, A pa njena potencna
mnoZica. Za vsak A € A naj bo
0, e je A koncna
) = { :

00, sicer.

Potem je p konéno aditivna funkcija, ki ni §tevno aditivna.

DEFINICIJA 1.3.3. Pozitivno mero p na merljivem prostoru (X,.4) imenujemo
konéna mera, ¢e je u(X) < oc. Ce pa se da X izraziti kot unija kake Stevne
druZine mnoZic iz A, ki imajo konéno mero, pravimo, da je pu o-koncéna mera.
Stevni uniji mnozic, na katerih je p koné¢na, pravimo o-koncéna mnozica glede
na mero /.



14 1. MERLJIVE MNOZICE

TRDITEV 1.3.4. Koncno aditivna pozitivna funkcija je monotona: za vsaki mno-
Zici AC B iz A je p(A) < u(B).

DoxkAz. Ker sta mnozici A in B\ A disjunktni in merljivi z unijo B, je

1(B) = u(A) + u(B\ A4) = u(A).
O

TRDITEV 1.3.5. Za vsako pozitivno mero p na merljivem prostoru (X, A) in
poljubno zaporedje (A;) C A je

plJAs | <D0 u4y).
7 =1

Dokaz. Opazimo, da je A := Uj Aj unija zaporedja disjunktnih mnozZic
Aq, AQ\Al, A3\(A1UA2), R

ki so vse v A. Po stevni aditivnosti in monotonosti sledi od tod
p(A) = p(A) + p(Az \ A1) + p(As \ (AL U Ag)) +... <Y p(4;).
j=1

O

TRDITEV 1.3.6. Koncno aditivna funkcija p : A — [0,00] na merljivem pro-
storu (X, A) je mera natanko tedaj, ko za vsako narascajoce zaporedje

A C Ay CA3C ...

mmnoZic iz A velja

A, | = lim p(A,). (1.3.1)

n—oo

=
13

DoxkAz. Ozna¢imo unijo na levi strani formule (1.3.1) z A. MnozZica A je unija
zaporedja disjunktnih mnozic Ay, Ay \ Ay, A3\ As, ... Unija prvih n mnozic
v tem zaporedju pa je A, torej u(A,) = u(A4r) + Z;:ll p(Ajr1\ 4j). Ceje p
mera (torej Stevno aditivna), sledi od tod, da je

p(A) = p(An) + > u(Aj\ Aj)
j=1

n—1

=lim { p(A1) + D p(Ajn \ 4y) | =limp(A,).
j=1



1.3. POZITIVNA MERA 15

Za dokaz v obratno smer naj bo (B,,) poljubno zaporedje disjunktnih mnozic
iz A. Za vsak n naj bo

Potem je (A,) nara3cajofe zaporedje mnozic iz A z unijo, enako uniji vseh
mnozic Bj, zato iz pogoja (1.3.1) in kon¢ne aditivnosti sledi

n(lU By) = u(lJ 45) = lim p(A)
j=1 i=1

= hm u(

C:
S

1
5
™
=
™
=

Il
—
.
Il
—

J
O

POSLEDICA 1.3.7. Naj bo (X, A, ) prostor z mero in (Ay,) padajoce zaporedje
mnoZic v A. Ce je u(Ay) < oo, potem je

1 m Ap) = liTIZn ((An).

n=1
DoxkAz. Ker je zaporedje mnozic A; \ A, naras¢ajoce in

Al\mAn :Alﬂ(mAn)C:AlﬂUATCz :U(Al\An)a

n

je po trditvi 1.3.6
— p( O A,) = L_J (A1 \ Ap) = lim (A1 \ An) = p(Ar) = lim p(Ap).

Ker je po predpostavki stevilo p(A;) konéno, ga lahko odstejemo na obeh stra-
neh gornje enakosti in tako dobimo, kar je treba. O

Naloge

1. Naj bo X poljubna neprazna mnozica, A njena potenéna mnoZica,
x € X pa poljuben element. Pokazi, da je s predpisom

1, Cejexec A
M(A)'_{ 0, cejexe X\A

definirana pozitivna mera na merljivem prostoru (X,.4); imenujemo jo
Diracova mera v tocki z in ozna¢imo z d,.
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Naj bo A poten¢na mnozica dane mnozice X. Za vsak A € A naj bo
w(A) stevilo elementov mnozice A (ki je 0o, ¢e je A neskon¢na). Pokazi,
da je p mera na A. Imenujemo jo mera, ki steje tocke. Kdaj je ta mera
o-kon¢na?

Pokazi z zgledom, da zakljuc¢ek posledice 1.3.7 ne velja vedno, ¢e opu-
stimo predpostavko, da je u(A;) < oc.

Za poljubno zaporedje mnozic A, v o-algebri A na X definirajmo

o0 o0 ¢] o0
liminf A4,, = U(ﬂ Aj;) in  limsup A, = m(U Aj).
" n=1 j=n " n=1 j=n

(i) Prepri¢aj se, da mnozica limsup,, A, vsebuje natanko tiste ele-
mente x € X, ki so vsebovani v neskonéno mnogo mnozicah A,,.
Katere elemente natanéno pa vsebuje mnozica liminf,, A,,7

(ii) Naj bo p poljubna konéna pozitivna mera na A. Pokazi, da velja:

p(liminf A,,) < liminf u(A,) in
pu(limsup A4,,) > limsup p(A4,).
n n

Navedi kak zgled, ko v teh ocenah ne veljata enakosti.

Naj bo p taka mera na X, da ima vsaka $tevna unija mnozic s kon¢no
mero tudi konéno mero. Dokazi, da lahko tedaj X napiSsemo kot unijo
dveh disjunktnih mnozic K in N, kjer je u(K) < oo, mera vsake mer-
ljive podmnozice v N pa bodisi 0 bodisi co. (Navodilo: Najprej dokaZi,
da je supremum

s :=sup{u(A): A merljiva, u(A) < oo}

koncen in da je dosezen.)

(Razredi Sierpiriskega) Druzina & podmnozic mnozice X je razred Si-
erpinskega, ¢e velja:

(i) za poljubni mnozici AC BizSje (B\A)€S;

(ii) unija vsakega nara$cajoCega zaporedja Ay C Ay C A3z C ...

elementov iz S je tudi v S.

Bodita g in v konéni meri, definirani na o-algebrah A in B prostora
X. Dokazi, da je druzina vseh tistih mnozic A € A N B, za katere je
v(A) = p(A), razred Sierpinskega. Ali velja to tudi, ¢e ena od mer ni
kon¢na?
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7. Dokazi, da je razred Sierpiriskega & na X o-algebra natanko tedaj, ko
vsebuje X in je zaprt za konc¢ne preseke. Opazi tudi, da je presek po-
ljubne druzine razredov Sierpiriskega na X, ki vsebujejo dano druzino &
podmnozic mnozice X, spet razred Sierpiniskega; to je najmanjsi razred
Sierpiniskega, ki vsebuje £.

*8. Naj druzina & C P(X) vsebuje X in naj bo zaprta za tvorbo koné-
nih presekov: za poljubna A, B € £ naj bo (AN B) € £. Dokazi,
da vsak razred Sierpiniskega S, ki vsebuje &£, vsebuje tudi o-algebro
o(€) generirano z £. (Navodilo: Dokazati moramo, da najmanjsi ra-
zred Sierpinskega D, ki vsebuje £, vsebuje tudi o(€) (in je zato enak
o(€)). Po 7. nalogi zados¢a dokazati, da je D zaprt za preseke po
dveh elementov. Za ta namen si pri danem A € D oglejmo druzino
Dy :={B € X: AN B € D}. Preveri, da je D4 razred Sierpiriskega,
ki vsebuje &£, torej mora vsebovati D (ker je D najmanjsi tak razred).
Torej je (AN B) € D za vsak B € D.)

9. Sklepaj iz 6. in 8. naloge naslednje: ¢e se dve kon¢ni meri ujemata na
druzini £ C P(X), ki vsebuje X in je zaprta za koncéne preseke, potem
se ujemata tudi na o-algebri, generirani z £.

*10. Posplosi rezultat prejsnje naloge na mere, ki niso nujno koncne: ce se
dve meri ujemata na druzini £ C P(X), ki je zaprta za kon¢ne preseke,
in se da X pokriti s kakim naraS¢ajo¢im zaporedjem E; C Fy C ...
mnozic iz &£, na katerih sta obe meri kon¢ni, potem se meri ujemata na
o-algebri, generirani z £.

1.4. Napolnitev prostora z mero

DEFINICIJA 1.4.1. Prostor z mero (X, A, u) imenujemo poln, ¢e je vsaka pod-
mnoZica A katerekoli mnoZice N € A z mero pu(N) = 0 merljiva, torej, ¢e velja
sklep:

NeA p(N)=0,ACN= Ac A

Vsak merljiv prostor (X, u) z mero u je mogoce dopolniti do polnega prostora
tako, da povecamo o-algebro A:

TRDITEV 1.4.2. Naj bo (X, A, ) prostor z mero. Naj bo B druZina vseh tistih
podmnozic B C X, ki se dajo izraziti kot B = AU S, kjer je A € A, S pa
poljubna podmnoZica kake mnoZice N € A z mero u(N) = 0. Za vsako tako
mnozZico B € B naj bo
i(B) = p(A).

Potem je B o-algebra na X, ki vsebuje A, i pa (nedvoumno definirana) mera
na B, ki se ujema z mero p na mnoZicah iz A. Prostor (X, B, 1) je poln prostor
Z mero.
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DOKAZ. Najprej pokazimo, da je B c-algebra.

Ker oc¢itno B D A, je X € B.

Naj bodo B, = A, US,, (n=1,2,...) poljubne mnozice iz B in B njihova
unija, kjer je A, € A, S, C N,, N, € A in u(N,,) = 0 za vsak n. Potem je
B=AUS, kjerje A =U,A,in S=U,5,. KerjeAec Ain S CN :=U,N,,
pri ¢emer je p(N) < 3" p(Ny,) =0, sledi, da je B € B.

Naj bo B = AU S € B, kjer je A € A, S pa vsebovana v kaki mnozici
N e Azmero0. Iz AC BC AUN sledita za komplemente obrnjeni inkluziji:
AN N¢ C B¢ C A° Oznatimo C := A°N N€¢in Z := B¢\ C. Potem je
B=CUZ,CeA ZCA\NC=A°\N°=N\ACN in pu(N) =0, zato je
B¢ e B.

Pokazati moramo, da je funkcija ji nedvoumno definirana: ¢e je B = A;U.S;
(i =1,2), kjer je A; € A, S; C N; in pu(N;) = 0, potem moramo pokazati, da
je u(A1) = u(As). Po eni strani je

Ay \ A1 C (AU 8)\ A1 = (A1 US;)\ A1 € 51 C Ny,

zato u(Asz \ A1) = 0. Po drugi strani pa sledi na isti na¢in tudi pu(A; \ A2) = 0.
Ker lahko A; razcepimo na disjunktno unijo Ay = (41 N As) U (A \ A2) in
podobno As, sledi

p(A1) = p(Ar N Ag) = p(Asz).

Dokazati moramo le Se, da je funkcija i Stevno aditivna, kar pa bomo
prepustili bralcem. O

Kasneje bomo spoznali, da obstaja natanko ena mera m, definirana na o-algebri
B(R) vseh Borelovih podmnozic v R, za katero je m([a,b]) = b — a za vsak
interval [a,b] (a < b). Ta mera je translacijsko invariantna, kar pomeni, da
je m(z + A) = m(A) za vsako Borelovo mnozico A € B(R) in vsak z € R.
Napolnitev prostora (R, B(R)) v tej meri da o-algebro £(R), katere elemente
imenujemo Lebesgueovo merljive v R. Razsiritev mere m na o-algebro L(R), ki
je tudi translacijsko invariantna, bomo oznacili kar z m in imenovali Lebesqueova
mera na R. Podmnozica A C R je Lebesgueovo merljiva natanko tedaj, ko se
da izraziti kot A = B U N, kjer je B Borelova, N C R pa ima Lebesgueovo
mero 0.

Cantorjeva mnoZica je zaprta (torej Borelova), ima mo¢ kontinuuma in mero
0, zato so vse njene podmnozice Lebesgueovo merljive (so v o-algebri £(R)).
Mo¢ o-algebre L(RR) je zato (vsaj) 2, kjer je ¢ kontinuum. Ker je mo¢ o-algebre
B(R) le kontinuum, vidimo, da napolnitev lahko zelo poveca o-algebro.

Morda bi domnevali, da obstaja translacijsko invariantna mera, ki se ujema
z dolzino na vseh intervalih in je definirana na druzini vseh podmnozic v R,
vendar take mere ni.
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ZGLED 1.4.3. Vpeljimo v R ekvivalen¢no relacijo takole: z ~y <y —x € Q.
(Ekvivalené¢ni razredi so odseki aditivne grupe R po podgrupi Q, torej elementi
kvocientne grupe R/Q.) V vsakem ekvivalenénem razredu = + Q, kjer je x €
[—1,1], izberimo natanko en element v (z + Q) N [—1,1] (kako vemo, da je to
mogoce?) in naj bo S mnozica, ki jo sestavljajo tako izbrani elementi (aksiom
izbire). Oznacimo Qi = Q N [—2,2]. Opazimo, da so mnozice r + 5 (r € Q)
disjunktne in da unija te Stevne druzine vsebuje [—1,1]. (Za vsak z € [—1,1]
namre¢ obstaja natako en tak y € S, da je x —y =: r € Q. Pri tem je
Ir| < |z|+]y| < 2, ker je S C [—1,1]. Disjunktnost mnozic r+.5 pa je posledica
dejstva, da S vsebuje iz vsakega ekvivalen¢nega razreda kve¢jemu en element.)
Ker je S C [-1,1], jer + S C [-3,3] za vsak 7 € [—2,2]. Ce bi bila mnozica S
merljiva za kako translacijsko invariantno mero p, ki bi se ujemala na intervalih
z obic¢ajno dolzino, bi sledilo, da je

2= p(~L1) < u(|J r+8) = 3 ulr+5) <6.

reQy reQ

Toda zaradi translacijske invariantnosti so vsi ¢leni gornje vrste enaki u(r+.S5) =
wu(S). Ker je ¢lenov neskoné¢no, vrsta konvergira le, ¢e je u(S) = 0; toda tedaj
je neenakost na levi v gornji formuli nemogoca. S tem smo pokazali, da interval
[—1,1] vsebuje nemerljivo podmnozico.

Naloge

1. Modificiraj sklepanje v zgledu 1.4.3 tako, da dokazes naslednjo trditev:
Vsaka Lebesgueovo merljiva podmnoZica v R s pozitivno mero vse-
buje kako Lebesgueovo memerljivo podmmnoZico.

2. Za vsak par podmnozic A, B € A v (ne nujno polnem) prostoru z mero
(X, A, ) definirajmo

p(A, B) = u(AAB),
kjer je AAB := (A\ B) U (B \ A) simetri¢na razlika mnozic A in B.
Ali je p metrika?

Vpeljimo v A ekvivalentno relacijo A ~ B < u(AAB) = 0 in

naj bo A mnozica vseh ekvivalenénih razredov. Pokazi, da je ~ res
ekvivalenéna relacija in da je 4 metri¢ni prostor za razdaljo

d([A], [B]) == p(A, B),

kjer oznacuje [A] ekvivalenéni razred, ki pripada mnozici A. *Ali je ta
metriéni prostor poln?
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3. Naj bo X nestevna mnozica, A g-algebra na X, ki sestoji iz vseh mno-
zic, ki so bodisi stevne bodisi imajo Steven komplement, p pa mera,
definirana z

] 0, ceje A stevna,
wA) = { 1, ¢e A ni stevna.

Ali je prostor z mero (X, A, ) poln?

4. Poisci kak zgled polnega prostora (X, A, 1) z mero, ki se jo da razsiriti
na o-algebro, ki strogo vsebuje A.

1.5. Zunanja mera

S P(X) oznacujemo potencéno mnozico dane mnoZice X.
DEFINICIJA 1.5.1. Zunanja mera na mnozici X je preslikava
¢ : P(X) — [0,00],

ki zadosCa naslednjim trem pogojem:

(i) <) =0
(ii) ((A) < ((B), ¢e je A C B (to lastnost imenujemo monotonost);
(iii) ¢(U, An) < D021 ¢(Ay) za vsako zaporedje mnozic A, C X (Stevna

subaditivnost).

TRDITEV 1.5.2. Naj bo § poljubna druzina podmnoZic neprazne mnoZice X in
naj bo 0, X € S. Najbo p: S — [0,00] poljubna taka funkcija, da je pu(0) = 0.
Potem je funkcija p* : P(X) — [0, 00], definirana kot

W)= inf Y p(4y),
j=1

kjer tece infimum po vseh takih Stevnih poddruZinah (A;) C S, dajeY C Uj Aj,
zunanja mera.

DokAz. Kerje 0 € S, je p*(0) = u(0) = 0. Ce sta Z C Y poljubni podmnozici
v X, potem vsako zaporedje (A,) C A, ki pokriva Y, pokriva tudi Z, zato
mora biti p*(Z) < p*(Y). Pokazati moramo le Se Stevno subaditivnost, tore;
da je p*(U,, Yn) < >, *(Y) za vsako zaporedje podmnozic Y,, C X. Naj bo
e > 0. Ceje w*(Y,) = oo za kak n, ni kaj dokazovati, zato vzemimo, da je
1 (Yy,) < oo za vsak n. Za vsak n naj bo (4, ;) tako zaporedje v S, ki pokriva
Y,, da je

i £

D u(Ang) < (Vo) + oo

on’
j=1
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Potem Stevna druzina (A, j)n; pokriva unijo Y := |, Y, zato je

) SIS ulAng) S (0 (V) + 57) = Do n(Ya) + e
n=1 j=1 n=1 n=1

Ker velja to za vsak € > 0, mora biti p*(Y) <> 07, u*(Yy). O

Karateodorijev izrek bo povedal, kako vsaka zunanja mera porodi o-algebro in
mero na njej.

DEFINICIJA 1.5.3. Naj bo ¢ zunanja mera na mnozici X. Podmnozica A C X
je (-merljiva, Ce je

C(Y)=¢ANY)+¢(A°NY)
za vsako podmnozico Y C X. Z A¢ bomo oznacili druzino vseh ¢-merljivih
podmnozic v X.

Ker je zunanja mera subaditivna, je pogoj za (-merljivost mnozice A ekviva-
lenten z zahtevo, da je

CANY) +C(A°NY) < ((Y) (1.5.1)

za vsako podmnozico Y C X. Pri tem smemo vzeti, da je ((Y) < oo, sicer je
zahteva (1.5.1) avtomati¢no izpolnjena.

IZREK 1.5.4. (Karateodorij) Za vsako zunanjo mero ¢ na mnoZici X je druZina
A¢ o-algebra na X, zoZitev (| A¢ je mera na njej in (X, A¢, C|A¢) je poln prostor
Z mero.

DoxkAz. Najprej pokazimo, da je A algebra. Ker je X°NY =0in XNY =Y,
pogoj (-merljivosti o€itno velja za X, zato je X € A;. Za vsak A € A¢ je
o¢itno tudi A° € A¢, saj je pogoj (-merljivosti simetricen v A in A°. Ce sta
A, B iz A¢, zelimo pokazati, da je tudi AU B v A¢, se pravi, da je
C(AUB)NY)+C((AUB)NY) <(¢(Y) (1.5.2)
za vsako podmnozico Y C X. Ker je AUB = AU (BN A°), lahko levo stran
dokazovane neenakosti (1.5.2) napiSemo kot
C((AU(BNAY))NY )+((BNANY) = (((ANY)U(BNANY))+((B°NA°NY).
Zaradi subaditivnosti je ta izraz manjsi ali enak
C(ANY)+(BNANY)+((B°NA°NY).

V zadnjih dveh ¢lenih te vsote lahko uporabimo neenakost (1.5.1) (za mnozico B
namesto A in A°NY namesto Y'); njuna vsota je tako manjsa ali enaka ((A°NY).
Sledi, da je leva stran neenakosti (1.5.2) manjsa ali enaka ((ANY)+((A°NY),
kar pa je manjSe ali enako ((Y') po (1.5.1), ker je A € A¢.
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Ker smo pravkar dokazali, da je A¢ algebra, lahko vsako unijo $tevne dru-
zine mnozic iz A¢ izrazimo kot unijo zaporedja paroma disjunktnih mmozic
Aje Ac. Ce pokaZemo, da je vsaka taka disjunktna unija B := U Aj v A in
da velja ((B) = ZJ 1 C(A;), bo A¢ o-algebra in (| A; mera na njej. Za vsak
n = 1,2,... naj bo B, = U]: Aj. Ker je A, € A¢, za vsako podmnozico
Y C X velja

(Y NBy) =¢((YNBy)NAR) + (Y N By) NAY)
= C(Y N An) + C(Y N Bn—l)'

7 induktivnim ponavljanjem te neenakosti dobimo

(Y N By) }:CYmA (1.5.3)

od koder sledi, da je ¢ kon¢no aditivna na A¢ (vzamemo Y = B,,). Z uposteva-
njem pogoja (1.5.1) in monotonosti sledi sedaj iz (1.5.3) za vsako podmnoZzico
YCX

(Y) = Bn) + (Y N BY) = (Y N By,) +((Y N B

¢y
n
Z C(Y NMAj)+¢(Y N BY.
Ko posljemo v tej oceni n proti co in upostevamo o-subaditivnost, dobimo

C(Y) > 3¢V NA) + (Y N BY) > (Y N B) +((Y N B).

M

1

J

To dokazuje, da je B € A¢. Ce v enakost (1.5.3) vstavimo Y = B,, in uposte-
vamo, da je ((B) > ((B,) (ker je B, C B), dobimo

B) > ((4))
j=1

Ko posljemo v tej neenakosti n proti co in nato upostevamo Se o-subaditivnost,
dobimo, da je C(B) = 322, C(A;).

Dokazati moramo le Se polnost: ¢e je N € A¢, ((IN) =0in A C N, je treba
pokazati, da je A € A¢, torej da velja (1.5.1) za vsako podmnozico Y C X.
Ker je AC N in ((N) =0, je tudi ((ANY) = 0 (zaradi monotonosti), zato se
pogoj (1.5.1) reducira na ((A°NY) < ((Y), kar pa velja po monotonosti. [
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Naloge

1. Najbo S ={0, A, X}, kjer je A neprazna podmnozica v X, razli¢na od
X. Naj bo p: 8§ — [0, 00] funkcija, definirana z p(0) =0, u(4) =1 in
w(X) = ¢, kjer je c € [1,00].

(i) Dolo¢i zunanjo mero p*, ki jo porodi ta funkcija p.
(ii) Doloci o-algebro A,«.

2. Najbo S =1{0,A, A%, X}, kjer je A # (), X poljubna podmnozica v X,
funkcija p : & — [0,00] pa naj bo definirana z u(0) = 0, u(A) = 1,
w(A€) = cin u(X) =1+ ¢, kjer je ¢ € [0,00] konstanta. Dolo¢i p* in
Ay

3. Navedi kak zgled mnozice X in monotone funkcije ¢ : P(X) — [0, 00),
ki ni (3tevno) subaditivna.

1.6. RazSiritev mere z algebre na o-algebro

DEFINICIJA 1.6.1. Mera na algebri A je taka funkcija p : A — [0,00], da je
p(@) =0in p(J, An) = > oy 1(Ay) za vsako zaporedje disjunktnih mnozic
A, € A, katerih unija je element iz A.

Ker je v tej definiciji A le algebra, se lahko zgodi, da A :=J,, A, ¢ A, Ceprav
so vse mnozice A, iz A; da bi bila mera p(A) definirana, je treba posebej
predpostaviti, da je A € A.

Vsako mero na algebri lahko razsirimo do zunanje mere:

[ZREK 1.6.2. Naj bo p mera na algebri A podmnoZic kake mnozice X. Za vsako
podmnozico’ Y C X naj bo

pr(Y) =inf Y p(An),
n=1

kjer tece infimum po vseh takih zaporedjih (A,) C A, da je Y C J,, An. Tedaj
je u* zunanja mera na X in p*(A) = u(A) za vsak A € A.

DoxkAz. Trditev 1.5.2 pove, da je p* zunanja mera. Za vsako mnoZico A € A je
{A,0,0,...} zaporedje v A, ki pokriva A, zato je pu*(A) < p(A)+ u(0) + p(0) +
... = u(A). Za dokaz obratne neenakosti vzemimo poljubno zaporedje (A,,) C
A, katerega unija vsebuje A. Potem je A enaka uniji zaporedja disjunktnih
mnozic B, := AN (A4, \ (A1 U...UA,_1)). Ker je u mera na A, je

o0 o)

p(A) = u(Bn) <> pu(Ay).

n=1 n=1
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Ker velja to za vsako zaporedje (A,) C A, ki pokriva A, sledi sedaj po definiciji
funkcije p*, da je pu(A) < p*(A). O

IZREK 1.6.3. Naj bo A algebra na mnozici X, po mera na A, pi zunanja mera,
ki jo po porodi po izreku 1.6.2, in p = pglAyu: (kjer je Ayx o-algebra, ki jo
porodi iy po Karateodorijevem izreku). Potem je A C AM(*), poleg tega pa za
vsako razsiritev v mere g in za vsako mnoZico A iz Aue velja v(A) < p(A).
Ce je pri tem p(A) < oo, je v(A) = u(A). Torej je p edina razsiritev mere g
na o-algebro Au(*); brz ko je pg o-koncna (se pravi, ce je X unija kake Stevne
druzine mnoZic iz A s koncno mero).

Dokaz. Naj bo A € A. Da bi dokazali, da je A € A, zados¢a po (1.5.1)
dokazati, da je pj(ANY) 4+ pi(A°NY) < pg(Y) za vsako podmnozico Y C X,
za katero je u;(Y) < co. Naj bo e > 01in (A4,) C A tako pokritje za Y, da je

Zuo ) < pp(Y) +e.

Potem sta (A, N A) in (A4, N A°) pokritji za Y N A in Y N A¢ (zaporedoma) z
mnozicami iz A, zato je

o0
po(Y NA) <D po(AnNA) in (Y N A% < Zqu N A°)

n=1

Ko sestejemo ti dve neenakosti, dobimo

H3(Y 1 A) + (Y 1 A°) <Zqu 1 4) + io(An 1 A°))

_ZMO <:u0 Y)+57

ker je po aditivna na A. Ker velja to za vsak € > 0, je A € A;.
Naj bo sedaj A € A+ in v poljubna taka mera na A, da je v|A = ug. Za
vsako Stevno pokritje (4,) C A mnozice A je

S Z = Z:UO(An
= n=1

0d tod sledi, da je v(A) < ui(A) = u(A). Ce je pri tem p(A) < oo, lahko
izberemo pokritje (4,) C A za A tako, da je

i ) < ui(A) + e, (1.6.1)
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kjer je € > 0 vnaprej podan. Za mnozico B :=|J,, A, potem velja

N N
v(B) = “fv“”(,!l Ap) =lim u(anjl A,) = p(B)
in po (1.6.1)
p(B\A) = p(B) — n(A) > p(An) — p(A) <e.

(Pri tem smo upostevali, da je po(Ayn) = pi(An) = 1(Ay) po izreku 1.6.2, saj
je A, € A.) Torej je

1(A) < p(B) = v(B) = v(A) + v(B\ A) < v(A) + (B \ A) < v(A) +-=.

Ko posljemo ¢ proti 0, dobimo u(A) < v(A).

Ce je o o-kon¢éna mera, lahko izrazimo X kot unijo zaporedja disjunktnih
mnozic X, € A. Za vsako mnozico A € Ay« je potem pu(AN X,) < oo, od
koder po ze dokazanem sledi

o0 o0

v(A) =) v(ANX,) =Y u(ANX,) = p(A).

n=1 n=1

0

Naj omenimo, da je enoli¢nost razsiritve o-kon¢ne mere (v izreku 1.6.3) na
o-algebro, generirano z A, tudi posledica 9. in 10. naloge iz razdelka 1.3.

Naloge

1. Naj bo pp mera na algebri A in pf zunanja mera, ki jo porodi pg. Ozna-
¢imo z A, druzino vseh tistih podmnozic v X, ki se dajo izraziti kot
unija kakega zaporedja mnozic iz A; z A, s pa druzino vseh podmnozic
v X, ki se dajo izraziti kot presek kakega zaporedja mnoZic iz A,.

(i) Pokazi, da za vsako tako podmmnozico Y C X, za katero je
uy(Y) < oo, in za vsak € > 0 obstaja taka mnozica A € Ay,
dajeY C Ain pf(A) < u5(Y) + . Nato pokazi Se, da obstaja
taka mnozica B € A,5, daje Y C B in pui(B) = py(Y).

(ii) Ce je mera po na A o-kon¢na, potem je podmnozica Y C X
po-merljiva (torej v A« ) natanko tedaj, ko obstaja taka mnozica
AecA,5,dajeY C Ain pj(A—Y) =0. Sklepaj od tod, da se
tedaj A+ ujema z napolnitvijo o-algebre [A], generirane z A, v
meri ][ AJ.
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2. Najbo A algebra na X, jip mera na A, p pa njena razsiritev do zunanje
mere. Predpostavimo, da se da X izraziti kot unija kakega zaporedja
takih podmnozic X,, C X, da je pu§(X,) < oo za vsak n. Pokazi, da
je tedaj po o-konéna mera na A, torej da je X unija kakega zaporedja
mnozic A, iz A z py(A,) < oo.

3. Naj bo X neStevna mnozica, A algebra vseh podmnozic v X, ki so
bodisi kon¢ne bodisi imajo konéen komplement, 1o pa mera na A, ki je
enaka 0 na vseh kon¢nih mnozicah, na neskonc¢nih pa enaka co. Kaj je
v tem primeru o-algebra A, in kaj o-algebra, generirana z A?

4. Naj bo A algebra na R, generirana z vsemi intervali [a,b) (a < b,
a,b € R), po pa mera na njej, dolo¢ena z po(0) = 0 in po([a,d)) = .
Poisci dve razliéni razsiritvi mere pg do mere na o-algebri, generirani z

A.

1.7. Polalgebre in polmere

Lebesgueovo mero na R bomo konstruirali iz dolzine intervalov. Druzina vseh
intervalov na R pa ni niti o-algebra niti algebra. Naj bo S(R) C P(R) druzina,
ki vsebuje: ), vse polodprte intervale oblike [a, b) ter vse poltrake oblike (—oo, b)
in [a,00) (a,b € R). Tudi ta druzina ni algebra, je pa polalgebra v smislu
naslednje definicije:

DEFINICIJA 1.7.1. Polalgebra na neprazni mnozici X je druzina & C P(X), ki
vsebuje (), je zaprta za kon¢ne preseke (A4, B € S = AN B € S) in kjer se da
za vsak A € § mnozica A€ izraziti kot unija konéno mnogo disjunktnih mnozic

iz S.

DEFINICIJA 1.7.2. Polmera na polalgebri S je funkcija p: S — [0, 00] z nasle-
dnjimi lastnostmi:

(i) p(®) = 0;
(ii) ¢e so mnozice A; € S (j = 1,...,n) paroma disjunktne in je njihova
unija A tudi v S, potem je u(A) =37 n(Aj);
(i) ce Je (A;) tako zaporedje paroma dii];unktnih mnozic A; € S, da je tudi
unija A :=J; 45 v S, je p(A) <3277 p(Ay).

ZGLED 1.7.3. Na polalgebri S(R) polzaprtih intervalov, definiranih na zacetku
razdelka, je s predpisom

w(la,t) =b—a (b>a), pu((~00,b) = o0 = plfa,0)), () =0

definirana polmera. (V naslednjem razdelku bomo dokazali splosnejsi rezultat,
zato bomo dokaz na tem mestu opustili.)
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TRDITEV 1.7.4. Za vsako polalgebro S na mnoZici X je druzina A vseh koncénih
unij paroma disjunktnih elementov iz S algebra na X, ki vsebuje S.

Dokaz. Ocitno A D S, torej je ) € A. Pokazati je treba, da je A zaprta za
tvorbo kon¢nih unij in komplementov, kar pa je po De Morganovih zakonih
ekvivalentno z zaprtostjo za kon¢ne preseke in komplemente. Naj bo torej A =
UA; in B = By, kjer so A; € S paroma disjunktne in B; paroma disjunktne.
Potem je AN B = {J; ;(4; N B;) kon¢na disjunktna unija in A; N B; € S
po definiciji polalgebre. Nadalje je A° = [, AS, in ker se da (po definiciji
polalgebre) vsak A¢ izraziti kot kon¢na disjunktna unija elementov iz S (torej
je AY € A) in smo pravkar pokazali, da je A zaprta za konc¢ne preseke, sledi,
da je A° € A. O

OpomMBA 1.7.5. Algebra A v trditvi 1.7.4 je o¢itno najmanjsa algebra, ki vse-
buje S. Ta algebra je enaka tudi druzini vseh kon¢nih unij (ne nujno paroma
disjunktnih) elementov iz S.

TRDITEV 1.7.6. Naj bo S polalgebra na X, i polmera na njej, A pa algebra,
generirana s S (ki po prejsnji trditvi sestoji iz vseh konénih unij paroma dis-
gunktnih elementov iz S). Potem je s predpisom

/](U Aj) = ZM(A]-) (Aj € S, A paroma disjunktne)
J J

definirana mera na algebri A, ki se na S ujema z .

Dokaz. Najprej moramo pokazati, da je ji nedvoumno definirana: ¢e sta A =
UA; in A = |JB; dva zapisa mnozice A kot disjunktne kon¢ne unije mnozic
iz 8, moramo pokazati, da je >, u(A;) = > ; u(B;). Ker je Bj = J;(B; N A;)
in so mnozice B; N A; € & paroma disjunktne, je po pogoju (ii) iz definicije
polmere u(B;) =Y. pu(Bj N A;) in zato

Z n(Bj) = ZM(Az’ N Bj).

Enak izraz dobimo tudi, ko na podoben na¢in izrac¢unamo ), 11(A4;). Od tod
sledi tudi, da je fi(A) = u(A) za vsak A € S.

Ocitno je i kontno aditivna in zato monotona funkcija. Naj bo A =
U;‘;l Aj, kjer so mnozice A in A; iz A ter so A; paroma disjunktne. Ker
jeUjo Aj C Azavsakn=1,2,..., je

> Ay = Al 4)) < i(A).
i=1 '

Jj=1
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Ko posljemo n proti oo, sledi od tod, da je

> AlAy) < A

j=1
Za dokaz obratne neenakosti pa izrazimo vsak A; kot kon¢no unijo paroma
disjunktnih podmnozic B;; € S: A; = |J; Bi;. Ker je A € A, lahko na isti
natin izrazimo A = (J,, Cy, Cj € S. Potem je (ker je C) C A=, ; Bi;)

Cr = U(Ck N B; ;) Stevna unija,
(2]
pri ¢emer je Cp N B; j € S (saj je S zaprta za konc¢ne preseke). Po pogoju (iii)
iz definicije polmere sledi, da je
p(Cr) < u(Ce N Byy).
i,J

Ker je A; = (U; Bij) N (U, Cx) = U, 1(Cx N B ;) kon¢na unija disjunktnih
mnozic iz S, je fi(A4;) = >, , w(Cr N By ;) in sledi

fi(A) = Z#(Ck) < ZZM(Ck NBi;) = Zﬁ(Aj)-
k i ik j
O

OprPOMBA 1.7.7. Iz trditve 1.7.6 sledi, da je polmera Stevno aditivna, torej da v
tocki (iii) definicije 1.7.2 velja enacaj.

Naloga.* Posplosi zgled polalgebre S(R) in polmere na njej na R™ zan > 1.

1.8. Lebesgue-Stieltjesove mere

DErFINICIJA 1.8.1. Naj bo f : R — R nara$¢ajoCa (ne nujno strogo) z leve
zvezna funkcija. Ker je f monotona, obstajata v R limiti

fl=o0)i= lim f(@) i f(o0)= lim f(z).

Na polalgebri S(R) (glej zacetek prejsnjega razdelka) definirajmo funkcijo p =
ff s predpisom
1(0) =0, p(la,b)) = f(b) = fla) (a<b, a,beR),
p((=00,b)) = f(b) = f(—00), u([a,00)) = f(oc0) — f(a).

TRDITEV 1.8.2. Funkcija = py je polmera na S(R).
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Dokaz. Ker je po definiciji (@) = 0, moramo preveriti tocki (ii) in (iii) iz
definicije polmere. Tocko (ii) bomo preverili za intervale, primer, ko je kaka
od mnozic poltrak, pa pustili za vajo. Naj bo torej [a,b) kon¢na unija paroma
disjunktnih intervalov oblike [a;, b;), ki jih lahko oStevil¢imo tako, da je

a=a1<bj=a<b=a3<...<b, =0

Potem je

n n

plla, b)) = f(b) = fla) =D _(f(by) = flag)) = > pllag. by)-

J=1 J=1

Za dokaz tocke (iii) iz definicije polmere bomo pokazali, da je

o
Fb) = fla) <> (f(b)) — f(aj) (1.8.1)
j=1
za vsak interval [a,b) in vsako zaporedje disjunktnih intervalov [a;,b;) z unijo
[a,b). (Od tod sledi (iii) tudi za poltrake, pokrite z intervali. Ce je namre¢
poltrak [a,o00) enak uniji disjunktnih intervalov oblike [a;,b;), je v tej uniji
vsebovan tudi vsak interval [a,n), ki ga je mogoce izraziti kot unijo intervalov
oblike [a;, min{b;, n}), zato je tedaj f(n) — f(a) < 3272, (f(bj) — f(a;)) za vsak
n in v limiti tudi f(oo) — f(a) < 3272, (f(bj) — f(a;)). Podoben sklep velja tudi
za poltrake oblike (—00,b).) Naj bo € > 0. Ker je f zvezna z leve, obstajajo
taki

c<b in ¢;j<a; (j=12,...),
da je
€ €

fO)>f0) =5 i fle) > flag) - 55

2 (G=1,2...). (1.8.2)

Kompakten interval [a,c] je tedaj vsebovan v uniji odprtih intervalov (c;,b;),
zato ze konéno mnogo teh intervalov (c;, b;) pokriva [a, ¢]. Tocka a je vsebovana
v enem od intervalov (c;, b;) konénega pokritja; s spremembo oznak lahko brez
izgube splosnosti predpostavimo, da je kar v prvem, torej ¢; < a < by. Ce
je by > ¢, potem Ze interval (c1,b;) pokriva [a,c]. Ce pa je by < ¢, je by
vsebovana v enem od preostalih intervalov. Spet lahko (ko spremenimo indekse)
predpostavimo, da je kar by € (cg,bs), torej ca < by < by. Ce je by > ¢, je
{(c1,b1), (c2,b2)} pokritje za [a, c]. V nasprotnem primeru je tocka by vsebovana
v enem od preostalih intervalov, recimo kar v (c3, b3). Ker je pokritje koncno,
lahko tako v kon¢no mnogo korakih najdemo take c;, da je

c1 <a in ¢ < bj_l < bj (] =2,... ,n), c < by. (1.8.3)
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Sedaj imamo

> () = flag) = D (f(by) = flay)
j=1 j=1
> D (Fby) = Fle) — 5
j=1
n—1
= —f(er) + Y (F(by) = Flegs1)) + F(bn) = 5
j=1

> —f(a)+ f(c) -
> f(b) = fla) —e.

Pri tem je druga neenakost sledila iz druge neenakosti v (1.8.2), tretja neenakost
pa iz dejstev, da je f naraScajoca funkcija, ¢; < a, ¢ < b, in b; > cjq1
(torej je f(bj) — f(cjy1) > 0). Zadnja neenakost zgoraj pa je sledila iz prve
neenakosti v (1.8.2). Ker velja gornja ocena za vsak € > 0, to pomeni, da je
Sl b)) = Y52, (F(0) — fay)) = F(B)— F(a) = plla, b)), Kax smo Zelel
dokazati. O

Po trditvi 1.8.2 torej vsaka z leve zvezna narascajoca funkcija f dolo¢a polmero
¢ na polalgebri S(R). Po trditvi 1.7.6 lahko to polmero (enoli¢no) razsirimo
do mere na algebri, generirani s S(R), ki jo nato lahko po izreku 1.6.3 razsirimo
enoli¢no do mere na o-algebri, generirani s S(R), ki je o¢itno enaka Borelovi
o-algebri B(R) na R. Razsirjeno mero bomo oznadcili kar z p¢ in jo imenovali
Lebesgue-Stieltjesova mera, dobljena iz funkcije f. Pravzaprav izrek 1.6.3 kon-
struira mero na vedji o-algebri, ki jo dobimo iz B(R) z napolnitvijo. Ce paje f
identi¢na funkcija (f(z) = x za vsak = € R), imenujemo elemente tako dobljene
polne o-algebre L(R) Lebesgueovo merljive mnoZice, mero pa Lebesgueova mera
na R. Oznacimo jo kar z m. Ker je dolzina translacijsko invariantna, se pravi
m(A) = m(z + A) za vsak z € R in A € S(R), mora isto veljati tudi za vse
A€ L(R). Ce namreé za dan 2 € R za hip oznacimo z m,, mero, definirano na
B(R), z my(A) = m(z + A), je myz|S(R) = m|S(R), ker je dolzina intervalov
(in poltrakov) translacijsko invariantna. Zaradi enoli¢nosti razsiritve mere iz
polalgebre na o-algebro (kadar je mera o-koné¢na), sledi od tod, da se meri m,
in m ujemata na vseh Borelovih mnozicah, torej morata generirati tudi isto
napolnitev in se na njej ujemati.

Naloge

1. Dokazi, da narasc¢ajodi z leve zvezni funkciji f, g : R — R doloc¢ata isto
mero (tj. pif = pg) natanko tedaj, ko je f — g konstanta.
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Naj bo p poljubna pozitivna kon¢éna mera na Borelovi o-algebri B(R).
Pokazi, da je s predpisom f,(x) := pu((—o00,x)) definirana z leve zvezna
omejena narascajoca (ne nujno strogo) funkcija in je lim, o fu(x) =
0. Nadalje pokazi, da sta preslikavi p — f, in f + p; druga drugi
inverzni bijekeiji med mnozico vseh konénih pozitivnih mer p na B(R)
in mnozico vseh tistih z leve zveznih narascajo¢ih omejenih funkcij f :
R — R, za katere je lim,_, o, f(z) = 0.

*Posplosi nalogo na ne nujno omejene funkcije in pozitivne mere na
B(R), ki so kon¢ne na omejenih Borelovih mnozicah. (Funkcijo f, je
treba tedaj definirati nekoliko drugace.)

Naj bo f : R — R narasc¢ajocCa funkcija. Pokazi, da za vsak z € R ob-
stajata leva in desna limita g(z) 1= lim¢ 5 1<, f(2) in limyy 4o f(2),
da je g z leve zvezna narascajoca funkcija, funkcija s(x) := f(x) — g(z)
pa je razlicna od 0 le v Stevno mnogo tockah.

Naj bo D = {£ : k € Z, n € N} grupa vseh diadi¢nih ulomkov za
seStevanje. Pokazi: Ce je mera p na B(R) invariantna za D (se pravi,
¢e je w(A+d) = p(A) za vsak d € D in vsako mnozico A iz Borelove
o-algebre B(R)) in je p(]0,1]) < oo, potem je u konstanten veckratnik
Lebesgueove mere.

Ali obstaja kaka taka nenic¢elna mera p na B(R), da je u(f(A)) = u(A)
za vsako Borelovo mnozico A C R in vsako linearno funkcijo f(z) =
kx+n (k>0,neR)?



Druga poglavja niso vklju¢ena v predogled.

Knjigo je moZno kupiti v prodajalni DMFA — zaloZniStva
na Jadranski 21, kjer imajo $tudenti 20% popust.
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LITERATURA

Opomba o literaturi

Poleg knjig iz teorije mere in realne analize smo nasteli Se nekaj del s sorodnih podro-
¢ij, ki gradijo na teoriji mere. Delo [24] obravnava vektorske mere in njihovo uporabo
pri prou¢evanju Banachovih prostorov. V [21] je razvit funkcionalno analiti¢ni pristop k
topoloski teoriji mere, v [10] pa se lahko seznanimo z vlogo mere v harmoni¢ni analizi.
Nekomutativna posplositev teorije mere je teorija von Neumannovih algeber [15], kjer
merljive mnoZice nadomestijo projektorji, mero pa normalni linearni funkcionali. Mo-
nografija [18] obravnava novejso, zelo abstraktno razsiritev teorije integracije. Osnove
teorije verjetnosti so z analiti¢nega stalis¢a razlozene npr. v [9] in [16], povezava z er-
godi¢no teorijo pa npr. v [11]. Knjiga [8] poleg osnovne teorije obravnava vlogo mere v
geometriji in algebrai¢ni topologiji ter uporabo v variacijskem rac¢unu.
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