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Resitve 2. izpita iz Analize 1

Naj bo f : R — R zvezna funkcija. Potem velja lim f(e™") = f(0).

n—oo

~ (o.9]

Ce je zaporedje (a,) monotono padajoce in konvergira k 0, je vrsta > a, kon-
n=0

vergentna.

Najbo f : [0, 1] — R zvezna funkcija. Potem je funkcija F': (0,1) — R, definirana
s predpisom F(z) = [ f(¢) dt, odvedljiva.

Vsako konvergentno zaporedje realnih stevil je navzdol omejeno.
Enacba 2% = 4 ima 2 razliéni kompleksni re§itvi z; in 2o, za kateri je Z; = 2.

o0
Denimo, da potencéna vrsta » . a,z™ konvergira v tocki x = 2. Potem je vrsta

n=0
o0
> a, absolutno konvergentna.
n=0

Ce je funkcija f : R — R enakomerno zvezna, je omejena.

Obstaja odvedljiva funkcija f : R — R, ki ni zvezno odvedljiva.

1

Ce je f : R — R odvedljiva bijektivna funkcija, je njen inverz f~' odvedljiva

funkcija.

Naj bo f:Q — Q skrcitev. Potem ima f natanko eno negibno tocko.



(2) Dana je funkcija f : R — R s predpisom
flz) =ze™.
(a) Cimbolj natancno skiciraj graf funkcije f.
(b) Razvij funkcijo f v Taylorjevo vrsto okoli tocke z = 0. Ali Taylorjeva vrsta konvergira
k funkciji f enakomerno na R?

Resitev: (a) Funkcija f je definirana na Dy = R in ima nic¢lo v tocki = 0. Limiti na
robovih definicijskega obmocja sta

. . —z2 1 r .. 1 .
Odvod funkcije f je enak
f(z) = —22%e ™ = (1 — 22%)e”
Funkcija f pada na (—oo, —\/75) U (\f, 00) in narasca na (—\/75, %) V tocki z = —‘/75 ima

lokalni minimum, v tocki z = f pa lokalni maksimum. Poglejmo si se graf funkcije f.

Yy

0 lokalni maksimum

<Y
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Od tod dobimo Taylorjev razvoj funkcije f okoli tocke x =0

i n 2n i (_1)nx2n+1 L x N ]}_5 B ZE_7 N
! n! 2 3
n=0 n=0

Funkcija f je omejena, vsi Taylorjevi polinomi pa so neomejeni na R. Od tod sledi, da
Taylorjeva vrsta ne konvergira enakomerno na R k funkciji f. O

- [2] Definicijsko obmo¢je, ni¢la in limite.
- [3] Stacionarna tocka in lokalna ekstrema.
- [5] Graf.
- [5] Taylorjeva vrsta.
[5]

- |5] Sklep, da konvergenca ni enakomerna.



(3) (a) Odsek krivulje y = xsinz za = € [0, 7] zavrtimo okrog abscisne osi. Izra¢unaj pros-
tornino nastale vrtenine.
(b) Izrac¢unaj nedoloceni integral

x
——dx
/ V—x? -2z
Regitev: (a) Prostornina dane vrtenine je enaka
V= 7T/ x?sin’ x du.
0

1—cos 2z

5. Ko to vstavimo v integral,

Z uporabo formule za dvojne kote dobimo sin?z =
dobimo

™ T 3 ™
V:ﬂ'/ x2sin2xdx:z/ x2(1—0052:15)dx:z 7T——/ r?cos2xdr | .
0 2. Jo 2\3 Jo

Integral na desni lahko izracunamo z integracijo po delih

vy 1 T i ™
/ 22 cos 2z dx = —x%sin 217) — / zsin 2z dx = —/ x sin 2z dx.
0 2 0 0 0

Ce se enkrat integriramo po delih, dobimo

iy 1 T 1 ™
—/ xsin 2x dx = —x cos 2% ——/ cosQasalx:z
; 2 o 2/ 2

T 7T3 T
‘“5(?‘5)

(b) Nedoloceni integral iracionalne funkcije bomo izracunali s pomocjo nastavka

dr = AV —x2 — 22 +

Rezultat je torej

| == | =t

7 odvajanjem te enakosti dobimo

x _ A(—22 - 2) B _ —Ar—-A+B
—22 —2x  2/—ax2—2x —x2—2 V—12—21

S primerjavo koeficientov vidimo, da je A = B = —1, kar nam da

d
[t vm - [
—x2 -2 —x2 -2

V1= (z+1)2
= —V—12? -2z —arcsin(z + 1) + C.




- [1] Formula za prostornino vrtenine.

- [7] Uporaba formule za dvojne kote in integracija po delih.
- [2] Prostornina.
- [2] Nastavek.
4

- [2] Integracija.
2]

12

Izracun koeficientov.

Rezultat.



(4) Na mnozico H = {z € C|Im(z) > 0} vpeljemo metriko d s predpisom

d(z, w) = arch (1 + mLB—%) .

(a) Naj bo 7 : C — C preslikava s predpisom 7(z) = z:
7 : H — H, ki zados¢a pogoju d(7(z), 7(w)) = d(z,w).
(b) Oznacimo z dy evklidsko metriko na H. Ali je preslikava Id : (H, dy) — (H, d) s pred-
pisom Id(z) = z enakomerno zvezna?

. Pokazi, da 7 inducira bijekcijo

Resitev: (a) Mnozica H z dano metriko d je eden izmed modelov hiperboli¢ne ravnine.
Pokazali bomo, da je preslikava 7 izometrija hiperboli¢ne ravnine, ki igra podobno vlogo
kot rotacije evklidske ravnine. Preverimo lahko, da preslikava 7 dolo¢a bijekcijo

7:C\{-1} - C\ {1}

7 inverzom 1
_1 _?
T (2) = 1

Pokazati moramo Se, da 7 preslika zgornjo polravnino H nazaj nase. V ta namen vzemimo
poljuben z = x +iy € H. Pokazati moramo, da je potem Im(7(z)) > 0. To sledi iz rac¢una

7N z=1_ z-1 (=DE+D)-(+1)(E=1

Im(r(z)) = 7(2) — 7(2) _ ozl 1 _ (1) (Z+1) _Z -z _ 21Im(z)

Ker je po predpostavki Im(z) > 0, je tudi Im(7(z)) > 0, kar smo zeleli pokazati. Podoben

sklep deluje tudi za preslikavo 771

Pokazimo sedaj, da je T izometrija. Zelimo pokazati, da za vsaka z, w € H velja

it (14 s )~ (1 i)

Ker je funkcija arch injektivna, je dovolj, da pokazemo enakost

7(2) = T(w)[* |2 — w|®

2Im(7(2)) Im(7(w))  2Im(z) Im(w)

V ta namen racunajmo

() r()P = [P L v ] Tt - DD 4w
z+1 w+1 |(z +1)(w+ 1)|? |z + 1|2|w + 12
Od tod sledi
r(x) —r(w)? _ EmeE |z —wl?
2Im(7(2)) Im(7(w)) Qﬁf_ﬂ?ﬁ%&@ 2Tm(z) Im(w)’

kar smo zeleli pokazati.

(b) Sedaj bomo pokazali, da preslikava Id : (H, dy) — (H, d) ni enakomerno zvezna. Kon-
struirali bomo zaporedje parov tock (z,,w,), ki bodo na konstantni hiperboli¢ni razdalji,
evklidska razdalja med njimi pa bo konvergirala proti nic.

5



Da si olajsamo racun, izberimo z =it in w = s, kjer je t > s. Potem je

d(z,w) = arch (1 4 M) — arch (t2 i 52) .

2ts 2ts

Ce izberemo t = 2s, dobimo

t* + 57 55 5
d(z,w) = arch ( s ) = arch (@> = arch (4_1) .

Vidimo, da je hiperboli¢cna razdalja med tockama z = 2is in w = s konstantna in
neodvisna od parametra s. Ce izberemo z, = 2i27" in w, = 27", je d(z,, w,) = arch ()
in dy(z,,w,) = 27". Nasli smo torej zaporedje parov tock, ki so cedalje blize v evklidski
razdalji in na konstantni hiperboli¢ni razdalji. Od tod sledi, da preslikava Id ni enakomerno

zvezna.

- [6] Dokaz, da 7 doloca bijekcijo 7 : H — H.
- [6] Dokaz, da je T izometrija.

- [8] Dokaz, da Id ni enakomerno zvezna.



(5) Zaporedje (a,) je dano s predpisom

1 1 1
<n+1)a+(n+2)a+...+w.

Ap —

(a) Pokazi, da je zaporedje (a,) konvergentno za vsak o > 1.
(b) Izra¢unaj limito zaporedja (a,) v primeru, ko je a = 1.

Resitev: (a) Ocenimo lahko, da za vsak n € N velja

n n
(n+ 1)~

Ce je a > 1, konvergirata leva in desna stran neenakosti proti 0, zato je tudi zaporedje
(an) konvergentno z limito a = 0.

V primeru o = 1 na ta nacin ne moremo dokazati konvergence, vidi pa se, da je zaporedje
(an) navzgor omejeno z 1. Pokazali bomo $e, da je zaporedje (a,) narascajoce. Dokazati
moramo, da za vsako naravno stevilo n velja a,.1 > a, oziroma:

1 1 1 1 1 1
n+2+n+2+"'+2n+1+2n+2Zn+1+n+2+"'+%7
1 1 1
2n+1 + 2n+2 Z n+1"°

Ce obe strani neenache pomnozimo z (n + 1)(2n + 1)(2n + 2), pridemo do:

m+1)2n+2)+(n+1)2n+1) > (2n+1)(2n + 2),
2mE+4An+24+2n* +3n+1>4n’ 4+ 6n + 2,
n > —1.
Zadnja neenakost drzi za vsako naravno $tevilo n, kar pomeni, da je zaporedje (a,)
narascajoce. Ker je tudi navzgor omejeno, je konvergentno.
(b) Dani clen zaporedja bomo poskusili interpretirati kot Riemannovo vsoto ustrezne

funkcije. Ce pisemo

LR S +1_1z’"‘: 1
n+l n+2 20 n& 14 L

vidimo, da gre za Riemannovo vsoto funkcije f(x) = H% na intervalu [0, 1]. Torej je

1

= In2.
0

li ! + ! + +1 /1 L g In(1+ )
im == r=1In T
n—woco\n+1 n+2 2n 0o 1+

- [5] Utemeljitev, da je zaporedje (a,) konvergentno za a > 1.

15
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[5]
- [5] Utemeljitev, da je zaporedje (a,) konvergentno za o = 1.
[5] Prevedba na Riemannovo vsoto.

[5]

Izracun limite.



