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Resitve 1. kolokvija iz Analize 1

Naj bo A C R taka neprazna podmnozica, da za vsak njen element a € A velja

a < w. Potem ima mnozica A natan¢no zgornjo mejo.

Ce éleni zaporedja (a,) zadoscajo zahtevi 2 < a,, < n za vsak indeks n > 2015,

potem velja lim /a, = 1.

n—oo

Obstajata pozitivni iracionalni Stevili z in y, da je stevilo ¥ racionalno.

Mnozica M = {5&= | ¢ € Q} je povsod gosta podmnozica realnih Stevil.

Vsaka navzdol omejena mnozica vsebuje najmanjsi element.

Zaporedje (a,) je Cauchyjevo, ce za vsak € > 0 obstajata razliéni naravni stevili

m in n, da je |a, — a,| < €.
Vsako omejeno zaporedje realnih stevil je konvergentno.
Limita zaporedja (a,) s pozitivnimi ¢leni ne more biti negativno stevilo a < 0.

2015

Enacba z = 22 ima 2014 razli¢nih kompleksnih regitev.

Mnozici R in R x N sta ekvipolentni.



(2) Poisci vsa realna stevila z, ki zadoscajo neenacbi

4
[z +4 <Vzr+2

r+1
Resitev: Neenacba je definirana za
re€[-2,-1)U(-1,00).
Cejex € [—2,—1), je leva stran negativna, desna pa vecja ali enaka ni¢. Od tod sklepamo,

da vsak x € [—2,—1) resi neenacbo.

Denimo sedaj, da je z € (—1,00). Potem velja |z +4| = z+4in z+1 > 0. Ko odpravimo
ulomek in neenacbo kvadriramo, tako dobimo:

+4
|2 |<\/:c+2,

z+1
44 < (v+1)Vr+2,
2?4+ 87 + 16 < (x + 1)*(z + 2),
2?4+ 82+ 16 < 23 + 42% + 5z + 2,
0 <2’ + 32> — 3z — 14.

Polinom na desni ima eno realno ni¢lo x = 2. Z uporabo Hornerjevega algoritma lahko
nato pridemo do razcepa

2 +32° — 32 — 14 = (v — 2)(2® + 5z + 7).

Kvadratni faktor nima realnih nicel in je za vse & € R pozitiven. Od tod sklepamo, da bo
neenacha
0< (z—2)(2®+52+7)

izpolnjena za x > 2. ReSitev neenacbe iz naloge pa je potem
R=[-2,1)U(2,0).

Poglejmo se skico.
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(3) (a) Pokazi, da za vsak n € N velja enakost

T
\/2+\/2+---\/2+\/§:2cos<2n+1>.

n korenov

b) Poiséi vse pare kompleksnih stevil (z,w) € C?, ki zadoscajo sistemu enacb
p p J

ZTI):i, _—2:1
w

Resitve zapisi v obliki: (zx, wy) = (2 + iyk, ag + ibg).

Regitev: (a) Enakost

T
\/2—1—\/2+---\/2+\/§:2cos<2n+1>.

n korenov

bomo dokazali z uporabo indukcije. Pri n = 1 imamo enakost

ﬂ:2cos(1):2cos<£):2~§:\/§.

22

Denimo sedaj, da za nek n € N velja

/ T
\/2+\/2—|—--- 2+\/§:2COS<2n+1

n korenov

).

7 uporabo indukcijske predpostavke od tod sledi, da je

jg+¢2+...@: o 20 (7r) = 2 (1 0o ()

(n+1) korenov

7 uporabo formul za dvojne kote lahko sedaj izpeljemo:

2 (0o () = 2 (o )+ () + e () 0 ()
_ 2 (T
= 4[4 cos <2n+2>,

T
= 2cos <2n+2> .

™

V zadnjem koraku smo upostevali, da kot lezi na intervalu (0, 7), zato moramo vzeti pred

kosinusom predznak plus.

(b) Sedaj resujemo sistem enacb



Iz prve enacbe lahko izrazimo w = %. Ko to vstavimo v drugo enacbo, pridemo do enacbe
2t =—1.

Pigimo z = |z]e’®. Sledi
|Z|4ei4¢ —1. 6i(7r+2k7r).

Vidimo, da je [z| =1in ¢ = § + %” za k € {0, 1,2,3}. Eksplicitno so to stevila:

zZ0 — \/75 + 2%5,

21 = —\/75 +Z\/T§’

9 = —\/75 — Z\/Ti,
Ker je |z =1, je w = £ = iz in w = —iz. Tako dobimo:

w= i

wyp = \/75 +Z\/T§’

Wy = —g +Z\/T§,

Formula za n = 1.

w

Uporaba indukcijske predpostavke.

O8]

Uporaba formule za dvojne kote.

™)

Dokaz formule za poljubno naravno stevilo.

=~

Izpeljava enacbe 2* = —1.

Resitev enacbe 2% = —1.
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Resitev sistema enacbh.



(4) Dano je realno zaporedje (a,) z zacetnim ¢lenom a; = 2312 in rekurzivno zvezo
2
a
Api1 = _En + QCLn.

Dokazi, da je zaporedje konvergentno in dolo¢i njegovo limito.

Resitev: Ce je zaporedje (a,) konvergentno, mora limitirati k tevilu a, ki resi enacbo:

2
a
a=——++2a,
3
a*—3a =0,
a(a —3) = 0.
Mozni sta torej limiti @ = 0 in @ = 3. Da bi ugotovili, katera limita je prava, si poglejmo
diagram.
7 grafa sklepamo, da bo pri zacetni vrednosti a; = % zaporedje narascajoCe in omejeno

na intervalu (0, 3).

Dokazimo najprej, da za vsak n € N velja a,, € [0, 3].

an <3
Funkcija f(z) = —3’—32 + 2z je kvadratna funkcija, ki ima maksimum enak 3 pri z = 3. Od
tod takoj sledi, da so vsi ¢leni zaporedja manjsi ali enaki 3.
an > 0
Po predpostavki je a; = % > 0, zato denimo, da za nek n velja a,, > 0. Potem je:
ap+y1 > 07
a2
-+ 2a, >0,
3
—a2 + 6a, >0,
a,(6 — a,) > 0.

Po indukcijski predpostavki je a,, > 0, dokazali pa smo ze, da je a,, < 3. Za a, € [0, 3] pa
zgornja neenakost velja, kar pomeni, da je tudi a,+; > 0.



Dokazali smo torej, da je zaporedje (a,,) omejeno, pokazati pa moramo Se, da je naras¢ajoce.
To sledi iz neenakosti:

Qp41 Z Qp,
2
a
—— + 2an > Qs
3 =
—ai + 3a,, > 0,
a,(3 —a,) > 0.

Zadnja neenakost drzi za a, € [0, 3], kar pa vemo, da je res v nasem primeru.

Zaporedje (a,) je torej narascajoCe in omejeno, od koder pa sledi, da je konvergentno.

Ker so vsi ¢leni zaporedja vecji ali enaki aq = %, limita ne more biti 0, zato je

lim (a,) = 3.

n—o0

14

[4] Tzra¢un moznih limit.

- [4] Diagram.

- [2] Opazka, da je zaporedje narascajoce in omejeno.
- [4]

- [4]
[2]

- |2] Dokaz, da je zaporedje konvergentno in izracun limite.

Po dve tocki za dokaz omejenosti zaporedja navzdol in navzgor.

Dokaz monotonosti.



(5) Na sliki je odebeljeno skicirana mnozica A C R2.

Yy
A

a4 Ay aye
Lo S

Konstruiraj bijektivno preslikavo f : A — R.
NAMIG: Najprej konstruiraj bijekcijo iz A v R\ Z.

Resitev: Najprej bomo konstruirali bijekcijo g : A — R\ Z. V ta namen bomo napisali
mnozico A v obliki neskonéne unije
A=A,

keZ

kjer je vsaka mnozica Ay, sestavljena iz dveh vodoravnih ¢rt in ene posevne, ki ju povezuje.

YA
Ag A

-4 —7 2 X

Eksplicitno je

Ap = ((2k,2k +2) x {1}) U ((2k, 2k + 2) x {=1}) U{(z,z — 2k — 1) |z € [2k, 2k + 2]}.
Preslikavo g : A — R\ Z bomo sedaj konstruirali tako, da bo mnozico A preslikala
bijektivno na interval (k, k4 1). In sicer se bo zgornja ¢rta preslikala na prvo tretjino tega

intervala, posevna ¢rta na drugo tretjino, spodnja ¢rta pa na zadnjo tretjino. Na mnozici
Ay je preslikava g tako definirana s predpisi:

fla, 1) =k + 22,
x—2k
f(a:,x—Qk—l):k:jté—l— 62 ,
fla,=1) =k+ 3§+ =2

V drugem koraku bomo sedaj konstruirali bijekcijo h : R\ Z — R. Ideja je, da iz obeh
mnozic izrezemo dve Stevni mnozici, katerih komplementa bosta enaka. Nato bo h tocke iz
komplementov pustila pri miru, med obema izrezanima mnozicama pa bomo konstruirali
bijekcijo. En nacin je na primer, da iz R izrezemo vse veckratnike sStevila %, iz R\ Z pa
vse lihe veckratnike Stevila % Med tema mnozicama ni tezko najti bijekcije. Tako dobimo
predpis

h(:v)—{x cx # 2 zanek k€ Z,

— 2
§+}1 ;x:%THzanekkGZ.

[skana bijekcija f : A — R je sedaj definirana kot kompozitum f = ho g. m



- [5] Opis bijekcije g : A = R\ Z.
-19] Predpis za bijekcijo g : A — R\ Z.
- [6] Predpis za bijekcijo h: R\ Z — R.



