RESITVE 2. KOLOKVIJA Z DNE 20. 1. 2016
Tocke pri pozameznih delih so oznacene z (n).

1. (20=10x2)

o0 o0
IEl Ce vrsta Z a, absolutno konvergira, vrsta Z b, pa ne konvergira ab-

n=1 n=1
o0
solutno, potem vrsta Z(an + b,,) ne konvergira absolutno.
n=1

— 1
Vrsta E — konvergira za vsak s < 1.
nS
n=1

oo
El Ce za vrsto Z a, velja lim {/|a,| = 2, vrsta ne konvergira absolutno.
n—oo

n=1

y 1
El Ce za funkcijo f : [0,1] — R ne obstaja limita lim f(2—n
zZvezna. e
El Ce je f: [=3,1] — R taka zvezna funkcija, da je f(=3) = 1, f(0) = —2
in f(1) = 2, potem ima f vsaj dve nicli.

), funkcija f ni

1
El Velja lim xsin— = 1.

z——00 x

El Ce velja IILIEO f(x) = oo, potem obstaja tako stevilo a, da za vsak x > a
velja f(x) > 2016.

Vsaka zvezna funkcija f : (0,1) — R je omejena.

El Funkcija f(x) = 2 ni enakomerno zvezna na mnozici R.

Ce ima funkcija f enaki levo in desno limito v tocki a, je zvezna v a.
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2. a) Ugotovi, ali vrsta Z konvergira?
n=1

n!-n!
b) Obravnavaj konvergenco vrste

o0

Y () - (Sin o 1> (Sm o 2)

n=1

za a € (0,).
Resitev. a) Vrsta ima pozitivne clene a,, = -, zato uporabimo kvocientni
kriterij in dobimo:

s (D™ (11 (1+1)”(6>

n

Dn pu— pum— pu— pum— .
an n*(n+1)2 n*(n+1) n+1

Od tod izra¢unamo

D= 1lim D, = lim - lim
n—00 n—oo 1, + n—00 =

Ker je D =0 < 1, vrsta konvergira. (4)

b) Za a € (0,7) velja sin > > 0 za vsako stevilo m € N. Ogledamo si
absolutno konvergenco vrste, torej vrsto s pozitivnimi ¢leni b, = l|a,| =

nlsinasin - - - sin 13- Uporabimo kvocientni kriterij in dobimo

by :
D, = bzl :(n+1)smn+3.

7 'modrim’ vrivanjem dobimo
1) sin %
D = lim D,, = lim a(n +1) . nt3

a
n—00 n—oo N + 3 i
) 1 . sin-=%
=a- lim Slim —2 =g 1-1=a. (3)
n—oo 1, + n—o00 p—

Od tod zaklju¢imo:
1. Ce je a < 1, vrsta (absolutno) konvergira. (1)
2. Ce je a > 1, za dovolj velike n velja D,, > 1, torej zaporedje b, narasca,
zato ne velja lim,,_,o, a, = 0 in vrsta divergira. (2)
3. Za a =1 z upostevanjem ocene sinx < x, ki velja za z > 0, dobimo
1 1 1 1
lap| =0, <1-2--m 1= =0 —— .

od koder sledi

1 < 1
(n+1)(n+2) ~ n?
Ker vrsta Y °° L konvergira, po primerjalnem kriteriju sledi, da tudi nasa

n=1 n2
vrsta (absolutno) konvergira. (4)

|an| <



3. Funkcija f je podana s predpisom

f(z) = arctg <ﬂ) :

ex — efw

a) Doloéi definicijsko obmocje funkcije f in dokazi, da je injektivna.
b) Doloci zalogo vrednosti funkcije f in izrac¢unaj njeno inverzno funkcijo.
Resitev. a) Ker je funkcija arctg definirana povsod, edina omejitev izhaja iz
obstoja ulomka, od koder dobimo pogoj e # e~ %, ki je ekvivalenten zahtevi,
da je x # 0, torej je definicijsko obmodje enako D =R\ {0}. (2)
Injektivnost: Opazujmo enakost f(a) = f(b), ki zaradi injektivnosti funkcije
arctg preide v

e +e @ ebpe®

el — e—a eb — 67b'
Ce odpravimo ulomke in odstejemo enake clene, dobimo zahtevo

a—b __ b—a
2e"77 = 2e’7 1,

ki je izpolnjena le za a = b, od koder izhaja injektivnost funkcije f. (3)

b) Zalogo vrednosti dobimo tako, da pogledamo sliki podintervalov (—oo,0)
in (0,00). Na vsakem od teh podintervalov je funkcija zvezna zato si oglejmo
limiti

: 7 2 7 7 » 7T
1;%1 f(z) = "arctg or = arctg oo” = 5
in
x —x) ., ,—< 1 —2z
lim f(x) = lim arctg (" +e?) e - = lim arctg+—e =arctgl = T
T—00 T—00 (em — €_z> e % T—>00 1 —e 2 4

Od tod sklepamo, da funkcija f interval (0, c0) preslika na interval (§, 3). Ker
je funkcija f liha (f(—z) = —f(x)), je slika intervala (—oo, 0) enaka intervalu

(=5, —%), torej je njena zaloga vrednosti enaka

5= (-0 o

Inverzno funkcijo izratunamo iz enacbe y = f(x) v obliki z = f~!(y). Dobimo

e* +e’ "
tgy = ——"—,
et —e
od koder dobimo kvadratno enacbo
2 tgy +1
tgy — 1
za novo spremenljivko t = e®. Pozitivna reSitev t = e* = zé zﬂ nam pove,
da je
_ 1. tgy+1
1
=—-In—=—"——. (6
F0) = 50 B 6)



4.

a) Izra¢unaj limito
1
lim (x + cos )= .
z—0

b) Ugotovi, za katere a > 0 obstaja limita

) 1 1 1

lim -+ ==

z10 x ¢z
in jo izracunaj.

Resitev. a) Dana limita je tipa ”1°°, kjer je v osnovi funkija f(z) = x +cos z,
v eksponentu pa funkcija g(x). Limita se tako izraza kot e, kjer je

. r—1+4cosx cosx — 1
L_};lg(l)(f( ) —1)g(w) = }:—>0 sin x }:—>os1nx+glc—>0 sinz
cos?r — 1 . —gin’x
=1+ lim =1+ lim — =
z—0 sinx(cosz + 1) z—0 sinz(cosz + 1)
] lim T oo

=0 (cosx + 1)
Od tod dobimo

lim (z + cosx)ﬁ =e' =e.(10)
z—0

b)Z novo spremenljivko ¢t = l dana limita preide v

1 — 12 t
L—hm\/t2—|—t“—t—hm lim —— =
t—o0 \/t2+ta+t t=oo /12 4 to 4 ¢t
. ot . ot @)
= l1m = 11m —.
t=oo (W12 4t 4 t):t oo /142 4]
Sedaj loc¢imo primere:
1. Za a > 2 dobimo

lim VI e — ¢ = lim 2 (V2T 41— 1179%) =700 - (1-0)7 = oo,
—00 —00

torej limita ne obstaja. (2)

2. Za 1l < a < 2 gre stevec t! proti oo, imenovalec /1 + t¢—2 4 1 pa proti
enemu od $tevil 2 (¢e je a < 2) ali v/2+ 1 (¢e je a = 2. V obeh primerih je
L = o0, oz. limita ne obstaja. (2)

3. Za a =1, dobimo

1
lim ——=—. (2
t—>oo\/1+t1+1 2 @

4. Za a < 1 dobimo
ta—l

0
lim ——— = - =0. (2
tmoo /1 +te241 2 2)



5. Naj bo I C R nek interval in f : I — R funkcija. Za =z € I oznac¢imo s
T.(z, f(z)) tocko na grafu funkcije f in definirajmo, da je f konveksna funkcija,
ce za vsako tako trojico x,y,z € I, da je x <y < z, tocka T} lezi pod ali na
daljici med tockama T, in T..

a) Dokazi, da je konveksna funkcija f : I — R zvezna, ¢e je I odprt interval.
NAMIG. Dokazi, da za izbrane ¢ < a < b in poljuben x € (a, b) velja

fla) = £(e) _ f(x) ~ F(@) _ f0) ~ f(@)

a—c¢ - T —a - b—a

ter od tod izracunaj desno limito lifn f(z).
xla

b) Konstruiraj nezvezno konveksno funkcijo f v primeru I = [0, 1).
Resitev. a) Izberimo tocke ¢ < a < x < b na intervalu I. Ker tocka T, lezi

pod tetivo (glej sliko), je smerni koeficient tetive 7.7, manjsi od smernega
koeficienta tetive 7,7, od koder dobimo
fla) = flo) _ f(z) = f(a)
a—c — x—a

Na enak nacin iz trojice tock a < x < b dobimo Se drugi del neenakosti

[@) = fa) _ f(0) ~ f(o)

T —a - b—a

9

saj tetiva T, T, lezi pod tetivo 7,7,. (7)
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SMERNI KOEFICIENTI TETIV NARASCAJO
Zvezo

flo) = () _ J) = fa) _ SO = fl@)

a—c - T —a - b—a

Y



pomnozimo z (z — a) in dobimo
m(x —a) < f(z) — fla) < M(z —a),

kjer sta m in M neki konstanti. Ce se z z desne priblizuje a, je lim, o m(z—a) =
lim, o M (z—a) = 0, od koder sklepamo, da je lim,o(f(x)— f(a)) = 0, oziroma

lim () = f(a). (5)

z0
Z izbiro tock ¢ < x < a < b bi na enak nacin izpeljali Se neenakost

@ =10 _ fl0)=f) _ 1)~ f(@)

a—c a—x b—a

od koder bi sklepali, da je tudi desna limita

lim f(z) = f(a),

10

od koder sledi, da je funkcija f zvezna v a.(3)
b) Na intervalu I = [0, 1) lahko definiramo funkcijo f s predpisom

1 5 2=0
fz) = ,

0 ; >0

ki je nezvezna konveksna funkcija. (5)



