Z O |Z2 |0

U |0

Resitve 3. kolokvija iz Analize 1

Naj bo f: R\ {0} — R funkcija, za katero je f/(z) = 1. Potem obstaja realno
stevilo C, da za vsak © € R\ {0} velja f(z) = In|z| + C.

Ce odvedljiva funkcija f : R — R doseze globalni minimum v tocki z = 0, je

f'(0)=0

Naj bo f : R — R strogo narasc¢ajoca povsod odvedljiva funkcija. Potem funkcija

f nima stacionarnih tock.

Naj bo f :[0,2] — R odvedljiva funkcija, za katero je f(0) = f(1) = f(2) = 0.
Potem obstajajo razlicna stevila x,y, z € [0,2], da je f'(z) = f'(y) = f'(2) = 0.

Obstaja odvedljiva funkcija f : R — R, ki ni zvezno odvedljiva.

Ce je f : [0,2] — R zvezna funkcija, je integral f02 f(z)dz enak ploscini med

abscisno osjo in grafom funkcije f.

Vsaka zvezna funkcija f: (—1,1) — R ima primitivno funkcijo.

Naj bo f : (0,00) — R omejena zvezna funkcija. Potem je funkcija f na intervalu

(0, 00) enakomerno zvezna.

Ce za vsak = € R velja f”(z) > 0, potem graf funkcije f lezi nad premico z enacho

y=[f(0)z+f(0) -1

Ce je funkcija f odvedljiva v tocki a, obstaja limita lim f(x).
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(2) V kroznico vértamo trapez tako, da njegova osnovnica sovpada s premerom kroZznice.
Doloci obliko trapeza tako, da bo njegova ploscina ¢im vecja in natancno utemelji, zakaj
je dobljena resitev res praval

Resitev: Oznacimo z A, B, C in D oglisca trapeza, O sredisce kroznice ter s ¢ kot med
daljicama OB in OC'. Privzemimo Se, da je polmer kroznice enak R in ozna¢imo a = |AB|,
¢ = |CD] ter z v visino trapeza.

A a O] B

Z uporabo trigonometrije dobimo, da je a = 2R, ¢ = 2Rcos¢ in v = Rsin ¢. Plos¢ina
trapeza je tako enaka

a-+c

5 = R?sin ¢(1 + cos ¢).

S(6) =

Sedaj je nasa naloga, da pois¢emo maksimum funkcije S na intervalu [0, 7]. Pri kotih
¢ = 0 dobimo daljico, pri ¢ = 7 pa trikotnik, zato v resnici iS¢emo maksimum S na (0, 7).

Odvod funkcije S je
S'(¢) = R?*(cos ¢ + cos® ¢ — sin ¢) = R*(2cos* ¢ + cos ¢ — 1).
Stacionarne tocke so resitve enacbe

2cos’¢p+cosp—1=0.

To je kvadratna enacha za cos ¢, ki ima resSitvi cos¢ = —1 in cos¢ = % Na intervalu

[0, 7] imamo torej eno stacionarno tocko ¢ = %. Kandidati za ekstreme funkcije S so koti

{0,%,5}. Ker je S(0) =0, S(3) = %gRQ in S(§) = R?, sklepamo, da ima S maksimum

v tocki ¢ = %. O

- [2] Skica.

- [3] Izbira parametra ¢.

- [5] Izrazava ploS¢ine s parametrom ¢.

. [1

. [5
[

- [4] Dokaz, da ima S maksimum v tocki ¢ = 7.

]
]
]
| Dolocitev definicijskega obmocja funkcije S.
| Izrac¢un odvoda in stacionarne tocke S.

]



(3) Funkcija f : R — R je dana s predpisom

f(x) =z +arctg (in 1)

(a) Doloci definicijsko obmocje ter limite in tangente na robu definicijskega obmocja

(b) Pokazi, da je funkcija f enakomerno zvezna na intervalu (1, 00).

Resitev: (a) Funkcija f je definirana na Dy = (—oo, —1)U(—1,1) U (1, c0), limite na robu
definicijskega obmocja pa so:

lim (a:+arctg( 2x )) = —o00, lim (x+arctg( 2x )) = 00,
T——00 2 —1 Z—00 2 —1
lim ( x 4 arctg * :—1—: lim ( x 4 arctg ’ :—1+Z,
at—1 x?—1 27 zl—1 x?—1 2
lim ( x + arctg ’ zl—z,lim T + arctg ’ :1—1—2
11 2 —1 27 z1 2 —1 2

Odvod funkcije f je enak

2(,.2
/ _Z (:E _2)

f(x)_ZLA—J}Q—f—l
Od tod sklepamo, da funkcija f naraséa na intervalih (—oo, —v/2) U (v/2, 00) ter pada na
intervalih (—v/2, —1) U (=1,1) U (1,4/2). Stacionarne tocke so z = £v/2 ter 2 = 0. V
= —/2 ima f lokalni maksimum, v z = v/2 pa lokalni minimum.

Leve in desne tangente f v tockah x = 41 imajo vse koeficient £k = —1. Poglejmo sedaj

graf funkcije f.
YA /

<Y

(b) Za dokaz enakomerne zveznosti je dovolj pokazati, da je odvod funkcije f omejen na
intervalu (1,00). To lahko dokazemo z resevanjem neenacb, bolj elegantno pa je opaziti,

da je:
2072
-2
lim (@ —2) 1,
al-174 — 2241
20,2 2
T Gt I
z—oo xt — 12 4+ 1
Zvezna funkcija na odprtem intervalu, ki ima limiti v krajiscih, pa je omejena. ]



- [4] Definicijsko obmogje in izrac¢un limit.
- [6] Izracun odvoda funkcije f, stacionarnih tock in tangent na robu obmocdja.
- [5] Skica grafa funkcije f.
- [2] Opazka, da je dovolj pokazati omejenost odvoda.
3]

- |3] Dokaz omejenosti odvoda.



(4) Izracunaj nedolocena integrala:
2
x
—dx
) / V1—2x?
(b) /x5arctg (2%) du.
Resitev:
2
x
a) [ ——=dx
) / V1—a2
Ce uvedemo novo spremenljivko = sint, bo dz = costdt in tako dobimo

x? sin® ¢
—— _dr= | = costdt = [ sin®tdt.
/ 1 — x2 / cost /

Ta integral lahko sedaj izracunamo z uporabo formul za dvojne kote

x? 1 — cos(2t) t  sin2t
——dx = intdt= [ ————2dt = - — C
/m oo fontai= [ 2= 271 T

1
= g arc sinz — 1 sin(2arcsinz) + C.

(b)ijéanng(IQ)dx:

Najprej integrirajmo po delih z izbiro u = arc tg(z?) in dv = 2° dz. Potem je du = 2%; dx,

1+a?
6 1 7
/x5arctg (%) dx = % arctg(z?) — 5/ ] _’x_ o

Integral na desni lahko izraéunamo z uvedbo nove spremenljivke t = 1 + 2, da dobimo

6
26 .
’U——6 m

t—1 1, \
(/1+ﬁ /———m [E=ml) 4 0= (4ot 4ot 4 C

Rezultat je torej

6

1 1
/a:5arctg (%) dx = % arctg(z?) — E(l + ) + Eln |1+ 2z + C.

- [5] Uvedba nove spremenljivke = = sin .
- [3] Uporaba formule za dvojne kote.

- [2] Rezultat.

- [5] Integracija po delih.

- [3] Uvedba nove spremenljivke.

- [2] Rezultat.



(5) Naj bo f: (a,b) — R odvedljiva funkcija, ki ni nujno zvezno odvedljiva. Predpostavimo
Se, da je f’ narascajoca funkcija.
(a) Izberimo poljubni stevili z,y € (a,b), za kateri velja x < y. Pokazi, da za poljuben
€ (f'(x), f'(y)) potem obstaja taksno stevilo ¢ € (z,y), da je f'(c) =
(b) Naj bodo z1, z3,y1,y2 poljubna Stevila z intervala (a,b), za katere velja z; < y; in
x9 < yo. Pokazi, da potem obstaja ¢ € (a,b), da velja

) + f(y2) = fa1) — fa2) = ['(c)(yr + y2 — 21 — 22).

Regitev: (a) Definirajmo funkcijo g : (a,b) — R s predpisom
g

(t) = f(t) — pt.
Funkcija g je potem na intervalu (a, b) odvedljiva in velja:
g'(x) = f'(z) = n <0,
gy =rfy)—-pn>0
V okolici tocke x torej funkcija g pada, v okolici y pa g narasca. Zaradi zveznosti mora
imeti g na intervalu (x,y) vsaj en lokalni minimum v tocki ¢ € (x,y). Zaradi odvedljivosti
pa potem velja ¢'(c) = 0 oziroma
fl(e) = p
(b) Z uporabo Lagrangeevega izreka za funkcijo f na intervalih [zq,y] in [z, ye] lahko
najdemo tocki ¢; € (x1,y1) ter ca € (x2,y2), da velja:
flyr) = fla1) = fl(e))(y — 21),
fy2) = fla2) = f(c2)(y2 — 2).
Ce ozna¢imo dy = y; — 1 in dy = y» — = ter uporabimo zgornji enakosti, lahko pogoj
fly) + fy2) = fa1) = f@2) = () (1 + y2 — 21 — 22)
prepisemo v
f(er)dy + f(c2)dy = f'(c)(dy + da)

oziroma

Fle) T + Fle) 72 = (o)

Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je f'(¢;) < f’(c2) in nato ocenimo

dy
! < / ! <
fer) f(Cl)d + dy +f(c)d1+d2 f'(c).
Ce pisemo y = f/(cl)d1+d2 + f’(c2)d "> in uporabimo (a) del naloge na intervalu (ci, c2),
dobimo iskani ¢ € (¢1,¢3) C (a,b), za katerega je f'(c) = p. ]
- [5] Izbira funkcije g.
- [3] Dokaz, da ima g minimum.
- [2] Obstoj stevila ¢, ki ustreza pogojem.
- [4] Uporaba Lagrangeevega izreka.
- [4] Preoblikovanje enakosti v f’(cl)d T + f'(co )d1 T = f'(c).

- [2] Uporaba (a) dela za dokaz obstoja tocke c.



