I11. Sistemi linearnih enacb

3.1 Oznake in osnovne definicije

Sistem n linearnih enaéb z n neznankami

a11T1 + a12T2 + -+ a1y, = by
2171 + A92To + - -+ + Ao, = bo
Ani1li + An2T9 + -+ ApnLn — bn

zapisemo v obliki
Ar — b, A € RXn (Can), CE,b cR™ (Cn),

kjer je A realna (kompleksna) matrika, x, b pa realna (kompleksna) vektorja.
Pri tem (¢,7)-ti element matrike A ozna¢imo z a;;, x; pa je i-ti element
vektorja x.
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Zapis matrik in vektorjev

Vektor x piSemo kot

_ - - e
aipr - Qin Qy
T
_a/nl afnn_ _Oén_

kjer so a;, a; € C".
e; € R™ je enotski vektor, za katerega velja e;; = 9,5, dobimo pa:
o Ae; je k-ti stolpec A,
e el'A je i-ta vrstica A,

o el Aey, je (i,k)-ti element A.

AT pomeni transponirano matriko 4, A¥ pa je AT.
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Produkti matrik in vektorjev

Skalarni produkt vektorjev x in y zapiSemo v obliki

o z,y realna: ylo =" zy,

e 1,y kompleksna: y"'z =>""  x;7;.

MnoZenje vektorja z matriko y = Ax si lahko predstavljamo na dva nacina:

e y; = al x: i-ti element y je produkt i-te vrstice A in vektorja =,

e y=> "  ma; y je linearna kombinacija stolpcev matrike A.
Podobno si lahko mnoZenje matrik C' = AB predstavljamo na tri nadine:

® Cij = afbj: cij je produkt i-te vrstice A in j-tega stolpca B,
o c; = Ab;: 1-ti stolpec C je produkt A in i-tega stolpca B,
e C=>" a8} C jevsota produktov stolpcev A in vrstic B.

Matriko z obliko zy!, kjer je ,y # 0, imenujemo diada in ima rang ena.
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Lastnosti matrik
n X n matrika A je nesingularna, &e izpolnjuje ekvivalentne pogoje:
e obstaja inverz A7, tako da je AA™' = A"1A =1,
e det(A) # 0,
e rang(A) = n (maksimalno Stevilo linearno neodvisnih vrstic ali stolpcev),

e ne obstaja x # 0, da je Az = 0.

Matrika A je simetri¢na, ¢e velja A = A” oz. hermitska, ¢e velja A = A7,
Simetri¢na matrika je pozitivno definitna, &e za vsak = # 0 velja 7 Az > 0.
Hermitska matrika je pozitivno definitna, ¢e za vsak x # 0 velja x? Ax > 0.

Ce za skalar X\ in vektor = # 0 velja Az = Az je \ lastna vrednost in x
lastni vektor. Vsaka n x n matrika ima n lastnih vrednosti, ki so niéle
karakteristi¢nega polinoma p(\) = det(A — AI).

Lastne vrednosti Aq,..., )\, realne simetricne matrike so realne, lastne
vektorje x1,...,x, pa lahko izberemo tako, da so ortonormirani, torej
T

xr; T; = 0;;. Lastne vrednosti simetritne pozitivno definitne matrike so
pozitivne.
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3.2 Vektorske in matriéne norme

Definicija. Vektorska norma je preslikava ||.|| : C™ — R, za katero velja

L. ||x]| >0, |

z|| =0<= x =0,

3. [lz +y| < ||z|| + ||yl (trikotnigka neenakost),

2. JJazx| = | - [l

zavsak z,y € C" in a € C.

Najbolj znane vektorske norme so:

mn
o [zl =) |z (1-norma),
1=1

" 1/2
o |lz]2 = (Z |x12> (2-norma ali evklidska norma),
i=1

o ||z]loo = _max |z;| (co-norma ali max norma).

Y 7n
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Ekvivalenca norm

Poljubni vektorski normi ||.||, in ||.||» sta ekvivalentni, kar pomeni, da
obstajata konstanti C1,Cs > 0, da za vsak x € C" velja

Cillzlla < lzlls < Cafl]la.

Za najbolj znane norme veljajo ocene:

e <zl < Vnllxfs
oo < lzll2 < V17|

Cauchy-Schwartzeva neenakost: |y x| < ||z||2|y]|2-
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