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1.kolokvij
ANA3 Finanéna matematika 2.letnik
2.12.2016
189 2.05
£ 90 min

(1) [25%] Dano je vektorsko polje
Uz, y,2) = (x 4+ 2y + az,2c — 3y — z,4x — y + 22).

Dolo¢i konstanto a tako, da bo polje ¥ potencialno in nato izra¢unaj

/ﬁ-ds"
c

za poljubno krivuljo C, ki se za¢ne v tocki (1,1, 1) in konca v tocki (2, 3, 5).
(2) [25%] Dana je krivulja C v polarnih koordinatah

r(¢) =2+ 4cos(p), pE [O, g}
in ravninsko vektorsko polje
Uz, y) = (y° — ¥ +ay, 22y — 2°).

S pomocjo Greenove formule zrac¢unaj

/17-d§
c

v smeri naraS¢ujocega parametra .
(3) [25%)] Izracunaj z-koordinato teziséa obmocja V C R3:
V={(z,y,2) ER®¥|2® +9* > 2% 2<2,2>1}.
(4) [25%)] Dan je integral s parametrom

*© 11— t
Fla) = / Lot vy,
0

Preveri, da je F(x) definiran za vsak x € R in nato integral izracunaj.
Preveri enakomerno konvergenco, kjer je to potrebno.

(Odgovore utemelji!)
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Resitve - 1.kolokvij

(1) Resitev: Iscemo funkcijo u : R — R, da bo gradu = ¥ (8pt). V procesu
iskanja funkcije u opazimo da mora veljati @ = 4 in nazadnje dobimo
u=4dxz —yz+ 22 + 2zy — 3y? + 122 (8pt). Vrednost integrala pa je sedaj
(4pt)

101 91

(2) Resitev:
S pomocjo Greenove formule dobimo (10pt)

(0,0) (6,0)
/v ds-// ) dx dy — / U-d§—/ v d§=
(0,2) (0,0)
2+4 cos
//( 3x)dx dy — / Odt—/ 6e'?dt = / d(p/ —3rcosprdr=

= —24( 3—|—7T)—§(1—e )

(10pt)
(3) Restev: Volumen dobimo z izra¢unom (v sferi¢nih koord.(7pt))

27
Vol = / d<p/ dﬂ/ rlsinddr = ... =
0 0

cos 9

271- cos 1
Z—/ dsﬁ/ dﬂ/ 197" sindrcosddr = .. :E

cos Y

(9pt)

(9pt) Tezisce je na z-koordinati 32
(4) Resitev: Funkcija pod mtegralom je pri t = 0 omejena, konvergenca inte-
grala v neskonc¢nosti pa ni problemati¢na, ker je

|/ 1 —cosat 7tdt\§/oo:e*B
B

torej integral tudi enakomerno konvergira (8pt).
7 parcialnim odvajanjem pod integralom dobimo

oo
/ sin xte”t dt
0

kar je zopet enakomerno konvergenten integral (podoben sklep kot zgorayj),
trorej je

Fl(x) = /0 sin (zt) et dt = Txm?
(9pt) in zato F(z) = 1 In (14 22)(+(C = 0)) (8pt).



2.kolokvij
ANA3 Finanéna matematika 2.letnik
18.1.2017
1890 2.01
£5 105 min

(1) Dano naj bo obmocje D C R? in vektorsko polje #(x,y,z) = (0,0, z). Rob
obmocja naj bo orientiran z zunanjo normalo.
(a) [5%)] Pokazi, da velja enakost

Vol(D) = # 7-dS.
oD

(b) [20%] S pomocjo zgornje enakosti izracunaj volumen obmocja, katerega
rob je parametriziran z

o(u,v) = (cos v cos u, cos v sin u, sin 2v) ,
kjer je
uel0,2r] ve [—— —} .
(2) [25%] Izracunaj integral

/°° dx
oo (2 =4z +5)2

(3) [25%] Doloéci splosno resitev diferencialne enacbe

y' +4y=xcosz.

(4) Naj bo (X,d) poln metri¢ni prostor in f : X — X dana preslikava z last-

nostjo, da je

fP=fof: X=X

kontrakcija.

(a) [10%] Pokazi, da ima preslikava f natanko eno negibno tocko.

(b) [15%)] Pokazi, da preslikava f : [0,1] — [0, 1] dana s predpisom

1
@) = 1

ni kontrakcija, preslikava f2 : [0,1] — [0,1] pa je kontrakcija. Doloci
Se negibno tocko preslikave f.

(Odgovore utemelji!)
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Resitve - 2.kolokvij

(1) Resitev:
(a) Sledi iz Gaussovega izreka ¢p, 7 - dS = [[[, div(0)dV = [[[, 1dV =
Vol(D) .
(b) oy = (—coswvsinu, cosvcosu,0), o, = (— sinwv cos u, — sin v sin u, 2 cos 2v)
od koder dobimo

Oy X 04 = (2 €08 v cos 2v cos u, 2 cos v cos 20 sin u, cos v sin v)

(0w X 0, tudi kaze ven iz obmocja), tako da je po zgornji formuli

/2 27 27
Vol(D) = / du/ sin 2v cos v sinvdv = 27r/ sin? v cos? vdv =
—7/2 0 0

2 2
1-— 4
:E/ cos Udv:T(.
0

2 2 2
(2) Restev: Ustrezna kompleksna funkcija je
1 1
f(z) =

(22—4245)2 (- (2+40)2(—(2-19)?
in velja [*_ (x?—liii-s-w =2mi ), o+ Res(f, zi). Najti moramo torej samo
Res(f,2+i). Ker gre za pol druge stopnje ga dobimo kot

. 1 S —2 1
et 2= (e =) ~ e

/oo dx 7
Coo (2 =4z +5)2 2

(3) Resitev: Resitev homogene enacbe y” + 4y = 0 je oblike y = Acos2z +
Bsin 2x. Partikularno dobimo pa kot realni del partikularne resitve enacbe

in rezultat je

y// + 4y — xei:r
Ker ¢ ni nic¢la karakteristicnega polinoma lahko vzamemo nastavek oblike
Yp = (Cx + D)e'”

Vstavimo v enaébo in dobimo ¢ = L in D = %. Realni del resitve
(Cx 4+ D)e'® pa potem znasa

w

x n 2 .
= —cosz+ —sinz.
=3 9
Splosna resitev:

2
y(m):Acos2x+Bsin2x—|—gcosaﬁ—&—gsinm A,BeR.

(4) Resitev:
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(a) Ker je f? skréitev, obstaja natanko en zo € X, da je

fz(ifo) =20 -
Uporabimo f na obeh straneh f(f2(zg)) = f(xo), oziroma
F2(f(w0)) = f(0)

torej je f(xo) tudi negibna tocka preslikave f2. Torej je f(xg) = 0.
Vsaka fiksna tocka preslikave f pa je tudi fiksna tocka preslikave f2,
torej je res en sam xg, da je f(xg) = xo.
Problem je pri 2 = 0. Naj bo ¢ € [0,1) in si pogledamo neenacbo

[£(0) = f(z)| < qlz =0
To se poenostavi v 1-%35 < ¢ oziroma x > I%q, torej za x <
skréitveni pogoj ne velja vec. Pri f3(z) = ﬁ—i pa vidimo, da je
[(f3)/(z)] < 5, torej je f? skréitev. Negibna tocka je dolocena z

ﬁ = z od koder dobimo z = @

1—gq



Izpit 1
ANA3 Finan¢na matematika 2.letnik
£ 90 min

(1) Dana naj bo ploskev
S ={(z,y,2) eER*|2? +9? + 22 =4in 2 > 0}

in vektorsko polje ¥(x,y, 2) (xy,ysin z, R(x,y, 2)).
tako, da bo divii = 2 in R(x,y,0) = 1 + 2232 ter nato izracunaj
7.

//S ds .

(Ploskev S je orientirana z normalnim vektorskim poljem, ki ima v tocki

Dolo¢i funkcijo R

(0,0,2) € S vrednost (0,0,1).)
(2) Naj bo funkcija F : [2,00) — R dana s predpisom

°°dt
F(x) = :
(z) /2 t*Int

Izracunaj odvod F’(z). Preveri enakomerno konvergenco, kjer je to potrebno

(3) Dana je kompleksna funkcija
1

IO = e -
(a) Izrac¢unaj glavni del Laurentove vrste funkcije f v tocki z = 0.
(b) Dana naj bo pot v v C, s parametrizacijo
~(t) = 3cost + 2i +i3sint te[0,2n].

Izracunaj 567 f(z)dz.
(4) Poisci splosno resitev diferencialne enacbe

22y —axy +y=(1+z)s.
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RESITVE
(1) Imamo pogoj y + sinz + %—I: = 2, kar se integrira v
R = 2z—yz+cosz+<p(:z:,y)7
kjer je p(z,y) = 2%y?. Potem je

//v ds = ///2dV // . 1—:cy)dacdy—327r+//K(O2)1+m ) da dy

s2r | 20r _ 5o

3 73 T3
(2) F'(z) = — [;° % enak konv. na € [2,00) in nazadnje
21—1
F’ = .
(@) = 1—

(3) Glavni del je 11+ ..

Singularnost je e (tista znotraj krivulje) 2i. Res(f,0) = L, Res(f,2i) =
1
Zi(—1+43) °
(4) Homogena resitev je yg = Ax + Bz lnx, nastavek za partikularno pa je

C+ DInz)(Inz)?x

=(
indobimoC’:%inD—é



Izpit 2
ANA3 Finan¢na matematika 2.letnik
#5120 min

(1) [25%] Dano je vektorsko polje p(x,y, 2) = (xy, zz — y, f(x,y, z)) in orien-
tirana krivulja C = {(z,9,2) € R*;2% + y? = 1in z = 1}. Poisci kaksno
funkcijo f(z,y,2) za katero bo integral

//ﬁo-dg
S

enak za vse ploskve S, ki imajo krivuljo C za rob (orientacija ploskve S naj
bo dolo¢ena z orientacijo krivulje C'). Nato izra¢unaj Se 930 Uy - dS.
(2) [25%)] Doloéi splosno resitev diferencialne enacbe

y' +2y +y=sinzx.

(3) [25%] Dana je kompleksna funkcija f(2) = 15==. Doloéi definicijsko obmocje
funkcije f. Dana naj bo krivulja C' = {z € C; Re(z) = Im(2)(Im(z) — 27)}.
(a) Naj bo R > 0 in naj bo krivulja Kg daljica, ki povezuje tocki R +

i(mr —vVR+7?)in R+i(r+vR+7?). Pokazi, da je
lim f(z)dz=0.

R—o0 Kr

(b) S pomocjo residuumov izra¢unaj

/Cf(z) dz .

(4) [25%] Naj bo M = C'([0,1]) mnozica vseh zvezno odvedljivih funkcij na
intervalu [0, 1].
(a) Ali je preslikava dy : M x M — R, dana z

d(f.g) = / (@) — ga)] de + / (@) — (@) du

metrika?
(b) Denimo, da zaporedje funkcij f,, € M konvergira v metriki d; k funkciji
f € M. Pokazi, da potem zaporedje {f,} po totkah konvergira k f.
(¢) Dano je zaporedje funkcij f, : [0,1] — R s predpisom f,(z) = nxe "".
Pokazi, da zaporedje po tockah konvergira k funkciji 0. Ali {f,} kon-
vergira k funkciji 0 v metriki d;?
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Resitve
(1) Funkcijo f izberemo tako, da bo diviy = 0. Od tu dobimo npr. f(x,y,z) =
z — yz. Integral ﬁc Up - d§ pa nadomestimo z integralom rotorja po disku z
normalo (0,0, 1), rezultat je 27 (rotvy = (..y..., 2 — ) 0z. (.oy...; 1 — ) na
disku).
(2) y = Ae®” + Bze®. Partikularno resitev poiscemo kot imaginarni del y, =
Ce'®.
(3) Daljico parametriziramo z = R+it, t € [t — VR+ 72,7+ VR + 7?] in
dobimo
THVRET? R/2it/2 T+VE+7>  R/2 eR/2
[ f)de] = | ﬁidﬂg/ = /Ry 0(R o)
Kr —/R+n2 1+ eftet r—vR+n2 € —1 eft —1

Za fc f(2)dz izracunamo residuum v im, ki je enak —i, torej je integral
enak 27.

4) (a)
(b)

Je metrika.

Vprasanje lahko reduciramo na: g, v d; metriki konvergira k 0, ali
potem g,, po tockah konvergira k 07

Naj bo zy € [0,1] taksna, da je limg,(xz¢) # 0. To pomeni, da za
neskonc¢no ¢lenov zaporedja g, velja, da je |gn(zo)] > C (za nek C).
Za poljuben € > 0 od nekega n naprej velja

1 1
/ g ()| dz + / gl (@))dz < e
0 0

poseba;j fol |gn(2z)|dx < €. Torej gotovo obstaja x1 € [xg — 2¢/C, 0],

da je |gn(z1)| < §-

1 xo C
g (2)|da = I/ In(@)dz| = |gn(@o) = gn(z1)| 2 5
0 z1

torej g, ne konvergira k 0 v metriki d;.

lim dy(nze™"*,0) = 2.
n—oo



