SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 1. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore/izracune je potrebno utemeljiti. Lahko pisete s svinénikom.

29. junij 2017

1. (25 tock) Naj bo {A, u} C (0,00). V neko mesto prihajajo turisti skladno s homogenim
Poissonovim procesom N z intenziteto A in se tam zadrzijo, neodvisno od Casa svojega
prihoda, vsak v porazdelitvi Exp(u) dolgo. Naj bo M, stevilo turistov v mestu ob ¢asu

€ [0,00) (Steje se, da je ob prihodu turist v mestu, ob odhodu pa ne ve¢). Dolo¢i
E[M;].

Resitev. Ce so (Si)ien prihodni ¢asi N-ja, moremo izraziti My = >~ 1(S; <t <
S; + E;), kjer je E; Cas za katerega se zadrzi i-ti obiskovalec v mestu. Tedaj je iz
neodvisnosti in Tonellijevega izreka ter znanih porazdelitev EM;, = Y">°, P(S; <t <

Si+E)=> 7, fo ds’\z 11; e MemHt=) = f(f dshee Asemt=s) — ﬁ(l — e H).

2. (25 to¢k) Naj bo A € (0,00), N ~ HPP(A) s pripadajo¢im zaporedjem medprihodnih

¢asov (T;)ien. Najbosen € Nin Z = (Z;);en zaporedje n.e.-enakomernona {1,...,n}-p.
slucajnih spremenljivk, neodvisno od N. Definirajmo K := inf{k € N: {Z;,..., Z;} =
{1,...,n}}, prvi (diskreten) ¢as ko smo v zaporedju Z videli vse vrednosti iz {1,...,n}.

Naj bo se S := S°%, T;. Doloci P(S < z) za € (0,00), E[S] ter E[K].

Resitev. Markirajmo N z Z, dobimo neodvisne N* ~ HPP(A/n), i € {1,...,n}.
Tedaj je S = VI, T}, kjer je T¢ prvi prihodni ¢as v procesu N, i € {1,...,n}.
Za x € (0,00) je tedaj P(S < z) = [[,P(T}¥ < 2) = (1 — e /M) Sledi
ES JoOP(S > z)de = [[F[1— (1 —e/m)n d:v = [0 (e M (=) de =

lzk_ () (=1)F12 K je neodvisen od N iz Waldove identitete sledi EK =
> (= )’““(k) Seveda je porazdelitev K enaka tudi *;_,geomy(k/n), in v po-
sebnem EK = nzzzl 7, kjer x ozna¢uje konvolucijo. (Torej mora biti (cf. https:
//en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number#Calculation) Y ;_ (—1)*(7)% =
ny .3 zavseneN,)

3. (25 tock) Najbo N Poissonov proces z zvezno funkcijo intenzitete p, ki zadosca fooo p(s)ds <
0o. Dokazi da je Ny :=limy o N; < 00 8.g. in dolo¢i P(N, = k) za k € Ny.

Resitev. Oznacimo O(t fo s)ds za t € [0,00]. Ker za k € N, 1(Ny = k) —
1(Ny = k) /Ceprav ne monotono/ ko M 1 oo ¢ez N, je iz dominirane konvergence
P(Nu = k) = limproyee P(Nyy = k) = limas_e @(,ﬁ?’“e—@(M) — S -6y

posebnem je P(Ny < 00) =3, .y, P(Noo = k) =1 (in No ~ Pois(0(c0))).
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4. Najbo T = (T});en zaporedje n.e.p. slu¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v [0, co), P(77 >
0) > 0. Definirajmo S,, := Y"1 | T; zan € Ny (seveda, Sy = 0), ter Ny := > | 1(S,, < 1)
za t € [0,00) — pripadajoCi prenovitveni proces. Bodi kon¢no M prenovitvena mera
procesa N, torej M, := EN, za t € [0,00).

(a) (5tock) Naj bo {s,t} C [0,00). Razlozi zakaj je Nsisy, , — Nt > Nopy — Ny
(b) (15 tock) Dokazi, da je funkcija M’ := 1+ M subaditivna, tj.:

M'(t+s) < M'(t)+ M'(s) za {s,t} C [0,00).

(c) (5 tock) Najdi primer take porazdelitve T} in {s,t} C [0,00), da je P(T} > 0) =1
in M'(t +s)=M'(t)+ M'(s).

Resitev. (a). Sy,+1 >t in N je nepadajoc¢ proces, sledi prvi del. (b]). Ker je N+ 1
Cas ustavljanja glede na naravno filtracijo procesa T, sledi iz prenovitvene lastnosti,
da je E[NSNt+1+S_<Nt+1)] = ENj, in torej M (t+s) = ENyy = ENy+E[Ny s — Ny] <
ENy + E[Noy,i+s = No) = M(8) + 1+ E[Ngy, s — (Ne + 1)] = M (1) + M(s) + 1,
od koder Zeljeno. (d). Enakost nastopi v deterministi¢nem procesu pri katerem je
T; =1zavsei€ N, ¢e vzamemo npr. s =t = 1/2.




