SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 3. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore /izracune je potrebno utemeljiti. Lahko piSete s svinénikom.

4. september 2017

1. Najbon € N, {p1,...,pn} C (0,1], p1+---+p, =1, T = (T});en zaporedje n.e.-Exp(1)-

1 ...
p. slu¢ajnih spremenljivk in Z = (Z;);en zaporedje n.e.-po shemi » ; )-p.
Loy
slu¢ajnih spremenljivk, neodvisno od 7. Definirajmo K := inf{k € N: {Z,,..., Z;} =
{1,...,n}}, prvi (diskreten) ¢as, ko smo v zaporedju Z videli vse vrednosti iz {1,...,n}.

Naj bo e S := S5 T;.
(a) (6 tock) Dokazi, da je E[S] = E[K].
(b) (6 tock) Dokazi, da je za k € {1,...,n}, E[>25, 1(Z; = k)] = pE[K].
(C) (13 tOCk) DOk&Zl daje E[ ] = Zz:l< )k+1 ZJG( ) - Zz Di ZZ<] pz-q-p]
cep(=1)n . Tuje ([ }) mnoZica k-elementnih podmnozic [n] := {1,...,n}.
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Resitev. Prva dela sledita neposredno iz Waldove identitete ter 7; ~ Exp(1l) in
1(Z; = k) ~ Ber(pr), k € N, i € N: K je ¢as ustavljanja naravne filtracije zaporedja
Z, glede na katerega ima (Z, T') neodvisne stacionarne vrednosti). 7 si lahko mislimo
kot zaporedje medprihodnih ¢asov v N ~ HPP(1), markiranem z Z. Iz markacije
dobimo neodvisne N* ~ HPP(Ap;), i € {1,...,n}. Tedaj je S = VI T}, kjer je
T} ~ Exp(p;) prvi prihodni ¢as v procesu N*, i € {1,...,n}. Zaz € (0 o) je teda]
P(S < x) = [T, P(T} < 2) =T, (1 — e ™). Sledl ES = fo (S > x)dx =
f() I, (1- e_wpl))daf = 2 (- ng(") ﬁ = Zz i 2ui<y pi_,l_pj +
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2. Naj bo A € (0,00), N ~ HPP()\), (S;)ien, prihodni ¢asi procesa N (S = 0). Za
t € (0,00) defnirajmo “najveéjo vrzel do ¢asa t:

L, := Igggl((sk ANt — Sk 1 At).

Naj bodo (T});eny medprihodni €asi procesa N. V tockah (@a])-(b)-(c) bodi € € (0,1).

1< log(n) za po-

(a) (7 tock) Z uporabo Borel-Cantellijeve leme pokazi, da je T,, >
ljubno velike n € N, s.g.

(b) (2 tock) Sklepaj, da je maxi<k<, T} > 55 log(n) za poljubno velike n € N, s.g.
(c) (5 tock) Dokazi, da je, s.g., za vse dovolj velike ¢ € [0,00), Ny — 1 > (1 — €)tA.
(d) (9 tock) Uporabi prejsnje tocke, in dokazi da je s.g. limsup,_,, Li/log(t\) > 15




(e) (2 tock) Sklepaj da je s.g. limsup,_,., L;/log(t\) > %

Resitev. Prvi del sledi iz Y, P(T, > 5log(n)) = 3, cyn 79 = oo in ne-
odvisnosti medprihodnih c¢asov, ter leme BC-II. Drugi del je trivialna posledica
prvega, saj je vendar maxi<y<, Ir > T,,. Tretji del sledi iz N;/t — X s.g., kar
je KZVS za prenovitveni proces N. Za cetrti del opazimo da je s.g. za vse do-
volj velike t-je L; > maxi<p<fa—ewm] Ik, in torej s.g. za poljubno velike t-je, L; >
L log([(1 — €)tA]) > <log((1 — €)tA). Ko delimo z log(t)), in posljemo ¢ — oo,
dobimo zZeljeno relacijo. Zadnji del sledi, ko spustimo € | 0 ¢ez neko zaporedje.

3. (25 tock) Naj bo ty € (0,00), d € [0,00). Poissonov proces ima funkcijo intenzitete p
dano z
p(t) = e P /ty za t € [0,00).

Za t € [0, 00) doloci E[Y"5, e~%%]. Koliko je E[>"5= e~%%]?

Resitev. Za t = 0 je seveda Ny = 0 in potem E| kNil e~4%] = 0. Sicer pogojimo,

za K € Ng, na N; = K:

Nt t efs/tofds
E Z e PE|N, = K| = K/ —————~ds (lastnost vrstilnih statistik)

1 — e—t/to—dt 1
1—et/to 1 + dto

Iz N, ~ Pois(1 — e7¥/%) sledi

Nt o0 _ _ —
e Z edek _ Kl —e t/to—dt 1 (1 —e t/to)Kef(lfe*t/to)
£ T et 1t dty Kl

1 — e—t/to—dt

1+ diy

Koné¢no je iz monotone konvergence

1 — e—t/to—dt

Neo
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4. Naj bo ty € (0, 00). Zivljenjska doba neke moderne kapitalisticne naprave je slucajna,
zavzame vrednost iz [ty/2,to], in ima absolutno zvezno porazdelitev z gostoto dano z
f(t) = at®Ly, a4 (t), kjer je a ustrezna normalizacijska konstanta /ki jo moras Sele
dolo¢iti/. Ob ¢asu 0 kupimo prvo od teh naprav, nato pa vsako naslednjo, ko premine
prejsnja. Zivljenjske dobe kupljenih naprav so med sabo neodvisne.



(a) (15 tock) Dolo¢i dolgoro¢no povpreéno (s.g. in v upanju) Stevilo kupljenih naprav
na c¢asovno enoto.
(b) (10 tock) Kaksno je upanje ¢asa, ki bo pretekel med ¢asom prvega nakupa po tem,

ko bo prvi¢ kaka naprava delovala vsaj 3ty/4 dolgo, in ¢asom naslednjega nakupa,
ki bo sledil le-temu?

Resitev. @ Iz fttoo/Q at?*dt = 1, sledi a = %. Naprej, Ce izvzamemo prvi nakup
ob ¢asu t = 0 (ki seveda nima vpliva na iskani limiti), imamo opravka s prenovi-
tvenim procesom; iz elementarnega prenovitvenega izreka oz. krepkega zakona veli-
kih stevil, sledi, da je povpre¢no Stevilo kupljenih naprav na ¢asovno enoto, enako
1/ j;io/z tat?dt = %. (). Iz prenovitvene lastnosti sledi, da je iskano upanje enako
upanju posameznega Zivljenjskega casa, g—gto. Namre¢, prenovitveno lastnost aplici-
ramo na zaporedno Stevilka nakupa, izkljuc¢ujo¢ nakup ob casu 0, ki sledi prvemu
trenutku, ko bo prvi¢ kaka naprava delovala vsaj 3ty/4 dolgo, in ki je ¢as ustavljanja

glede na naravno filtracijo zaporedja zivljenjskih dob kupljenih naprav.




