SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 2. kolokvij

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore /izracune je potrebno utemeljiti. Lahko piSete s svinénikom.

9. junij 2017

1. (25 tock) Naj bo tg € (0,00). Poissonov proces N ima funkcijo intenzitete p(t) =
1/ max{t,to}, t € [0,00). Naj bosta (v standardnih oznakah) E; := Sy, — ¢ in A; :=
t — Sy, presezek in starost procesa N ob Casu t € [0,00). Za t € [tg, 00) dolo¢i E[E}] ter
E[A;]. Nasvet. Upanja kot integrali preseznih funkcij.

Resitev. Za u € (0,00) je P(E: > u) = P(Ngpw — Ny = 0) = t/(t + u), in torej
EE, = [, t5du = 400. Podobno je za u € (0,t —to), P(A; > u) = P(N, — Ny, =

0)=(t—u)/tterzau € (t—tg,t), P(A; > u) = I?(gvt—Nto = Ot>P(Nt° —N;y=0) =
temlomttw/io Sledi EA; = [) P(A; > uw)du = [ Ftdu + [,_, fe~lomttw/iody =

[ 4 (21— e )] = ¢ [L 4+ (223 -],

2. odi to € (0,00). Naj bo N Poissonov proces s funkcijo intenzitete p, p(t) = et/% /t,
zat € [0,00).

(a) (8 tock) Ali je P(Sy < o0) =17 Ali je P(Sy < 00) =07
(b) (17 tOék) Izraéunaj P(T1 > tg, Ty > tO’SQ < OO)

Resitev. Ker je [~ p < o0, je P(S) < o0) < 1. Ker je [;~ p >0, je P(S; < 00) > 0.
Oznac¢imo O(t) = fot p(s)ds za t € [0,00], sledi ©(c0) = 1. Iz pogojnih gostot za
medprihodne ¢ase imamo, da je

—t1/t0e—(t1+t2)/toe—(l—ef(tﬁtz)/to)

t3(1 —2e71)

P(T1 > tO,TQ > to‘Sz < OO) = / / ¢ dtzdtl =
to to

/ e /10 (e (eI ey oty J(1-267) = (e —1)—e 1) /(e~2) = 3.6%.

to

!Spomnimo. Naj bo N Poissonov proces s prihodnimi ¢asi (S, )nen, in z zvezno funkcijo intenzitete

p, ki ni identi¢no enaka ni¢. Naj bo n € N in oznac¢imo A, = {(s1,...,5,) ER" : 0 < 51 < -+ < 8}
ter O(t) = fg p(s)ds za t € [0,00]. Tedaj je, pogojno na {S,, < oo}, vektor prihodnih €asov (Si,...,Sy)
absolutno zvezen sluc¢ajen vektor z gostoto (v (s1,...,$,) € R™)
p(s1) -+ p(sn)eOtn)
1A, (S1,---,8n) YOO ,
1— o (Z?) e—6(c0)

kjer je potrebno imenovalec razumeti v limitnem smislu ko je ©(c0) = oo (torej je tedaj enak 1).



3. (25 tock) Naj bo ty € (0,00). Avtobusi prihajajo na postajo skladno s prenovitvenim

procesom N prirejenim zaporedju (7;);eny n.e.-Unif([ty/2,¢o])-p. slucajnih spremenljivk
z vrednostmi v (to/2,to]. Na postajo pridemo nekje na intevralu [0, %] ob slu¢ajnem
¢asu U ~ Unif([0, to]), in neodvisno od N. Dolo¢i matemati¢no upanje ¢asa ¢akanja na
avtobus. (ée pridemo na postajo to¢no ob prihodu kakega avtobusa na postajo, le-tega
ne ujamemo, in moramo pocakati na naslednjega.)

Resitev. Is¢emo E[Sy, 11 — U]. Ker je Sy, 11 = S11(U < Th) + S21(U > Ty), sledi
da je iskano upanje enako —to/2 + E[TV1(U < Ty) + (Th + T2)1(U > T1)]. Slednje
upanje je enako ETy +ET»1(U > T}) in zaradl neodv1snost1 ter enake porazdeljenosti
T-jev, ETy(14+P(U > Ty)), torej 2to(1+ 2 f0/2 dty |, du/to) 3to(1+2 f dti(1

t1/to)) = 2to(1+ 2f1/2 udu) = 15ty/16. Konéni rezultat Tto/16.

. (25 tock) Naj bo A € (0,00), N ~ HPP(A), p € (0,1], I' ~ geomy(p), N neodvisen
od T'. Predpostavimo, da je lim; o, V; = 0o z gotovostjo (namesto samo s.g.). Proces
Stetja M Steje prihode procesa N od vkljuéno I'-tega prihoda dalje. Torej je M; =
Ligp00)(t) [1 4 (Ny — Ng.)] za t € [0,00). Razlozi zakaj je M prenovitveni proces z
zaostankom. Dolo¢i porazdelitev prvega in vseh nadaljnih medprihodnih ¢asov procesa
M. Izracunaj E[M;] za t € [0, 00).

Resitev. Ker je N HPP glede na filtracijo F¥ V o(I") sledi iz krepke lastnosti Mar-
kova HPP, da je M prenovitveni proces z zaostankom (s skoki velikost ena), pri ¢emer
je prvi medprihodni ¢as Sr ~ Exp(p)), saj je Sr neodvisna vsota I' n.e.-Exp(\)-p.
slucajnih spremenljivk. Vsi nadaljni medprihodni ¢asi imajo Exp(A) porazdelitev.
(Predpostavka lim;_,,, Ny = oo zagotavlja kon¢nost medprihodnih ¢asov. Namesto
krepke lastnosti Markova za HPP se lahko sklicemo neposredno na krepko lastnost
Markova za zaporedja s stacionarnimi neodvisnimi vrednostmi (zaporedje medpri-
hodnih ¢asov Njal).) Upanje E[M;] lahko izra¢unamo direktno (upostevamo neod-
visnost inkrementalnega procesa po St od Sr, ki sledi iz krepke lastnosti Markova
HPP, kot tudi NSF+t — NSF ~ Nt)I

E[M:] = E[Lis;,00)(t) [1 + (Nspp (4-s1) — Nsp)]]

t
= / dulpe (1 4+ \(t — u)),
0

t
:/ dulpe =0 (1 4 \u)
0

= e MM — 1 + 1()\pte’\pt — (M —1)))
p

kjer sledi druga enakost iz Tonellijevega izreka in izreka o sliki mere. Lahko pa
raéunamo preko prenovitvene mere in L-S transformacij. Naj bo A; :— EM; za

€ [0,00). Najprej je, v standardnih oznakah, G(u) = ﬁ’;p ter F = +)\, u > 0.
Sledi A = = 2N A Aop) o, (in tudi za u = 0, e interpretiramo

1- F u(u+pA) u u+Ap
1/0 =00,00 —a=00zaa € RU{—oc0}). Od tod iz injektivnosti in linearnosti L-S

transformacije, EM; = \t — %(1 — e M) za t > 0, kar je seveda isti rezultat.




CAMOUFLAGED VERSIONS OF ABOVE PROBLEMS.

Naj bo to € (0,00). Smiselne odlo¢itve vlade prihajajo skladno s Poissonovim procesom
s funkcijo intenzitete p(t) = 1/ max{t,ty}, t € [0,00). Za t € [ty,00) dolo¢i matemati¢no
upanje ¢asa do naslednje smiselne odlocitve vlade strogo po ¢asu t, ter matemati¢no upanje
¢asa od zadnje smiselne odlo¢itve vlade do in vkljuéno s ¢asom ¢ (slednji ¢as naj bo enak
t na dogodku, da vlada sploh ni imel nobene smiselne odloc¢itve do in vklju¢no s ¢asom t).
Nasvet. Upanja kot integrali preseznih funkcij.

ﬂBodi to € (0,00). Trenutki popolne srece v zivljenju prihajajo skladno s Poissonovim
procesom s funkcijo intenzitete p, p(t) = e "% /t, za t € [0, 00).
(a) (8 tock) Ali smo skoraj gotovo popolnoma sre¢ni vsaj dvakrat v zivljenju? Ali smo
popolnoma srecni vsaj dvakrat v zivljenju z verjetnostjo nic¢?

(b) (17 tock) Pogojno na dogodku, da smo popolnoma sre¢ni vsaj dvakrat v zivljenju,
izracunaj verjetnost dogodka, da bomo na prvi trenutek popolne srece cakali strogo
ve¢ kot ¢as ty in da bomo po prvem trenutku popolne srece spet ¢akali strogo ve¢ kot
¢as tp na drugi trenutek popolne srece.

Naj bo A € (0,00), p € (0,1]. Stranke prihajajo na banko skladno s prihodnimi ¢asi
homogenega Poissonovega procesa z intenzivnostjo A. Ob prihodu vsake neodvisno vrzemo
kovanec. Verjetnost, da na kovancu pade grb, je vsaki¢ p. Naj bo M proces stetja, ki Steje
stranke od vkljuéno tiste dalje, pri kateri prvi¢ pade grb. Razlozi zakaj je M prenovitveni
proces z zaostankom, dolo¢i porazdelitev prvega in vseh nadaljnjih medprihodnih ¢asov ter
prenovitveno mero procesa M.

2Spomnimo. Naj bo N Poissonov proces s prihodnimi ¢asi (S, )nen, in z zvezno funkcijo intenzitete

p, ki ni identi¢no enaka ni¢. Naj bo n € N in ozna¢imo A, = {(s1,...,8,) ER" : 0 < 51 < -++ < 8}
ter O(t) = fot p(s)ds za t € [0,00]. Tedaj je, pogojno na {S, < oo}, vektor prihodnih ¢asov (Si,...,Sy)
absolutno zvezen slucajen vektor z gostoto (v (s1,...,s,) € R™)
pls1) -+ ()=
]]-An(817'~'7sn) n—1 O(co)k )
1— k:é (k!) P CICY)

kjer je potrebno imenovalec razumeti v limitnem smislu ko je ©(c0) = co (torej je tedaj enak 1).



