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POGLAVJE 1

Afine mnozice v R"”

1.1. Urejene n-terice

Naj bo n neko fiksno naravno stevilo (obic¢ajno je n = 2 ali n = 3).
Mnozico vseh urejenih n-teric realnih stevil oznac¢imo z R"™. Mnozico
R™ si predstavljamo kot n-razsezen prostor z izbranim koordinatnim

sistemom, urejeno n-terico (xy,...,x,) pa si lahko predstavljamo kot
tocko v n-razseznem prostoru, ki ima v izbranem koordinatnem sistemu
koordinate (xy,...,z,). Tocki (0,...,0) pravimo tudi izhodisce.

Geometrijski vektor je usmerjena daljica med dvema tockama.
Geometrijskemu vektorju, ki se zacne v izhodisc¢u pravimo tudi algebr-
ski vektor, na kratko pa kar vektor. Algebrski vektor je natanko
dolocen s svojo konc¢no tocko, ta pa je natanko dolocena z n-terico
svojih koordinat. Zato bomo v nadaljevanju besede urejena n-terica,
tocka v R™ in (algebrski) vektor uporabljali kot sinonime. Pravimo,
da sta dva geometrijska vektorja enaka, ce sta vzporedna, enako dolga
in kazeta v isto smer. Vsak geometrijski vektor lahko vzporedno pre-
maknemo tako, da njegov rep pade v izhodisce. Torej je vsak geo-
metrijski vektor enak natanko enemu algebrskemu vektorju. Koordi-
nate algebrskega vektorja, ki je enak geometrijskemu vektorju iz tocke
(1, ..., 2y) v tocko (Y1, ..., Un), SO (Y1 — T1, ..oy Yn — Tp)-

Algebrske vektorje lahko sestevamo in jih mnozimo s skalarji, tj.
realnimi stevili. Vsota vektorjev x = (z1,...,2,) iny = (y1,...,Yn)
je vektor x +y = (x1 +y1,..., 2, +yn). Ta vektor lahko konstruiramo
tako, da rep vektorja y z vzporednim premikom prestavimo na glavo
vektorja x in povezemo rep X z glavo premaknjenega y. Produkt
vektorja x = (1, ...,x,) in skalarja « je vektor ax = (azxy,...,ax,).
Ce je a > 0, potem ax dobimo tako, da x raztegnemo za faktor o.
Ce pa je o < 0, potem ax dobimo tako, da x raztegnemo za faktor
|a| in ga prezrcalimo preko izhodiscéa. Osnovne lastnosti sestevanja in
mnozenja s skalarjem so:

(i) x+y =y +x, (v) a(x+y) = ax+ay,
(it) (x+y)+z=x+(y+2z), (vi)(a+pf)x=ax+px
(mz)x+0-0+x-x (vii) (af)x = a(fx),
() x+ (—x) =(—x)+x+0, (viii) 1 - x=x

5
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Pravimo, da je vektor x linearna kombinacija vektorjev x, ..., X,
¢e obstajajo taki skalarji aq, ..., a,,, da velja x = a1X1 + ... + @ Xom.

Primer. Dana je daljica AB. Iscemo tako tocko C' na tej daljici, da
velja AC': CB = X\ : p. Oznacimo z ry, rp in ro algebrske vektorje,
ki ustrezajo tockam A, B in C'. Radi bi izrazili rc z r4 in rg. Ker je
— o =
AB=rg—ryin AC = mAB, je

A

—  — 1
rc =0A+ AC =1, + m(rB —Ty) = m(,urA + Arp).

Primer. Tocki L(r; + ...+ r,) pravimo sredis¢e tock rq,...,Tp,.
Ogledali si bomo geometrijsko konstrukcijo sredisca tock. Naj bo p; =
ri. Za vsak ¢ = 2,...,m naj bo p; taka tocka na daljici med p;_; in
r;, ki to daljico deli v razmerju 1 : (i — 1). Trdimo, da je potem p,,
sredisce tock ry, ..., .

Ker je py =1 in ker za vsak + = 2, ..., m velja

7 —1 1
= Pi-1 + ;ria

Pi = —
1

lahko s popolno indukcijo dokazemo, da je

1
pZ:;(r1++rz)

za vsak 1 = 1,...,m. Trditev namrec¢ drzi za ¢ = 1 in c¢e velja za 1,
potem velja tudi za i 4+ 1, saj je pjx1 = Z.J%lpl- + z‘%riﬂ = 24%1 . %(rl +
.. .+I’Z‘)+H%I'Z‘+1 = H%(r1+' . .+rz~)+i%ri+1 = H%(r1+' . .+ri+rz~+1).
Posebej je py, = %(rl + ... 4 r,), kar smo tudi zeleli dokazati.
Vektorji rq,...,r, so linearno odvisni, ¢e je eden od njih enak
linearni kombinaciji preostalih m — 1 vektorjev, sicer pa pravimo, da

so linearno neodvisni.

Primer. Dva vektorja sta linearno neodvisna natanko tedaj, ko ne
lezita na isti premici skozi izhodisce. Trije vektorji so linearno neodvisni
natanko tedaj, ko ne lezijo na isti ravnini skozi izhodisce.

Ce so vektorji ry, . .., r,, linearno neodvisni in velja
(1/11'1+...+(1/me :ﬁ1r1+...+ﬁmrm,
za neke skalarje aq, ..., a,, 01, ..., Bm, potem je
o; = Fizavsaki=1,...,m.

Oglejmo si primer uporabe te lastnosti.
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Primer. Vzemimo trikotnik s ogliséi A, B, C. Naj bo U taka tocka na
daljici AB, da je AU : UB =1 : 3 in naj bo V taka tocka na daljici
AC, da Velja AV VO = 4 1. Naj bo tocka D presec1sce dalJIC cU
in BV. Tzrazimo vektor AD z vektorjema b = AB in ¢ = AC!

= —c velja
-— 1 1 1—A
AD = ATHAU_C* “hb4Ac—-b)= — b+
4 4 4
" -— — 4 4 4(1
AD:F/+MVB:gc+u(b—gc):,ubJr%c,

kjer skalarjev A in p Se ne poznamo. Ker sta b in ¢ linearno neodvisna,
odtod sledi, da je

1— 4(1 —
—)\:,u in /\:7( ,u)‘
4 5

.. . . _ 3 1 T = _ 1 3
Resitev tega sistema je A = 3 in p = 15. Torej je AD = b + ;c.

1.2. Norma, skalarni in vektorski produkt

Za vsak vektor x = (z1,...,%,) € R" definiramo njegovo normo

[l =

Po Pitagorovem izreku je ||x|| ravno oddaljenost tocke x od izhodisca,
razdaljo med dvema tockama x in y pa lahko izrazimo kot |y — x||.

Namesto ||1@|| pisemo raje AB.
Skalarni produkt vektorjev x = (z1,...,2,) iny = (y1,---,Yn)

je definiran z
X,y) = Z LilYi-
i=1
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Zveza med skalarnim produktom in normo je (x,x) = ||x[[*>. Osnovni
algebrski lastnosti skalarnega produkta sta

(1) {ax+pPy,z) = a(x,z)+(y,z) zavse a, § € Rter x,y,z € R”

in
(2) (x,y) = (y,x) 7a vse x,y € R".
Dokaz je tako preprost, da ga prepustimo bralcu.

Primer. Dokazimo, da za vsak paralelogram ABC'D velja
AC® + BD® = 2(AB" + AD").
— —_—
Pisimo a = AB in b = AD. Potem je
AB = |al, AD=|b|, AC=|a+b| in BD=|a-b].

Formula sedaj sledi iz racuna ||a+ b||> + ||a— b||*> = (a+ b,a+b) +
(a—b,a—b) = ({(a,a) + (b,b) +2(a, b))+ ((a,a) + (b,b) —2(a,b)) =
2((a, a) + (b, b)) = 2(||al|* + [[b|]*).

Oglejmo si sedaj, kako si skalarni produkt vektorjev x in y geo-
metrijsko predstavljamo. Najprej narisimo trikotnik AOAB, kjer je
x = OA in y = OB. Kot pri O ozna¢imo s ¢, projekcijo tocke A na
premico OB pa z D. Po Pitagorovem izreku je AB’ = AD’ + DB’
Ker je AD = OAsin¢in DB = |OB—0D| = |OB—0Acos ¢|, dobimo

AB’ =0A> + OB — 204 OB cos 6.
Tej formuli pravimo kosinusni izrek. Ce vanjo vstavimo
OA=|x[l, OB=|y| in AB=|y-x|,
dobimo
ly —x[* = [Ix[I* + Iy lI* = 2 [Ix] |y cos ¢.
Po drugi strani je
ly = x| = {y —x.y —=x) = [ly[I* + [Ix]* — 2(x, ).

Po krajsanju dobimo formulo

(x,y) = [Ix[l lly|| cos ¢-

Ta formula ima dve pomembni posledici. Prva je ta, da sta nenicelna
vektorja x in y pravokotna natanko tedaj, ko je (x,y) = 0. To sledi iz
dejstva, da je cos ¢ = 0 natanko tedaj, ko je ¢ = 5 + k.

Druga posledica je ocena za normo vsote. Vzemimo poljubna x,y €
R™ in oznac¢imo s ¢ kot med njima. Ker je —1 < cos¢ < 1, se stevilo
I+ yI2 = Ix]12 + lyll? + 2lx]| [ly[| cos & nahaja med [Jx||* + [ly]* -
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2||x[[ Iy [l = Cllxll = [y D in 1= + [y [I* + 2} |yl = ([ + [y ])*
Odtod sledi, da je

I = 1yl < llx+yll < lixll + [lyl-
Desni strani te ocene pravimo trikotniska neenakost.
Za dva vektorja iz R3 lahko definiramo tudi njun vektorski pro-
dukt. Ce je

X = (z1,2,73) in y = (y1,92 93),
potem definiramo

X Xy = (T2ys — T3Y2, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1).
Osnovne algebrske lastnosti vektorskega produkta so:

e x x x = 0 za vsak x € R3,

ey xx=—(xxy)zavsak x € R®iny € R3

o (ax+f0y) xz=ca(xxz)+ [y xz)zavsak x,y,z € R? in
a, B eR.

Geometrijski pomen vektorskega produkta x X y je naslednji.

e Dolzina vektorja x X y je [|[x x y|| = [|x||||y| sin ¢, kjer je ¢
kot med vektorjema x in y.

e Vektor x x y lezi na premici skozi izhodisce, ki je pravototna
tako na vektor x kot na vektor y.

e Smer vektorja x X y dolo¢imo s pravilom desnega vijaka.
Desni mezinec polozimo na vektor x tako, da prsti kazejo v
smeri vektorja y. Potem palec kaze v smeri vektorja x X y.

Dokaz teh lastnosti prepustimo bralcu.

1.3. Premice v R"

Premico v R™ najpogosteje podamo s tocko na premici in vektorjem
v smeri premice. Ce je xo dana tocka na premici in p dani vektor v
smeri premice, potem poljubno tocko x na tej premici izrazimo kot

X =Xp+ tpv
kjer je ¢ poljubno realno stevilo. Spremenljivki ¢ pravimo parameter,
enacbi pa parametri¢na enacba premice. Ce je xg = (Zo1, ..., ZTon)

in p = (p1,...,pn), potem lahko parametricno enacbo zapisemo po
komponentah kot

T1 = Ty +IP1,..., Ty = Top + Py
Ce se pozvizgamo na morebitno deljenje z ni¢, potem lahko zapisemo
L1 — o1 Ln — Ton

t=—=...=
P Pn
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Tej enacbi pravimo normalna enacba premice.

Primer. Pois¢imo normalno enacbo premice v R3, ki gre skozi tocki
x; = (0,—-2,1) in x2 = (3, -2, —1).

Najprej poistemo tocko xy na premici in vektor p v smeri premice.
Vzemimo na primer

xg=x; =(0,-2,1) in p=xs—x; =(3,0,-2).
Normalna enacha se potem glasi

t_fL'1_.fL’2+2_.§C3—1
3 0 =2

Najpogostejse naloge s premicami so:
e pravokotna projekcija tocke na premico,
e zrcaljenje tocke Cez premico in
e razdalja tocke od premice.

Ce je premica podana z normalno enacbo, jo najprej pretvorimo v
parametricno enacbo, saj je ta najprimernejsa za racunanje.
Recimo torej, da bi radi pravokotno projecirali tocko x; na premico
x = X+ tp. Iskano tocko oznac¢imo z x}. Ker tocka x| lezi na premici,
obstaja tak parameter ¢/, da velja
x| = Xo + t'p.
Parameter ¢’ moramo dolociti tako, da je vektor x; — X} pravokoten na
vektor p. Potem je 0 = (x; — x},p) = (x1 — X0, p) — t'(p, p). Odtod
sledi, da je
t/ _ <X1 - X07p>
(P, p)
Torej je
<X1 — X, p>
(p,p)
Sedaj lahko izracunamo tudi oddaljenost tocke x; od premice x =
Xo + tp in njeno zrcalno sliko x/ glede na to premico. Velja

/
X, =Xo+

d=|x;1 —x}|| in x}=2x]—x;.
Zadnja formula sledi iz dejstva, da je x} ravno razpolovisce daljice med
x1 in xY, se pravi x| = 2(x; + x{).
Kadar smo v R3, lahko pri ra¢unanju oddaljenosti tocke x; od pre-
mice X = Xg + tp uporabimo vektorski produkt. Velja

L e —x0) x Il
Il
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Tako leva kot desna stran sta namre¢ enaki ||x; — xgl| sin ¢, kjer je ¢
kot med vektorjema x; — xq in p.

1.4. Linearne enacbe, hiperravnine

Enacbi oblike
ar1+ ...+ apx, =0b,
kjer so aq,...,a, in b dana Stevila, x1,...,z, pa neznanke, pravimo
linearna enacba. Vektor (zy,...,z,) € R" je reSitev te enacbe, e
velja a121 + ... 4+ ayz, = b. Oznacimo z & mnozico vseh resitev gornje
linearne enacbe. Imamo tri moznosti:

ecejea;=...=a,=0in b=0, potem je S =R"™;
ecejeay=...=a,=01inb+#0, potem je S = {;
e Ce je vsaj eden od ay, . .., a, razlicen od ni¢, potem je ) C S C

R™. V tem primeru mnozici § pravimo hiperravnina v R".

Oglejmo si tretji primer z geometrijskega stalis¢ca. Oznacimo

n=(ay,...,a,).
Po predpostavki obstaja tak i, da je a; # 0. Torej je n neniceln vektor.
Oznac¢imo z r = (z1,...,x,) vektor spremenljivk. Linearno enacbo
lahko sedaj zapisemo v obliki
(n,r) =b.

Izberimo eno resitev te linearne enacbe in jo oznac¢imo z ry. Lahko

vzamemo ha primer ro = fei, kjer je e; vektor, ki ima na i-tem mestu
1

enko, drugod pa same nicle. Ce od enacbe (n,r) = b odstejemo stevilo

(n,ro) = b, dobimo ekvivalentno enac¢bo

(n,r —ry) =0.

Tej enachi pravimo normalna enacba hiperravnine, vektorju n pa
normala. Pove nam, da je hiperravnina ravno mnozica vseh tock r,
pri katerih je vektor iz tocke rg v tocko r pravokoten na vektor n.

Hiperravnine v R? so ravno premice v R?, hiperravnine v R? pa
obi¢ajne ravnine v R3.

Primer. Pois¢imo enacbo ravnine v R3, ki gre skozi tocke ry, ry in
r3. Ta naloga je smiselna samo v primeru, ko vektorji ne lezijo na isti
premici. V tem primeru je normala n = (r, —r;) X (r3 — ry) nenicelna.
Enacba ravnine se potem glasi (n,r —r;) = 0.

Normalna enacba je tudi zelo prikladna za racunanje. Oglejmo si
tri standardne naloge s hiperravninami:

e oddaljenost tocke od hiperravnine,
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e pravokotna projekcija tocke na hiperravnino in
e zrcaljenje tocke Cez hiperravnino.
Recimo, da bi radi izracunali oddaljenost d tocke r; od hiperravnine
(n,r —rg) = 0. Velja

d = ||r1 — ro|| cos ¢,

kjer je ¢ kot med vektorjema n in r; — rg. Pri dolo¢anju kota si po-
magamo s formulo (n,r; —ry) = ||n||||r; — rol| cos ¢. Odtod dobimo

Pravokotno projekcijo r] toc¢ke ry na hiperravnino (n,r —rg) = 0
dobimo tako, da izracunamo presek hiperravnine s premico r = r; +n.
Formulo za premico vstavimo v formulo za hiperravnino in izrazimo t.
Dobimo
(n,r; —ro)

(n,n)

Ko ta t vstavimo v enacbo premice, dobimo

nry—r
I./1:]:,1_< 7<nl n) 0>
)

t=—

Kot pri premicah lahko zrcalno slike tocke ry preko hiperravnine do-
bimo tako, da upostevamo, da je pravokotna projekcija r} ravno raz-
polovisce daljice med tocko r; in njeno zrcalno sliko rf.

1.5. Sistemi linearnih enacb
Vektor iz R™ je resitev sistema m linearnih enacbh

anry + ...+ apr, = by,

11 + .+ QpnTn = by,

e je resitev od vsake posamezne enache. Ce je §; mnozica vseh resitev
i-te enache, potem je mnozica vseh reSitev gornjega sistema enaka

S=8&n...NS,,.

Mnozica vseh resitev linearnega sistema je bodisi prazna bodisi enoele-
mentna bodisi neskon¢éna. V prvem primeru pravimo, da je sistem
neresljiv, v drugem, da je enoli¢no resljiv in v tretjem, da je ne-
enoli¢no resljiv.

Ce ima sistem m enacb in n neznank, potem pravimo, da je njegova
velikost m x n. Glede na velikost delimo sisteme na kvadratne (ce
m = n), predolocene (¢e m > n) in poddoloCene (¢e m < n).
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Pogosto (vendar ne vedno) se zgodi, da je predolocen sistem neres-
ljiv, kvadraten sistem enolicno resljiv in poddolocen sistem neenoli¢no
resljiv.

Sisteme linearnih enacb resujemo z Gaussovo metodo. Ideja je zelo
preprosta. V nasem sistemu velikosti m X n vzamemo prvo spremen-
ljivko, ki v vsaj eni od enacb nastopa z nenic¢elnim koeficientom (re-
cimo x;,) in jo izrazimo z ostalimi spremenljivkami. Dobljeni izraz za
x;, nato vstavimo v preostalih m — 1 enacb in jih uredimo. Dobimo
sistem velikosti (m — 1) x (n — 1). Sedaj isti postopek ponovimo na
novem sistemu. Spet vzamemo prvo spremenljivko, ki v vsaj eni enacbi
novega sistema nastopa z nenicelnim koeficientom (recimo x;,) in jo
izrazimo 7z ostalimi spremenljivkami. Dobljeni izraz za z;, vstavimo
v preostalih m — 2 enacb in jih uredimo. Dobimo sistem velikosti
(m — 2) x (n — 2). Postopek ponavljamo, dokler ne zmanjka bodisi
enach bodisi spremenljivk, ki vsaj enkrat nastopajo z nenicelnim koe-
ficientom. Ce nam je zmanjkalo enacb, potem je sistem resljiv. Ce pa
nam je zmanjkalo spremenljivk z nenlcelmml koeficienti, potem so nam
na koncu ostale samo Se enacbe oblike 0 = ¢, kjer je ¢ realno stevilo.
Ce so vse oblike 0 = 0, potem je sistem resljiv, sicer pa je neresljiv.

Povejmo sSe, kako v resljivem primeru pois¢emo resitev. Recimo, da
je x;, zadnja spremenljivka, ki smo jo izrazili. Njeno formulo vstavimo

v formule za spremenljivke x; ,,...,z;. Nato novo formulo za x;,_,
vstavimo v nove formule za spremenljivke x; ,,...,z;,. Postopek po-
navljamo, dokler ne pridemo do z;,. Koncno resitev r = (z1,...,z,)
dobimo tako, da spremenljivke z;,, ..., z; zamenjamo z njihovimi for-

mulami. Lahko jo zapiSemo v obliki
r=rp+ Z Z;iPj,
G@{i1,0sin}

kjer so ry in p; konstantni vektorji. Krajsi premislek nas preprica, da
so vektorji p; linearno neodvisni.

Primer. Resimo sistem linearnih enacb

20 —y+3u—2v = 1,
r+y+2u—2v = 0,
r+2u—3v = =2

[z prve enacbe izrazimo

I+ y—=3u+2v
= 5 .
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Ko formulo za x vstavimo v drugo in tretjo ena¢bo, dobimo enacbi

3,1 1
—y+-u—v = —=
2y T3 2’
Lol 5
—y+-u—20 = —-.
2973 2

Iz prve enacbe dobimo

—%—%u—i—v_ —1—u+2v

Yy = 3

3 B 3
2
Ko to vstavimo v drugo enacbo in uredimo, dobimo
1 5 7
—u——-v=—=.
3 3 3
Odtod izrazimo .
—3 T+ 30
u=—32-—3_=_7+50.

Sedaj nam je zmanjkalo enach, torej je sistem resljiv. Ko formulo za u
vstavimo v formuli za y in x, dobimo

6 —3v ) 224+ y—13v
Yy = =2—-v In r=—-——7—.
3 2
Sedaj Se formulo za y vstavimo v formulo za x in dobimo
24 — 14
xr = Tv =12 —"Tv.

Konc¢na resitev je
r=(x,y,u,v) = (12—7v,2—v, =7+bv,v) = (12,2, =7,0)+t(=7,—1,5,1).

Resitev je torej premica v R*.

Primer. Resimo sistem linearnih enacb
y—22z = 2,
—xr—y+2z = 1,
r—2y+4z = 1.
Iz druge enacbe izrazimo z:
r=—-1—-y+22

in ga vstavimo v prvo in tretjo enacbo. Ker prva enacba ne vsebuje x,
se ne spremeni. Imamo sistem

y—2z = 2,
—3y + 62
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Sedaj iz prve enacbe izrazimo y:
y=2+2z
in ga vstavimo v drugo enacbo. Ko uredimo, dobimo
0=28.
Ker smo dobili protislovno enacbo, linearni sistem nima resitve.
Ce iz enacbe

a1r1 + sy + ...+ apx, = b
izrazimo x; in ga vstavimo v enacbo

C1T1 + Coxos + ... + cpx, = d,

potem dobimo
c c c
(co — —as)xo + ...+ (o — —ap)Tn = d — —b.
aq ay ai
Enak rezultat bi dobili, ¢e bi od druge enacbe odsteli z —(% pomnozeno
prvo enacho. Ta opazka nam lahko precej skrajsa resevanje linearnega

sistema.

1.6. Afine mnozice

Pravimo, da je podmnozica A v R™ afina, ¢e je enaka mnozici vseh
resitev kakega sistema linearnih enacb.

Definicijo afine mnozice lahko povemo tudi z geometrijskim bese-
dis¢em. Pravimo, da je podmnozica A v R™ afina, ¢e je enaka bodisi
R"™ bodisi preseku kon¢no mnogo hiperravnin v R".

Glavni rezultat prejsnjega razdelka lahko povzamemo v naslednjo
ugotovitev. Ce je A afina mnozica v R”, potem je A

e prazna mnozica ali

e enoelementna mnozica ali

e obstaja taka tocka ro € R”, tako naravno sStevilo [ in taki
linearno neodvisni vektorji py,...,p; € R", da je

A:{ro+t1p1+...+tlpl: tl,...,thR}.

Velja tudi obrat. Mnozica, ki je enega od teh treh tipov je afina.
Prazna mnozica je mnozica resitev linearne enacbe

O-z1+...40-2,=1.
Enoelementna mnozica {(c1,...,c,)} je mnozica resitev sistema
1 =Cly..., Ty = Cp.
V primeru, ko je afina mnozica podana s parametricno enacbo

r=ro+tpr+...+4ps,
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kjer so p1, ..., p; linearno neodvisni, lo¢imo dva primera. Ce je [ = n,
potem je afina mnozica enaka R"™, ki je mnozica resitev linearne enacbe
O-21+...40-2,=0.

Ce je | < n, potem parametriéno enacbo zapisemo po komponentah:

puti + ... + puli = x1—0p,

plntl + ...+ plntl = Xy — Cp.
Zanima nas, za katere vrednosti spremenljivk x1, ..., z, je to resljiv sis-
tem linearnih enacb v spremenljivkah ¢, ..., t,. Ko ta sistem obdelamo
z Gaussovo metodo, dobimo na koncu enacbe oblike 0 = fi(x1, ..., x,),
k=1+1,...,n. To je iskani sistem linearnih enacb.

Primer. Pois¢imo normalno enacbo ravnine v R3, ki je podana para-
metricno z enacho

r=(1,2,—-1)+s(2,1,3) + t(—1,1,1).
Zapisimo enac¢bo po komponentah:
r=14+2s—t, y=24+s+1t, z=-14+3s5+1,
kar preoblikujemo v sistem linearnih enacb v s in ¢:
2s—t=x—1, s+t=y—2, 3s+t=z+1.

Iz prve enacbe izrazimo s in ga vstavimo v drugo in tretjo enacbo.
Dobimo

—t:—lx+y—§ in §t:—§x+z+§.
2 2 2 2 2 2
[z prve enacbe izrazimo t in ga vstavimo v drugo enacbo. Dobimo
2 5

To je iskana implicitna enacba ravnine.

Primer. Premico v R?, ki je podana s parametri¢no enacbo
r=(1,1,2) +t(—1,2,2),
izrazimo kot presek dveh ravnin.
Enacbo premice zapisemo po komponentah in izrazimo ¢. Dobimo

r—1 y—1 =z-2

-1 2 27
Za enachi ravnin lahko vzamemo na primer % = % in y%l = ‘22;2
Ko ti enacbi uredimo, dobimo

t =

20 4+y=1 in y—z=-—1.
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1.7. Pravokotna projekcija tocke na afino mnozico

Podan je vektor r; v R” in afina mnozica A v R". Is¢emo tako
tocko r] v A, ki je najblizje tocki ry. Tocki r] pravimo pravokotna
projekcija tocke ry na afino mnozico A. Izkaze se, da taka tocka vedno
obstaja in da je ena sama. Ogledali si bomo dve metodi za doloc¢anje
r.

Ce je afina mnozica A podana s sistemom linearnih enacb

anry + ...+ aprT, = by,
11 + ...+ pptn, = by,
potem pravokotno projekcijo tocke r1 = (cy,...,¢,) na A izratunamo

po naslednjem receptu. Prvi korak: nastavek

Ty = c+anM+ ...+ G,

Tp = Cpt aln)\l +...+ amn>\m7

vstavimo v gornji linearni sistem in uredimo. Dobimo sistem m line-
arnih enacb za A{,...,\,. Drugi korak: pois¢emo eno resitev tega
m X m sistema. Izkaze se, da je ta sistem vedno resljiv, a ne nujno
enolicno. Tretji korak: Izbrano resitev sistema vstavimo v nastavek za
x1,...,T,. Dobimo koordinate iskane pravokotne projekcije. Rezultat
je neodvisen od tega, katero resitev m x m sistema vstavimo.

Primer. Poisci pravokotno projekcijo tocke
ry=(1,1,-1,-1)
na afino mnozico, ki je podana implicitno s sistemom

2 —y+3u—2v = 1,

r+y+2u—2v = 0,
rT+2u—3v = —2.
Projekcijo iS¢emo z nastavkom
= 14+22+pu+v,

1—=A+p,
= —14+3\+2u+ 2,
= —1—-2\—2u—3v.

SIS
I
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ko ta nastavek vstavimo v linearen sistem in uredimo, dobimo

18\ + 11+ 140 = 1,

A+ 10u+ 11y = -2,
WA+ 11+ 4y = —4
Resitev tega linearnega sistema je
\ 5 16 167
= — [ — V= ——.
TR 76
Od tod sledi, da je v} = (z,y,u,v), kjer je
JRC I TR 1
"6 YT YT T e

Bralca vabim, da rezultat preveri s formulo za projekcijo tocke na pre-
mico.

Dokazimo sedaj, da ta metoda res da pravilen rezultat.

Dokaz: Ce pisemor = (x1,...,zy,) inu; = (aj,...,aip) zat=1,...,m,
potem lahko linearni sistem zapiSemo kot

(ryuy) =0by,...,{r,uy) = by,
nastavek pa kot
r=ry+AMu;+...+ AU

Ko vstavimo nastavek v sistem, dobimo sistem velikosti m X m za spre-
menljivke A1,..., A\, Naj bo Nj,..., A, resitev tega sistema. Dokaz reslji-
vosti tega sistema bomo preskocili. Trdimo, da je

ri=r1+Nu 4.+ A,

edina pravokotna projekcija tocke ri na mnozico A. Dokazati moramo, da
za poljubno tocko z € A, ki je razlicna od r/, velja

vy = 2] > [[ry = ry.

Najboa =r; —r]inb =1r) —z Ker jez # r]|, je b # 0. Dokazimo
najprej, da je (a,b) = 0. Ker sta r} in z reitvi sistema linearnih enacb,
velja (w;,r}) = b; in (u;,z) = b; za vsak i = 1,...,m. Torej je (u;,b) =
(u;,r}) —(u;,z) =bj—b;=0zavsak i =1,...,m. Kerjea=—>" Nu,,
odtod sledi, da res velja (a,b) = — >, X(u;,b) =0. Iz (a,b) =0inb # 0
sledi, da je |la+b|? = ||a||> + ||b||? > ||la]|?>. Torej je res |la+b| > |jal|. O

Ce je afina mnozica A podana s parametricno enacbo

r=ro+tpr+...+4tps,
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kjer so pi,...,p; (ne nujno linearno neodvisni) vektorji v R", potem
pravokotno projekcijo tocke r; na A izracunamo tako, da gornji nas-
tavek za r vstavimo v enacbe

(r—ry,p1)=0,...,(r —r1,pm) = 0.

Dobimo resljiv sistem m enacb za spremenljivke ¢1,...,t,. Ce je
th,...,t. resitev tega m X m sistema, potem je iskana tocka

ri=ro+tp1+...+p.

Primer. Projecirajmo tocko r; = (1,3,2) na ravnino, ki je podana s
parametricno enacbo
r=(1,2,—1)+s(2,1,3) +t(-1,1,1).
Izraz r —ry = (0,—1,-3) + s(2,1,3) + t(—1,1,1), moramo vstaviti v
enachi
(r—ry,(2,1,3)) =0 in (r—ry,(—1,1,1)) =0.
Ko uredimo, dobimo sistem dveh enacb za s in t:

14s+2t=—-1 in 2s5s+3t=0.

Odtod sledi, da je s = —% int= %. Torej je

3 1 15 75 45
I'1’ = (1727 _1> - %(2, 1,3) —|— 1—9(—17 1, 1) = <E7 %7 _£>

Dokaz, da metoda vedno deluje, je zelo podoben kot pri prejsnji
metodi.
Dokaz: Naj bo
ri =ro+tip1+... +p

taka tocka, ki zadoS¢a enacbam

<I']_/ - rl,p1> = 07 ey <I'1/ - rl,pm> =0.

(Dokaz obstoja take tocke spet preskoc¢imo.) Trdimo, da potem za vsako
tocko
z=ro+Uup1+...+tp,

ki se razlikuje od r}, velja
Iz — 4] > fIry = 1.

Najbospeta=z—r) #0in b =71} —r;. Kerje (r;/ —r;,p;) =0 za
i=1,...,m, velja <av b> = <Z:i1(tl - t;)pi,b> = Z:‘il(ti - t;)<pi,b> =0,
Sledi, da je la+b||> = ||al|*+||b||* > ||b||*>. Torej je res la+b]|| > |b||. O



20 1. AFINE MNOZICE V R"
1.8. Regresijska premica in posplositve

[scemo tako premico y = ax+0b, ki se najbolje prilega danim tockam

(x17y1)7 BRI ($n7yn)~

Za vsak i naj bo d; razdalja med dano tocko (z;,y;) in tocko (x;, az;+0b)
na premici. Velja torej d; = |y; — (az; + b)|. Kot mero za natanénost
prileganja vzamemo izraz d?+. . .+d?. Koeficienta a in b zelimo dolo¢iti
tako, da bo ta izraz najmanjsi mozen. Potem pravimo, da je y = ax+b
premica, ki se po metodi najmanjsih kvadratov najbolje prilega tockam
('rbyl)a Tt ('Tmyn)

Pisimo x = (z1,...,2,), ¥y = (¥1,-.-,¥») in 1 = (1,...,1). Potem
je

4.+ d: = |y — (ax+b1)|%

Ta izraz je najmanjsi pri tistih a in b, ko je tocka ax+ 01 najblizje tocki
y. V prejsnjem razdelku smo se naucili, da se to zgodi v primeru, ko
je (ax+ b1 —y,x) = 0in (ax + bl —y,1) = 0. Resiti torej moramo
sistem linearnih enacb

a’<X>X>+b<1>X> = <y,X>,
a(x,1) +b6(1,1) = (y,1).

Delimo sistem z n in uvedimo naslednje oznake

3

1 IR — I, 1
fZEZ%, yzgzym z :Ezfp =7 LilYi-
=1 i=1 i=1 =1
Potem se sistem enacb za a in b glasi
ar? + T = 77,
az + b = 7
Resitev tega sistema je
Ty -1y a2y —TYT
1'2 _ Zi'Q 1'2 _ Zi'Q

Primer. Pois¢imo premico, ki se po metodi najmanjsih kvadratov
najbolje prilega tockam

(171)7 (27_1)7 (370)7 (47_1)'
Najprej izracunamo

=25 §=-025 22=175Ty=—125.
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Potem je
—_— == _2 =
a=Y Y g5 p= YTy
x2 _ :22 x2 _ 3—32
torej je iskana premica
y=1-0.52
y
\ "
ta
-1 1 x

Metodo najmanjsih kvadratov lahko posplosimo na polinome visjih
stopenj in tudi na ve¢ spremenljivk. Ponazorimo to z dvema primeroma.

Najprej pois¢imo kvadratno parabolo y = ax? + bx + ¢, ki se naj-
bolje prilega danim tockam (z1,v1), ..., (Zn, Yn) po metodi najmanjsih
kvadratov. V tem primeru je d; = |y; — (ax? + bz; + ¢)| in

di+...+d; =y —rl,
kjer je
Y=, yn), r=alx . .. 22)+bxy,. .., 2,) +c(l,.. . 1).

Iz prejsnjega razdelka vemo, da bo ta izraz najmanjsi, ko bo vektor

y — r pravokoten na vektorje (z%,...,22), (x1,...,7,) in (1,...,1).

Resiti torej moramo sistem enach
ad wt by al+ced al = > aly,
o> by a? ey m o= > wy,
afo+bZ:m+ch = Zyia

kjer pri vseh vsotah i tece od 1 do n.

Poiscimo po metodi najmanjsih kvadratov Se ravnino z = ax+by+-c,
ki se najbolje prilega danim tockam (x1,y1,21), ..., (Tn, Yn, 2n). Velja
d; = |z — (ax; + by, + ¢)| in

&3 +... +d>=|z—ax—by —cl|]?

kijer je 1 = (1,...,1), x = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,---,Yn) iIn 2 =
(z1,...,2,). Ta izraz bo najmanjsi, ko bo vektor z — ax — by — c1
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pravokoten na vektorje x, y in 1. Regiti moramo sistem
oS0 wg e m = Y wm,
aZ:cl-yl- —|—bz:yi2 +CZZJ¢ = Zyizl-,

ain +b2y¢+czl = Zzi,

kjer pri vseh vsotah i tece od 1 do n.

1.9. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Geometrijski in algebrski vektorji)
(a) Kaj je geometrijski vektor? Kaj je algebrski vektor?
(b) Kdaj sta dva geometrijska vektorja enaka? Kaj pa dva
algebrska?
(c¢) Kako geometrijskemu vektorju priredimo ustrezen algebr-
ski vektor?
(d) Pojasni zvezo med algebrskimi vektorji in tockami?
(2) (Linearne kombinacije) Dani so vektorjia = (—1,1), b = (2,1)

inc=(1,-2).
(a) Doloé¢i tocko, ki deli daljico med tockama a in b v razmerju
1:2!

)
¢) Dokazi, da sta vektorja a in b linearno neodvisna!
J
) Dokazi, da so vektorji a, b in ¢ linearno odvisni!

(a) Kako je definirana norma vektorja? Kdaj je enaka 07
(b) Kako je definiran skalarni produkt dveh vektorjev? Kdaj
je enak 07
(c¢) Kako je definiran vektorski produkt dveh vektorjev? Kdaj
je enak 07
(4) (Premice v R™)
(a) Premica je podana z dvema tockama r; in ro. Doloci
parametricno in normalno enacbo te premice!
(b) Pojasni, kako izra¢unamo oddaljenost tocke T" od te pre-
mice!
(¢) Pojasni, kako dolo¢imo projekcijo tocke 7" na to premico!
(5) (Ravnine v R?)
(a) Doloé¢i parametri¢no in normalno enacbo ravnine, ki gre
skozi tocke ry, ry in rj!
(b) Pojasni, kako izracunamo oddaljenost tocke T' od te rav-
nine!
(c) Pojasni, kako dolo¢imo projekcijo tocke T" na to ravnino!
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(6) (Sistemi linearnih enacb)
(a) Kako poiséemo resitev sistema linearnih enacb z metodo
zaporednega izlocanja spremenljivk?
(b) Kako pois¢emo resitev sistema linearnih enacb z Gaussovo
eliminacijo?
(c) Pojasni zvezo med obema metodamal
(7) (Afine mnozice v R™)
(a) Kaj je afina mnozica? Povej definicijo in nekaj primerov!
(b) Kako izracunamo projekcijo tocke na afino mnozico, ki je
podana implicitno?
(c¢) Kako izracunamo projekcijo tocke na afino mnozico, ki je
podana parametri¢no?
(8) (Regresijska premica) Is¢emo premico, ki se najbolje prilega
danim tockam (z1,41), ..., (Tn, Yn)-
(a) Kateri izraz meri ujemanje premice z danimi tockami?
(b) Kako pois¢emo najmanjso vrednost izraza iz (a)?
(c) Izpelji formuli za koeficienta iskane premice!
(9) (Posplositve regresijske premice)
(a) Kako poiséemo kvadratno parabolo y = az? + bx + ¢, ki

se najbolje prilega danim tockam (x1,y1), ..., (Tn, yYn)?
(b) Kako pois¢emo ravnino z = ax + by + ¢, ki se najbolje
prilega danim tockam (z1,y1,21), .-, (Tn, Yn, 20)7

(¢) Koliksno je najmanjse stevilo tock, pri katerem sta prob-
lema iz (a) in (b) smiselna?






POGLAVIJE 2

Matrike in determinante

2.1. Operacije z matrikami

Matrika velikosti m X n je urejena m-terica urejenih n-teric realnih
stevil, torej element prostora (R™)™. V primeru, ko jem =1 alin =1
lahko m x n matriko smatramo za vektor, v primeru m = n = 1 pa
jo lahko smatramo za skalar. Matrike obi¢ajno oznacujemo z velikimi

tiskanimi ¢rkami. Namesto

A= ((a11,---,a1) - (Qm1y - s Qmn))
pisemo raje
a1 ... Gin
A —
Gm1 - Qmn
Vektorju
[an ... ]

pravimo i-ta vrstica matrike A, vektorju

CLU

anj
pa j-ti stolpec matrike A. Skalar
aij

je (i, 7)-ti element matrike A.

Z matrikami lahko racunamo. Osnovne racunske operacije so ses-
tevanje matrik, mnozenje matrike s skalarjem, mnozenje matrik in
transponiranje. Pri vsaki od nastetih operacij si bomo ogledali defini-

cijo in nekaj osnovnih lastnosti.
Vsota dveh matrik

ay, ... Qip bll
A= : : in B=
m1 -+ Amp bml

25
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je matrika
aig +bin .., t+biy
A+ B = : :
Am1 + bml B bmn
Ce matriki A in B nista iste velikosti, potem njune vsote ne moremo
definirati. .
Definirajmo sedaj produkt matrike s skalarjem. Ce je A skalar
in A kot zgoraj, potem je
/\CL11 e )\aln
AN = : :
)\aml e )\amn
Namesto (—1) - A pisemo kar —A.
Naj bo O matrika iz samih nicel velikosti m x n. Potem za poljubne
matrike A, B, C' velikosti m x n in poljubna skalarja A\, u velja

(1) A+ B=B+ A, (5) M(A+ B) = A+ \B,
(2) (A+B)+C = A+(B+0C), (6) A+ p)A =AA+ pA,
B) A+0=0+ A=A, (7) (M)A = A(pA),

(4) A+(=A) = (-A)+A =0, (8) 1-A=A.

Najzanimivejsa operacija je mnozenje dveh matrik. Povejmo
definicijo najprej za poseben primer. Ce je
b
A:[al an} in B= : ,
bn

potem je
AB =aby + ...+ aby =Y apby.
k=1

V splosnem (i, j)-ti element produkta AB dobimo tako, da na gornji
nacin zmnozimo i-to vrstico matrike A z j-tim stolpcem matrike B.
Zapisimo to Se na dolgo. Ce je

ay; ... Qp bii ... by
A= : : in B= : : )
Ami -+ Omn bt .. by
potem je
2221 aybpr ... Zzzl alkbkp
AB = : :

n n
Yot b o Dy Gsbig



2.1. OPERACILJE Z MATRIKAMI 27

Opazimo, da je produkt definiran samo v primeru, ko je stevilo stolpcev
matrike A enako Stevilu vrstic matrike B. Opazimo tudi, da ima pro-
dukt AB toliko vrstic kot matrika A in toliko stolpcev kot matrika
B.

Primer. Zmnozimo matriki

1 2 ) -1 1
A—[_Q O] in B—{ 3 2].
Velja

5 5 ) -3 =2
AB:[2 _2} in BA:[_1 6]'

Ta primer nas nauci, da ni vseeno, v kakSnem vrstnem redu zmnozimo
dve matriki.

Primer. Tovarna proizvaja izdelke Iy, I in 3. Pri tem se uporabljajo
surovine Sp, S, S3 in S;. Koli¢ina surovin potrebnih za posamezen
izdelek je podana s tabelo A:

(AL 1] 1s]
Si[2]0]1
S, [1]3]3
Si 021
Si[4[1]0

Planirana proizvodnja izdelkov [y, Iy in I3 v mesecih M; in M, je
podana s tabelo B:

[ B[ M | M, ]
T, [[400] 300
T, [ 200 | 150
T | 100 | 250

Koliko surovin moramo kupiti posamezen mesec, da bomo izpolnili
plan? Odgovor je podan s tabelo C'

KelBA [,

Sp|2-40040-200+1-100=900 |2-300+0-150+1-250 = 850

Sy || 1-40043-200+ 3-100 = 1300 | 1-300+ 3-150+ 3-250 = 1500

S3 | 0-4004+2-200+1-100 =500 |0-300+2-150+1-250 = 550

Sy||4-40041-200+0-100=1800|4-300+1-15040-250 = 1350
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Transponiranka matrike A velikosti m x n je matrika A7 velikosti

n x m, ki ima na (7, j)-tem mestu element aj;. Zapisimo na dolgo

aipy ... QAip air ... Ami
Am1  --- Qmn A1p - .- Qmn

Osnovne lastnosti mnozenja matrik in transponiranja so

(9) (AB)C = A(BC), (13) (AT)" = A,
(10) (A+ B)C = AC + BC, (14) (AB)T = BT AT,
(11) A(B+ C) = AB + AC, (15) (A+B)T = AT+ BT,
(12) (M)B = A(AB) = A\(AB), (16) (AA)T = NAT.

Pri vsaki formuli predpostavljamo, da so matrike take velikosti, da so
vsa seStevanja in mnozenja definirana.
Naj bo I} kvadratna matrika velikosti k£ X k naslednje oblike

10 ...0
01 ...0
Iy=1|. . . .
00 ...1

Taki matriki pravimo identi¢na matrika. Za poljubno matriko A
velikosti m x n in poljubno naravno stevilo k velja

(17) I,A= AL, = A in (18) IT = I,.

2.2. Matric¢ni zapis linearnega sistema

Sistem linearnih enach

anry + ...+ apr, = by,

11 + ..+ G, = bm7
lahko s pomocjo matricnega mnozenja zapisemo v obliki
Ax = b,
kjer je
a1 ... QAip T bl
A= : : , o ox=| in b=
Umi - Qmn Tn bm,

Spomnimo se, da sistem resujemo z uporabo naslednjih treh tipov
elementarnih transformacij:
(1) k eni od enacb lahko pristejemo veckratnik druge enacbe;
(2) lahko zamenjamo vrstni red dveh enacb;
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(3) enacho lahko pomnozimo z nenicelno konstanto.

Transformacija prvega tipa nastopa, recimo, v primeru, ko iz druge
enache izrazimo eno od spremenljivk in jo vstavimo v prvo. Poskusimo
te transformacije zapisati z matrikami.

Definirajmo elementarne matrike E;;(«), P;; in E;(5) takole:

(1) matriko Ej;(«) dobimo tako, da v identi¢ni matriki 7, k i-ti
vrstici pristejemo a-kratnik j-te vrstice;

(2) matriko P,; dobimo tako, da v I, zamenjamo i-to in j-to
vrstico;

(3) matriko F;(3) dobimo tako, da v I,,, mnozimo i-to vrstico z 3.

Krajsi racun pokaze, da lahko elementarne transformacije opisemo
s pomocjo elementarnih matrik takole:

(1) ¢e v sistemu Ax = b k i-ti enachi pristejemo a-kratnik j-te
enacbe, potem dobimo sistem E;;(a)Ax = E;;(a)b;

(2) ¢e v sistemu Ax = b zamenjamo i-to in j-to enac¢bo, potem
dobimo sistem P;;Ax = P;;b;

(3) e v sistemu Ax = b pomnozimo i-to enacho z (3, potem do-
bimo sistem E;(3)Ax = E;(3)b.

Gaussovo metodo lahko povemo takole: sistem Ax = b toliko ¢asa
mnozimo z elementarnimi matrikami z leve, dokler ne dobimo sistema
A’x = b/, pri katerem je A’ stopnicaste oblike. To pomeni, da je za
vsak ¢ = 1,...,m na zacetku i + 1-te vrstice v. A’ vsaj ena nicla vec,
kot na zacetku i-te vrstice. Tak sistem znamo potem resiti.

Primer. Matrika

2 -1 09 1
, o 3 11 -1
A=10 0 02 3
0 0 00 0

je stopnicaste oblike.

Tudi splosno resitev linearnega sistema Ax = b

r1 = T tputi+...+pat,

Tpn = Tpo+ Pt + ...+ Penty
lahko zapiSemo v matri¢ni obliki s parametri¢no enacho.

X = X( + Pt,
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kjer je x kot zgoraj in
T10 P11 - DPri t
Xp = ) P = ) t=
Tno Pin --- Drn Ly
Oglejmo si Se, kako z matrikami zapisemo formuli za projekcijo
tocke na afino mnozico. Ce je afina mnozica A podana z linearnim
sistemom
Ax = b,
potem projekcijo tocke x; na A iStemo z nastavkom
x =x;, + Ac,
kjer je ¢ neznani vektor. Ko to vstavimo v sistem, dobimo
AATc = b — Ax;,.
Ce je ¢’ resitev tega sistema, potem je iskana projekcija
Xy =x; + ATc.
Ce pa je afina mnozica A podana s parametriéno enacbo
X = X( + Pt,

potem projekcijo tocke x; na A poiséemo tako, da gornji nastavek
vstavimo v enactbo PT(x — x;) = 0. Dobimo

PTPt = PT(x; —xo).
Ce je t’ resitev tega sistema, potem je iskana projekcija

X] = xo + Pt
2.3. Determinante

Vsaki kvadratni matriki A bomo priredili realno stevilo det A, ki mu
pravimo determinanta matrike A. Povedali bomo, kako izracunamo
determinante matrik velikosti 1 x 1 in kako se determinante matrik
velikosti n x n izrazajo z determinantami matrik velikosti (n — 1) x
(n — 1). Potem bomo znali izra¢unati determinanto matrik poljubne
velikosti.

Najprej definirajmo determinanto za matrike velikosti 1 x 1.

det [a] = a.
Za vsako matriko A velikosti n xn in za vsak i, j = 1,...,n oznac¢imo z

A;; matriko velikosti (n — 1) x (n — 1), ki jo dobimo tako, da v matriki
A zbrisemo i-to vrstico in j-ti stolpec. Definirajmo

det A = aq det A11 — 12 det A12 + a3 det A13 — ...+ (—1)"a1n det Aln-
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Na kratko to zapisemo s formulo det A = Y7  (—1)'ay; det Ay;.

Primer. Izpeljimo formulo za determinante matrik velikosti 2 x 2. Ce

je
A= [ a11 Q12 ] :
A21 Q22
potem je Ay; = [ag] in Ajp = [as1]. Po definiciji determinant matrik

velikosti 1 x 1 je det Aj; = ago in det Aj9 = ag. Zato velja

det A = ai det All — a12 det Alg = Q110922 — A1204921.

Primer. Izpeljimo Se formulo za determinante matrik velikosti 3 x 3.
Ce je
aily G2 a13
A= | axn ax ax3 |,
aszr @32 0433

potem je

Q22 a23 21 a23 . Q21 A22
All — |: , A12 = m A13 == .

a3z 433 a31 33 a31 a3z

Po formuli iz prejsnjega primera je det Ay = agsasz3z — aszazs, det Ajp =
a91a33 — 23031 in det A13 = a21Q32 — 22031 .- Zato Velja

det A = aiy det All — Q12 det A12 + a3 det A13

= a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - CL23CL31) + a13(a21a32 - a22a31)
= 11022033 + Q12023031 + A13021032 — Q13022031 — Q12021033 — G11G23032.

Formula za determinanto matrike velikosti 4 x4 bi vsebovala 4! = 24
¢lenov, za 5 x 5 pa 5! = 120 ¢lenov. To je prevec za prakti¢no uporabo.
Zato si bomo kasneje ogledali bolj prakticno metodo za racunanje de-
terminant.

Povejmo, kaj je geometrijski pomen determinante det A. Ce je A
velikosti 2 x 2, potem je |det A| ravno ploscina paralelograma, ki ga
dolocata stolpca matrike A. Ce pa je A velikosti 3 x 3, potem je
|det A| volumen parelelepipeda, ki ga dolocajo stolpci matrike A. Tudi
predznak det A ima geometrijski pomen, ki je povezan z orientacijo.

Brez dokaza povejmo naslednji formuli.



32 2. MATRIKE IN DETERMINANTE

Trditev. Ce je A matrika velikosti n Xn, potem za poljubna
i,7 € {1,...,n} veljata naslednji formuli:
e formula za razvoj det A po i-ti vrstici

det A = Z aik(—l)i"‘k det A.Lk,
k=1
e formula za razvoj det A po j-tem stolpcu

det A = Z ai;(—1)Ft det Ay,;.

k=1

Formula za razvoj po prvi vrstici se ujema z definicijo determinante.
Ponavadi razvijemo determinanto po tisti vrstici ali stolpcu, ki vsebuje
najvec nicel, saj to najbolj skrajsa racunanje.

Primer. Izracunajmo determinanto matrike

2 1 1
A=10 1 -1
1 -1 3

z razvojem po prvem stolpcu. Velja

1 -1 1 1 1 1
detAzQ-det{_1 3 ]—O-det[_l 3}+1-det[1 _1]:

=2.2-0-44+1-(=2)=2.

2.4. Lastnosti determinant

V prejsnjem razdelku smo spoznali, da so formule za racunanje de-
terminant, ki jih dobimo s pomocjo definicije, obicajno predolge za
prakti¢no racunanje. V tem razdelku bomo spoznali bolj uc¢inkovito
metodo, ki je podobna Gaussovi metodi za reSevanje linearnih siste-
mov. Ideja Gaussove metode je, da matriko z elementarnimi transfor-
macijami po vrsticah prevedemo na gornje trikotno matriko.

Najprej si oglejmo, kako izracunamo determinanto gornje trikotne
matrike. Z n-kratno uporabo formule za razvoj po prvem stolpcu lahko
dokazemo formulo

a1 a2 ... QAip

0 agss ... Qop
det } } ) = 11022 * * * App-

0 0 ... ap
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Oglejmo si Se, kako na vrednost determinante vplivajo elementarne
transformacije po vrsticah.

Trditve.

(1) Ce v matriki A k eni vrstici pristejemo veckratnik druge
vrstice, potem se njena determinanta ne spremeni.

(2) Ce v matriki A zamenjamo dve vrstici, potem se njeni
determinanti spremeni predznak.

(3) Ce v matriki A eno vrstico pomnozimo z 3, potem se
tudi njena determinanta pomnozi z 3.

Podobne trditve veljajo tudi za stolpce.

S formulami gornjo trditev zapisemo takole

det(E;j(a)A) = det A, det(P;;A) = —det Ain det(E;(5)A) = Fdet A.

Dokaz: Dokazujemo z indukcijo po dimenziji matrike. Tretja trditev
o¢itno velja za 1 x 1 matrike. Predpostavimo, da velja za (n — 1) x (n — 1)
matrike, kjer n > 2. Vzemimo poljubno n x n matriko A in poljuben
i =1,...,n. Za poljuben j # i lahko det E;(3)A izra¢unamo tako, da jo
razvijemo po j-ti vrstici, potem uporabimo na vsakem ¢lenu indukcijsko
predpostavko, izpostavimo [ in upostevamo formulo za razvoj det A po j-ti
vrstici. Dobimo ravno [ det A.

Druga trditev velja za 2 x 2 matrike, ker je

aip a2 :|

a1 G2
det = aj2a91 —aji1a22 = —(a11a22—aj2a21) = det
a1 G2

ail a2
Predpostavimo, da trditev velja za (n — 1) x (n — 1) matrike, kjer je n > 3.
Vzemimo poljubno n x n matriko A in poljubna i in 7, ki sta razlicna. Potem
za poljuben k, ki je razlicen od ¢ in j, lahko det P;; A izracunamo tako, da jo
razvijemo po k-ti vrstici, upostevamo indukcijo predpostavko, izpostavimo
—1 in upostevamo formulo za razvoj det A po k-ti vrstici. Dobimo ravno
—det A.
Dokaz prve trditve je zelo podoben dokazu druge. Najprej pokazemo,
da trditev velja za 2 x 2 matrike. Nato s podobnim ra¢unom kot pri drugi
trditvi dokazemo, da iz primera n X n, kjer n > 3, sledi primer n x n. [

Oglejmo si sedaj uporabo Gaussove metode na primeru.

Primer. S pomocjo Gaussove metode izracunaj determinanto matrike

1 21 2
2 01 -1
detAd=1 111

0 2 2 1
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S transformacijama Fs;(—2) in Es5;(1) dobimo

1 2 1 2
0 -4 -1 =5
det A = det 003 9 1
0o 2 2 1
S transformacijama E3»(2) in Es(5) dobimo
1 2 1 2
det A = det 8 _04 _51 __15_1
3 3
00 5 -3
S transformacijo Ey3(—2) dobimo
1 2 1 2
detA=det | 0 o0 5T
ZE
00 0 2
Formula za determinanto gornje trikotne matrike nam da
5 9
det A=1-(—-4)---=-=-9.
e (=4)-7%

Zanimiva posledica gornjih lastnosti determinante je naslednja trditev.

Trditev. Ce ima matrika dve vrstici enaki, potem je njena
determinanta enaka ni¢. Podobno velja za stolpce.

Dokaz: Ce sta i-ta in j-ta vrstica matrike A enaki, potem je Pj;A= A
Od tod sledi det P;; A = det A. Toda zgoraj smo dokazali, da je det P;; A =
—det A. Od tod sledi det A = — det A, torej je res det A = 0. O

Izpeljimo sedaj formulo za determinanto produkta.

Trditev. Za poljubni kvadratni matriki A in B velja
det AB = det A det B.

Dokaz: Ce v formule
det(Ejj(a)B) =det B, det(P;jB)=—detB in det(E;(8)B) = fdetB
vstavimo namesto A identi¢no matriko, dobimo

det(Ejj(a)) =1, det(Fy;) = -1, det(Ei(B)) = 6.
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Odtod sledi
det(E;j (o) B) = det Ejj(a) det B,
det(P;;B) = det P;j det B,
det(E;(B)B) = det E;(3) det B.

Torej velja det AB = det Adet B v primeru, ko je A elementarna matrika.
Formula velja tudi v primeru, ko ima matrika A v eni vrstici same nicle,
saj ima potem tudi matrika AB v isti vrstici same nicle, torej je det A =
det AB = 0, kar vidimo iz razvoja po tej vrstici.

Lotimo se sedaj splosnega primera. Vemo zZe, da obstajajo take ele-
mentarne matrike Fy,..., F,, da ima matrika S = F, --- F1 A stopnicasto
obliko. Lo¢imo dva primera. Ce ima matrika S ni¢elno vrstico, potem velja

det E, - - - det Ey det AB = det(E, --- F1A)B = det SB = 0,
det B, ---det Fydet A=detE,, - - F1A=detS = 0.

Po krajsanju dobimo det A = det AB = 0, odkoder sledi det AB = det A det B.
Ce pa matrika S nima nicelne vrstice, potem so vsi njeni diagonalni elementi
nenicelni. Zato lahko pois¢emo take elementarne matrike E,,41,..., E,, da
je matrika E,, --- E,11.5 identi¢cna. Odtod sledi, da je

det By, - - det E1 det AB = det(Ey, - -+ E,A)B = det IB = det B,
detE,, - det Eidet A=detFE,, --- EF1A =det 1.

Drugo formulo pomnozimo z det B in primerjamo leve strani obeh formul.
Po krajsanju spet dobimo det AB = det Adet B. O

2.5. Cramerovo pravilo

Ce je kvadratni sistem

anry + ...+ T, = by,

amTi + ... + amTn = by,

enoli¢no resljiv, lahko njegovo resitev poiséemo s pomocjo determinant.
Za vsak ¢ = 1,...,n namrec velja

Y odet A

kjer je A matrika sistema, se pravi

ay; ... QAip

A=

Ap1 ... QApp
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in C; matrika, ki jo dobimo tako, da v matriki A zamenjamo i-ti stolpec
z vektorjem

b
b,
Tej formuli pravimo Cramerovo pravilo.
Primer. Resimo naslednji sistem s Cramerovim pravilom:
2r+y = —1,
r+3y = 2.

Resitev se glasi

bl a19 -1 1
det{b2 a22} det{ 9 3] 5 1

xr = e = — = —1,
det | 11 912 det 21 g
o1 a929 1 3
aiy bl 2 —1
det { a1 by } det { 1 9 } 5 1
y — s —_ - = .
det [ @i i ] det [ 21 ] g
o1 A99 1 3
Primer. S pomocjo Cramerovega pravila resimo sistem
r+y+2z =1
20—y = 1
3y+z = —1.
Ker je
ail Q12 a13 1 1 2
det A = det 921 Q922 Q93 = det 2 -1 0 = 9,
31 Q32 433 0 3 1
je resitev sistema
[ bl 12 Q13 i i 1 1 2
det bQ 99 G923 det 1 -1 0
| b3 as asz | -1 3 1 2
v det A N det A )
[ an b oag ] (101 2
det 921 bQ a93 det 2 1 0
aszy b3 ass 0 -1 1 -5
y — = = — = _
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ai;  ap9 bl 1 1 1
det o1 a929 bg det 2 —1 1
azy az b3 0 3 -1 6 2
T det A - det A 93

Za konec dodajmo Se dokaz, da ima v primeru det A # 0 sistem
x = b eno samo resitev in da to reSitev res dobimo s Cramerovim
A b t da t t dob C
pravilom.

Dokaz: Recimo, da bi radi iz linearnega sistema Ax = b izrazili spre-
menljivko x;. Za vsak 7 = 1,...,n pomnozimo i-to enacbo sistema z
(—1)"7 det A;; in te enacbe sestejmo. Dobimo

(Za 1 Z+’7 detAzJ> I +. (ZCLU z+‘7 detAU> Z; + ...+

(Z Ain (— H'J det AU> T, = Z bi( H'j det A;;.

] =1

Naj bo C; matrika, ki jo dobimo tako, da j-ti stolpec matrike A zamenjamo
z vektorjem b. Ce determinanto matrike C; razvijemo po j-tem stolpcu,
dobimo

det Cj =) " bi(—1)"7 det Ay,

kar je ravno desna stran gornje enacbe. Obdelajmo Se levo stran. Za vsak
k = 1,...,n ozna¢imo z B]]? matriko, ki jo dobimo tako, da v matriki A

zamenjamo j-ti stolpec s k-tim. Ce razvijemo determinanto matrike B;“ po
k-ti vrstici, dobimo

det Bk Z a;( "” det A;;.

Torej gornjo enacbo lahko zapisemo v obliki
(det B})ay + ... + (det B))a; + ... + (det B} )z, = Cj.

Opazimo, da je Bj A, zato je det B] det A. V primeru, ko je k # j, pa

ima matrika Bf dva stolpca enaka, zato je njena determinanta enaka nic.
Torej se gornja enacha glasi

det A)x; = det C;.
J J

Ce je det A # 0, lahko odtod na en sam naéin izracunamo xj. O
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2.6. Inverz matrike

Inverz kvadratne matrike A je taka kvadratna matrika B, da velja
AB = BA = I. Matrika ima lahko kvec¢jemu en inverz. Ce sta namrec
By in By dva inverza matrike A, potem velja By = By = (B A)B; =
By(ABy) = Byl = B, Ce matrika A ima inverz, ga oznacéimo z A~
Nicelna matrika seveda nima inverza. Zanimivo pa je, da inverza ni-
majo tudi nekatere nenicelne matrike.

0 1
nima inverza. Za vsako matriko B ima namre¢ matrika AB nic¢lo v
spodnjem desnem kotu in zato ne more biti enaka matriki /.

Primer. Matrika

Primer. Elementarne matrike imajo inverze. Velja namrec

1
Ej(a)™ = Ej(—a), Pj'=PF; in E(B) = Ez'(g)-
Primer. Ce imajo matrike Ay, ..., A, inverze, potem ima inverz tudi

njihov produkt. Velja namrec

(Ap--A)t=A1 AL

Inverze matrik lahko uporabimo pri resevanju linearnih sistemov.
Ce je Ax = b kvadraten sistem in ¢e je matrika A obrnljiva, potem je
x = A7'b edina resitev tega sistema.

Spoznali bomo dve metodi za racunanje inverza. Prva metoda
temelji na Gaussovi eliminaciji.

Prva metoda za racunanje inverza. Matriko A razSirimo na
desno z identi¢no matriko iste velikosti. Dobimo matriko
[A|I]. To matriko obdelujemo z elementarnimi transforma-
cijami po vrsticah toliko ¢asa, dokler levo od ¢rte ne dobimo
bodisi matrike z nic¢elno vrstico bodisi identicne matrike. V
prvem primeru matrika A nima inverza, v drugem primeru,
pa je inverz tisto, kar stoji desno od ¢rte.

Primer. [zracunajmo inverz matrike

-[31]
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Razsirjena matrika je

w-[12[50]

Ce k drugi vrstici pristejemo z —3 pomnozeno prvo vrstico, dobimo
1 2 1 0
0 -2 | -3 1|

Ce drugo vrstico delimo s —2, dobimo

[12 10]
013 4]

Ce k prvi vrstici pristejemo z —2 pomnozemo drugo vrstico, dobimo

10 |—-2 1
01|38 1]

_ -2 1
2 2

Dokazimo sedaj, da ta metoda vedno deluje.

Torej je

Dokaz: Naj bodo Ef,..., E, take elementarne matrike, da ima matrika
S = E,---E, A stopnicasto obliko. Lo¢imo dva primera. Ce ima mat-
rika S nic¢elno vrstico, potem ni obrnljiva, saj ima potem tudi matrika
ST nicelno vrstico za vsak T (glej prvi primer). Odtod sledi, da tudi
matrika A ni obrnljiva (uporabi drugi in tretji primer). Ce pa matrika
S nima nicelne vrstice, potem so vsi njeni diagonalni elementi nenicelni.
Zato lahko pois¢emo take elementarne matrike F,,1,..., E,,, da je matrika
E,, -+ En11S identicna. Odtod sledi, da je matrika A obrnljiva (uporabi
drugi in tretji primer) in velja A™' = E,,---E,1E,---E;. To pa je
ravno tisto kar dobimo desno od érte, saj velja [A|I] B [E1A|Eq] B Ep
(B - B1A, By, -+ By] = [I|A71]. a

Spotoma smo dokazali, da ima matrika A inverz natanko tedaj, ko
je enaka produktu elementarnih matrik. Druga metoda za racunanje
inverza temelji na Cramerovem pravilu.
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Druga metoda za racunanje inverza. Matrika A ima inverz
natanko tedaj, ko je det A # 0. Velja

—1 1 AT

~ detA
kjer je A matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da za vsak
i,j € {1,...,n} zamenjamo element a;; z (—1)“t? det A;;.
Spomnimo se, da matriko A;; dobimo tako, da v matriki A
precrtamo 2-to vrstico in j-ti stolpec.

Na dolgo:
det A11 —det A12 e (_1)1+n det Aln
A —det Agl det AQQ e (_1)2+n det Agn
(—=1)"Tltdet A,y (—1)""2det Ay ... det A,,,,

Dokaz: Ce matrika A ima inverz, potem velja det Adet A~! = det AA™!

det I = 1, torej je det A # 0. Privzemimo sedaj, da je det A # 0 in pokazimo,

da je de% AflT res inverz matrike A. Velja

det B} detB? ... det B}

- det BY detB3 ... det By

ATA = , , , = (det A) - I,
det Bl detB2 ... detB!

kjer je B}“ matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da j-ti stolpec zamenjamo
s k-tim. Pri zadnjem koraku smo upostevali, da je

k det A, j = k,
det B} = { 0, 4k
Podobno je
detC{ detCi ... detC}
—r detC? detC3 ... detC?
AAT = ) ) ) = (det A) - I,
detCT detCy ... detC}

kjer je CJ’? matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da j-to vrstico zamenjamo

s k-to. Pri zadnjem koraku smo upostevali, da je det CJ’? =0,¢ j # kin
det A sicer. O

Dokazimo Se naslednjo trditev.
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Trditev. Kvadratna matrika ima inverz natanko tedaj,
ko so njene vrstice linearno neodvisne. Podobno velja za
stolpce.

Dokaz: Naj bo A kvadratna nxn matrika. Oznacimo z a; = (a;1, .. ., Gin)
i-to vrstico matrike A. Ce so vektorji aj,...,a, linearno odvisni, potem je
eden od njih enak linearni kombinaciji drugih, recimo a; = Z#j c;a;. De-
terminanta matrike A se ne spremeni, ¢e za vsak i, ki ni enak j, pristejemo k
J-ti vrstici z —¢; pomnozeno i-to vrstico. Toda na ta nac¢in dobimo matriko
z nicelno vrstico, ta pa ima nicelno determinanto. Sledi det A = 0, torej
matrika A nima inverza.

Ce so vektorji ay,...,a, linearno neodvisni, potem lahko vsak vektor
izrazimo kot linearno kombinacijo teh vektorjev (to zahteva krajsi premis-
lek). Naj bo e; vektor, ki ima na i-tem mestu enico, drugod pa same nicle.
Razvijmo ga po vektorjih ay, ..., a,:

e; =bjja; + ...+ bjpa,.

Naj bo B matrika, katere i-ta vrstica je enaka (b;1,...,b;) za vsak i =
1,...,n. Bralec naj preveri, da velja
BA=1.

Odtod sledi, da je det A # 0, torej je matrika A obrnljiva.

Ker so stolpci matrike A enaki vrsticam matrike AT, in ker ima matrika
AT inverz natanko tedaj, ko ima inverz matrika A (preveri, da je (AT)~! =
(A=HT), sledi, da so stolpci matrike A linearno neodvisni natanko tedaj, ko
so linearno neodvisne njene vrstice. O

Oglejmo si primer uporabe te trditve:

Primer. Pois¢imo enacbo hiperravnine v R", ki gre skozi dane tocke

ry,..., Iy, Kjer je r; = (a;1, a0, ..., a;,). Predpostavimo Se, da so vek-
torji ro — ry,...,r, — r; linearno neodvisni, saj drugace reSitev ni
enoli¢cna. Tocka r = (x1,2s,...,x,) lezi na tej hiperravnini natanko
tedaj, ko so vektorjir —ry, ro — ry,...,r, — r1 linearno odvisni, to pa

velja natanko tedaj, ko je
Ty —ap; T2 — Q2 ... Tp— Aip
21 — Q11 A22 —A12 ... Q2n — d1p
det ) . ) =0.

Ap1 — Q11 Ap2 — Q12 ... App — A1p
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2. MATRIKE IN DETERMINANTE

2.7. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Pravokotne matrike)
(a) Kako je definirano sestevanje matrik in kako mnozenje s
skalarjem?
(b) Nastej osnovne lastnosti teh dveh operacij. (Omeni tudi
nicelne matrike!)
(c¢) Kako je definirano mnozenje matrik? Kdaj je definicija
smiselna?
(d) Nastej osnovne lastnosti mnozenja! (Omeni tudi identicne
matrike!)
(2) (Elementarne matrike)
(a) Definiraj elementarne matrike!
(b) Kaksna je zveza med matrikama A in FA, kjer je E ele-
mentarna matrika?
(c¢) Kaksna je zveza med matrikama A in AE, kjer je E ele-
mentarna matrika?
(3) (Gaussova eliminacija po matri¢no)
(a) Kako sistem linearnih enacb zapisemo v matri¢ni obliki?
(b) Kako metodo Gaussove eliminacije zapisemo z elemen-
tarnimi matrikami?
(c¢) Kaksno matriko dobimo na koncu Gaussove eliminacije?
Kako resimo pripadajoci sistem linearnih enacb?
(4) (Metoda najmanjsih kvadratov po matri¢no)
(a) Kako je definirano transponiranje matrik? Nastej osnovne
lastnosti transponiranja!
(b) S matrikami pojasni, kako poistemo projekcijo tocke na
afino mnozico!
(¢) Z matrikami pojasni, kako pois¢emo regresijsko premico!
(5) (Definicija determinante) Recimo da je A matrika velikosti 3 x
3. Kako izracunamo njeno determinanto
(a) po definiciji?
(b) z razvojem po drugi vrstici?
(c) z razvojem po tretjem stolpcu?
(6) (Rac¢unanje determinant)
(a) Kako izra¢unamo determinanto gornje trikotne matrike?
(b) Povej, kaj so elementarne transformacije in kako vplivajo
na vrednost determinante!
(c¢) Kako izracunamo determinanto s pomodcjo elementarnih
transformacij?
(7) (Cramerovo pravilo)
(a) Formuliraj Cramerovo pravilo za sisteme velikosti 2 x 2!
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(b) Formuliraj Cramerovo pravilo za sisteme velikosti 3 x 3!
(¢) Kdaj ne moremo uporabiti Cramerovega pravila?
(8) (Definicija inverza)
(a) Kako je definiran inverz matrike?
(b) Poisci nenicelno matriko, ki nima inverzal
(c) Pokazi, da matrika ne more imeti dveh razlicnih inverzov!
(9) (Primeri matrik z inverzom)
(a) Izracunaj inverze elementarnih matrik!
(b) Dokazi, da ima matrika AB inverz, ¢e imata A in B in-
verzal
(c) Dokazi, da ima matrika AT inverz, ¢e ima inverz matrika
Al
(10) (Obstoj inverza) Zanima nas ali ima dana matrika inverz.
(a) Kako to ugotovimo z Gaussovo eliminacijo?
(b) Kako to ugotovimo z determinantami?
(c¢) Kako to ugotovimo z linearno neodvisnostjo?
(11) (Racunanje inverza)
(a) Kako izracunamo inverz matrike z Gaussovo eliminacijo?
(b) Pojasni metodo iz (a) na 2 x 2 matrikah!
(c¢) Kako izracunamo inverz matrike s pomocjo determinant?
(d) Pojasni metodo iz (c¢) na 2 x 2 matrikah!



