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Rezim

e 2 sklopa domacih nalog : 20% pisne ocene

— uporaba Matlaba
— preverjanje poteka v ra¢unalniski ucilnici v obliki kvizov v spletni ucilnici

e 3 pisni izpiti : 80% pisne ocene

— za pozitivno pisno oceno je potrebno:

a) iz domacih nalog in pisnega izpita zbrati skupaj vsaj 50%,
b) pisati pozitiven pisni izpit (najmanj 40% od potrebnih 50% mora biti
zbranih s pisnim izpitom)

— pozitivna pisna ocena velja do konca izpitnega obdobja (14.9.2018).
— pisno oceno lahko enkrat popravljate (velja boljsa ocena), naslednji¢ velja
zadnja ocena

e ustni izpit

— pogoj za pristop je pozitivha pisna ocena
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Numeri€no reSevanje

Pri numericnem reSevanju dane naloge is¢emo reSitev v numeri¢ni obliki. To
pomeni, da npr. namesto /3 i¥¢emo 1.73205. . ..

Numeri¢na metoda je postopek, s katerim iz vhodnih numeri¢nih podatkov s
konénim zaporedjem elementarnih operacij izracunamo numeri¢ni priblizek za
rezultat doloCenega problema.

Elementarne operacije so odvisne od okolja, mi bomo pod to Steli

+, —, /, ®in v

Za zglede bomo uporabljali program Matlab. Doma lahko namesto njega
uporabljate prosto dostopen program Octave.
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Numeri€éno rac¢unanje ni isto kot eksaktno rac¢unanje

e Vzamemo kalkulator in izratunamo
100 % (100/3 — 33) — 100/3.
Rezultat je (ne)pri¢akovan, npr. v Matlabu dobimo

2.3448 . 1013,

e /a mnoZenje naj bi veljala asociativnost, toda, ¢e npr. vzamemo

r = 0.1234567890
y = 0.0987654321
» = 0.9911991199,

v Matlabu dobimo

Txykz—zxyxx=1.7347-10718,
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1.1 Uvod

Numeri¢na matematika se ukvarja z razvojem in analizo algoritmov za numeri¢no
reSevanje matemati¢nih problemov.

Numeri¢ne metode 1:

e linearni sistemi: pois¢i x € R™, ki reSi Ax =bza A€ R" "™ inb € R".

e nelinearni sistemi. poisci resitev enacbe f(x) =y, kjer je f: R" — R™.

e linearni problem najmanjSih kvadratov: pois¢i x € R™, ki minimizira
|Az — b|lo za A € R™*™ in b € R™, kjer je m > n.

Numeriéne metode 2 (Marjeta Knez):

e /astne vrednosti. izraunaj lastne vrednosti in vektorje matrike A € R™*".
e interpolacija: pois¢i polinom, ki gre skozi totke (xq, f(xq)), ..., (Tn, f(x,)).
e integriranje: izralunaj f;f(t)dt.

e diferencialne enacbe: redi zaletni problem ' = f(x,y), y(zo) = yo.

Nadaljevanje nudijo predmeti na 2. stopnji.
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Kdaj uporabljamo numeriéne metode

Ko drugih moznosti ne poznamo, npr.:

e iskanje ni¢el polinoma pete stopnje: 2° +3x — 1 =0,
e reSevanje transcendentne enacbe: = + Inx = 0,

e racunanje doloCenega integrala: fol e$2d:v,

e velina nelinearnih enacb, diferencialnih enacb, . . ..

Kadar so udobnejSe 0z. manj zahtevne od analiti¢nih reSitev, npr.:

e racunanje inverzne matrike velikosti 100 x 100,

e Cardanove formule za ni¢le kubi¢nega polinoma.
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Prevedba na enostavnejsi problem

Pri numeri¢nem reSevanju obi¢ajno namesto podanega tezkega problema
reSujemo laZjega, ki ima bodisi enako ali pa bliznjo resitev:

e sistem linearnih enalb pretvorimo v trikotno obliko,

e neskoncne procese nadomestimo s konénimi procesi,

e neskoncéno razsezne prostore nadomestimo s kon&no razseznimi,
e nelinearni problem nadomestimo z linearnim,

e zapletene funkcije nadomestimo z enostavnejSimi, npr. s polinomi.
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Dobra numeriéna metoda

Glavne zahteve za dobro numeri¢no metodo so:

e zanesljivost in robustnost: na enostavnih problemih vedno deluje pravilno,

obi¢ajno deluje na tezjih problemih, kadar pa ne deluje, vrne informacijo o
tem.

e natancnost: izraCuna reSitev tako natancéno, kot je to moZno glede na
natanc¢nost podanih zacetnih podatkov.

e ckonomicnost: ¢asovna (Stevilo operacij) in prostorska (poraba spomina).
Numeri¢ne metode se stalno razvijajo. Dejavniki razvoja so:

e novi problemi,
e novi pristopi in novi algoritmi,
e razvoj racunalnikov,

e razvoj paralelnih racunalnikov.
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Absolutna in relativha napaka

Pri numeri¢nem racunanju izraCunamo numeri¢ni priblizek za to¢no reSitev.

Razlika med priblizkom in to¢no vrednostjo je napaka priblizka. Lo&imo
absolutno in relativno napako.

absolutna napaka = priblizek — to¢na vrednost,

absolutna napaka

relativna napaka = -
to¢na vrednost

Naj bo = to¢na vrednost, T pa priblizek za x.

e Ceje®=ux+d,, potem je d, = T — = absolutna napaka .

AN

r— X

o Ceje T =x(l+d,) oziroma d, = , potem je d, relativna napaka.
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1.2 Premic¢na pika

V racunalniku so Stevila zapisana v premiéni piki kot
x==+m- b,

kjer je m = 0.cico ... c; mantisa in

e b: baza (2, lahko tudi 10 ali 16),

e 1: dolZzina mantise,

e c: eksponent v mejah L < e < U,

e ;. Stevke v mejah od 0 do b — 1.

Ce je 1 =# 0, potem je Stevilo normalizirano, sicer pa subnormalizirano.
Zapis oznacimo s P(b,t, L,U).
Npr. 0.1101 - 22 = 3.25.
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Zgled

Vsa normalizirana pozitivna predstavljiva Stevila iz P(2,3,—1,1) so:

0.1005 - 27t = 0.2500 0.1005 - 2° = 0.500 0.1005 - 21 = 1.00
0.1015 - 27t = 0.3125 0.1015 - 2 = 0.625 0.101, - 21 1.25
0.1105 - 27t = 0.3750 0.1105 - 2° = 0.750 0.1105 - 21 1.50
0.1115 - 27t = 0.4375 0.111, - 2° = 0.875 0.111, - 2t = 1.75
I O IO A | | |
et b | | |
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

Subnormalizirana Stevila (moZna le pri najmanjSem eksponentu) so:

0.0115 - 27t = 0.01875
0.0105 - 27t = 0.01250
0.001 - 27t = 0.00625
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Standard IEEE

o single: P(2,24,—125,128), Stevilo je shranjeno v 32 bitih,

1 8 23 |

| |

eksponent  tevke iz mantise
predznak C2,C3,...,C24 (1 = 1)

e double: P(2,53,—1021,1023), Stevilo je shranjeno v 64 bitih,

1] 11 52 |

| |

eksponent  3tevke iz mantise
predznak Co,C3,...,C53 (c1 = 1)

e standard IEEE pozna Se stevila 0, oo, —oo in NaN.
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Zaokrozanje

Naj bo x pozitivno Stevilo z neskon¢nim zapisom

r = O.dldg ce dtdt_|_1 celt be,

ki lezi med najmanjSim in najveljim pozitivnim predstavljivim normaliziranim
Stevilom. Kandidata za predstavljiv priblizek, ki ga ozna¢imo s fl(z), sta najbliZji
predstavljivi Stevili z leve in z desne

r_— = O.dldg ce dt . be,
Ly = (Odldg ce dt + b_t) - b°.
Pri standardu IEEE uporabimo zaokroZanje in za fl(x) izberemo predstavljivo

Stevilo, ki je najblizje x. V posebnem primeru, ko je x ravno na sredini med x_
in x5, med njima izberemo tistega, ki ima sodo zadnjo Stevko.

desetisko dvojisko

x fi(x) x fi(x)
0.16345 0.16 0.10001 0.100
0.16500 0.16 0.10010 0.100

0.16501 0.17 0.10011 0.101
0.17500 0.18 0.10110 0.110
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Osnovna zaokrozitvena napaka

Velja
f(x) =x(14+46) za |0 < w,
kjer je
1
— _bl—t
T3

osnovna zaokroZitvena napaka:

o single: u=2"24=6.10"8,

e double: w=2"°=1-10"16,
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lzrek 1. Ce za stevilo x velja, da |x| leZi na intervalu med najmanjsim in
najvecjim pozitivnim predstavljivim normaliziranim Stevilom, potem velja

fi(z) — =

]

< u.

Dokaz. Predpostavimo, da je x pozitiven in enak x = 0.dy ... didsy1dpyo .. .-b°
To razdelimo na x = (y+2)b°, kjerjey =0.dy...dsinz2 =0.0...0ds11dsyo. . ..
Naj bo fi(x) = mb®, kjer je m = 0.c1 ... ¢.

a) Ce je pridlo do zaokroZanja navzdol, je z < %b_t in m = y. Sledi

fite) —a _ = _

2 %b_t
<
|| y+z" Yy

T = U
Pri oceni smo izbrali najveji z in najmanjsi y.
b) Pri zaokrozanju navzgor je b < z < b~'inm =y +b~". Sledi
f(zx) —z| b t—2 b t—z b t—1bt
_ < <
| y+ 2z y b1
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Racunanje po standardu IEEE

Standard IEEE zagotavlja, da velja:

e llzdy)=(rdy)(1+90), [0 <uzad=+,—,/ %

o fl(vz) = Va(l+9),

o < u.

lzjema je, Ce pride do prekoraclitve (overflow) ali podkoracitve (underflow)
obsega predstavljivih stevil. V tem primeru dobimo po |EEE:

e prekoraditev: 400,

e podkoraditev: O.
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1.3 Obcutljivost problema

Ce se rezultat pri majhni spremembi argumentov (motnji oz. perturbaciji) ne
spremeni veliko, je problem neobclutljiv, sicer pa je oblutljiv.

T+y=2
=y =1.

a)

/Zmotimo desno stran:

x4y = 1.9999 (.1

x —y = 0.0002 — x = 1.00005, y = 0.99985.

\ >
x + 0.99y = 1.99 -
D) 0.992 + 0.98y = 1.97 r=y=1
\ﬂ
Zmotimo desno stran:
x + 0.99y = 1.9899 - _ (1,1)
0.992 + 0.98y = 1.9701 —~ £ =290y =—0.99.
Ta sistem je zelo obcutljiv. N\

Bor Plestenjak - NM 1 2017/18



Wilkinsonov zgled

Polinom

p(z)=(x—1)(z—2)--- (x — 20) = 2° — 210z + - - - + 20!

ima ni¢le 1,2, ...,20, polinom

g(z) = p(x) — 27>z
pa ima nicle

rg = &.91752

Ceprav so ni¢le enostavne in lepo separirane, majhna motnja povzrodi velike
spremembe.
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Stopnja obcutljivosti
Stopnjo obcutljivosti merimo z razmerjem med velikostjo spremembe rezultata
in velikostjo spremembe podatkov.

Zgled: Naj bo f : R — R zvezna in odvedljiva funkcija. Zanima nas razlika
med f(x) in f(x + dx), kjer je 6z majhna motnja.

Absolutna obdutljivost: Iz ocene

[f (@ +6z) — f(z)| = | f'(2)] - |6z,

sledi, da je | f'(x)| absolutna oblutljivost f v tocki .

Relativna obcutljivost: 1z ocene

|[f(z +0x) = fla)] _ [f'(=)]-|=| |0z
f ()] f@)] ]

()] - ||
()]
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1.4 Stabilnost metode

Pri raunskem procesu pravimo, da je stabilen oz. nestabilen, lo¢imo pa direktno
in obratno stabilnost.

e direktna analiza: Iz = namesto y = f(z) izratunamo 3. Ce je za vsak z
razlika med y in iy majhna (absolutno oz. relativno), je proces direktno
stabilen (absolutno oz. relativno), sicer pa nestabilen.

e obratna analiza: |z x namesto y = f(x) izraunamo y. Sedaj se vprasamo,
za koliko moramo spremeniti argument z v 7, da bo f(Z) = y. Ce je za vsak

x razlika med x in T majhna (absolutno oz. relativno), je proces obratno
stabilen (absolutno oz. relativno), sicer pa nestabilen.

eksaktno
X — > y=/(x)
------------ numeri¢no
I A N
X » J=f(%)
eksaktno
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Obcutljivost, stabilnost in natan¢nost

Algoritem je stabilen, &e so rezultati, ki jih vrne, relativno neobcutljivi na
motnje, ki se pojavijo zaradi zaokrozZitvenih napak med samim racunanjem.

Obratno stabilen algoritem tako vrne to¢no resitev bliznjega problema.

Ce je problem obcutljiv, se to¢na resitev bliznjega problema lahko zelo razlikuje
od to&ne reSitve zaletnega problema in izracunani rezultat je nenatanden.

Nenatanénost je tako lahko posledica:

e uporabe stabilnega algoritma na obcutljivem problemu,

e uporabe nestabilnega algoritma na neobdlutljivem problemu.

Natan&nost je zagotovljena, kadar neobcutljiv problem reSimo s stabilno
numeri¢no metodo.
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