1.3 Obcutljivost problema

Ce se rezultat pri majhni spremembi argumentov (motnji oz. perturbaciji) ne
spremeni veliko, je problem neobclutljiv, sicer pa je oblutljiv.

z+y=2
— =y = 1.

a)

/Zmotimo desno stran:

x +y = 1.9999 (b

= 1. = 0. -
z — y = 0.0002 — T 00005, y = 0.99985

\ >
b) x + 0.99y = 1.99 o —
0.99x + 0.98y = 1.97 J =
\1\
/Zmotimo desno stran:
z + 0.99y = 1.9899 (1,1)
= 2. = —0.99. :
0.99z + 0.98y = 1.9701 —~ &= 29Ty =—0.99
Ta sistem je zelo obcutljiv. N\
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Wilkinsonov zgled

Polinom

p(z)=(x—1)(z—2)--- (x — 20) = 2° — 210z + - - - + 20!

ima ni¢le 1,2, ...,20, polinom

g(z) = p(x) — 27>z
pa ima nicle

rg = &.91752

Ceprav so nic¢le enostavne in lepo separirane, majhna motnja povzrodi velike
spremembe.
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Stopnja obcutljivosti
Stopnjo obcutljivosti merimo z razmerjem med velikostjo spremembe rezultata
in velikostjo spremembe podatkov.

Zgled: Naj bo f : R — R zvezna in odvedljiva funkcija. Zanima nas razlika
med f(x) in f(x + dx), kjer je 6z majhna motnja.

Absolutna obdutljivost: Iz ocene

[f (@ +6z) — f(z)| = | f'(2)] - |6z,

sledi, da je | f'(x)| absolutna oblutljivost f v tocki .

Relativna obcutljivost: 1z ocene

|[f(z +0x) = fla)] _ [f'(=)]-|=| |0z
f ()] f@)] ]

()] - ||
()]
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1.4 Stabilnost metode

Pri raunskem procesu pravimo, da je stabilen oz. nestabilen, lo¢imo pa direktno
in obratno stabilnost. S tem se ukvarja analiza zaokroZitvenih napak.

e direktna analiza: Iz = namesto y = f(z) izratunamo 3. Ce je za vsak z
razlika med y in iy majhna (absolutno oz. relativno), je proces direktno
stabilen (absolutno oz. relativno), sicer pa nestabilen.

e obratna analiza: |z x namesto y = f(x) izraunamo y. Sedaj se vprasamo,
za koliko moramo spremeniti argument z v 7, da bo f(Z) = y. Ce je za vsak

x razlika med x in T majhna (absolutno oz. relativno), je proces obratno
stabilen (absolutno oz. relativno), sicer pa nestabilen.

eksaktno
X — > y=/(x)
------------ numeri¢no
I A N
X » J=f(%)
eksaktno
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Povezava med obcutljivostjo, direktno in obratno napako

" * y=f(x)

obratna napaka direktna napaka

X+ Ax

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
S
~

y =f(x+ Ax)

Direktna napaka: § — v

Obratna napaka: Ax
Groba ocena:

/direktna napaka| < oblutljivost x |obratna napakal.
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Obcutljivost, stabilnost in natan¢nost

Algoritem je stabilen, &e so rezultati, ki jih vrne, relativno neobcutljivi na
motnje, ki se pojavijo zaradi zaokrozZitvenih napak med samim racunanjem.

Obratno stabilen algoritem tako vrne to¢no resitev bliznjega problema.

Ce je problem obcutljiv, se to¢na resitev bliznjega problema lahko zelo razlikuje
od to&ne reSitve zaletnega problema in izracunani rezultat je nenatanden.

Nenatanénost je tako lahko posledica:

e uporabe stabilnega algoritma na obcutljivem problemu,

e uporabe nestabilnega algoritma na neobdlutljivem problemu.

Natancnost je zagotovljena, kadar neobcutljiv problem reSimo s stabilno nu-
meri¢no metodo.
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1.5 Tri vrste napak pri numeri¢énem racunanju

Rac¢unamo vrednost funkcije f : X — Y pri danem x. Numeri¢na metoda vrne
priblizek ¥ za vy, razlika D = y — ¥ pa je celotna napaka priblizka.

|zvori napake so:

e nenatancnost zadetnih podatkov,
e napaka numeri¢ne metode,

e zaokroZitvene napake med radunanjem.
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Celotno napako lahko razdelimo na tri dele

Neodstranljiva napaka: Namesto z x raCunamo s priblizkom Z in namesto

y = f(x) izraunamo y = f(x). Neodstranljiva napaka je D, =y — 7.
D,, je posledica napak zacetnih podatkov.
Zgled: Racunanje sin(m/10) z osnovnimi operacijami v P(10,4,—5,5)

Namesto z x = w/10 ra¢unamo z T = 0.3142 - 10°

D, =y — 7 = sin(7/10) — sin(0.3142) = —3.9-107°

Napaka metode: Namesto f racdunamo vrednost funkcije g, ki jo lahko
izra¢unamo s kon&nim $tevilom operacij. Namesto 7 = f(Z) tako izratunamo

~

y = g(T). Napaka metode je D,, =y — 1.

Pri sami numeri¢ni metodi pogosto neskonéen proces nadomestimo s konénim
(seStejemo le kon&no &lenov neskonéne vrste, po konénem S$tevilu korakov
prekinemo iterativno metodo).

Zgled: Namesto sin(T) izratunamo ¢(T) za g(x) = x — 22 /6.

D,,=7—7=25-107°
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Celotna napaka

Zaokrozitvena napaka: Pri racunanju y = ¢(T) se pri vsaki racunski operaciji
pojavi zaokroZitvena napaka, tako da namesto ¥ izratunamo 7. Sama vrednost
y je odvisna od vrstnega reda operacij in nacina izrauna g(¥). ZaokroZitvena
napaka je D, =y — .

Zgled: D, je odvisna je od vrstnega reda in nacina racunanja g(T). Primer:

a; = fi(z-7) =1(0.09872164) = 0.9872-107"
as fi(a; - @) = 1(0.031017824) = 0.3102 - 10!
as fl(as/6) = f1(0.00517) = 0.5170 - 102

y = f(Z —a3)=1(0.309032) = 0.3090 - 10"

D,=3—g(@) =30-10"°
Celotna napaka: Koné&na napaka je D =D, + D,, + D,. Velja
D] < |Dn| + |Dpn| + | Dzl

Zgled: Celotna napaka je D = D,,+ D,,, + D, =1.7-107°
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1.6.1 Analiza zaokrozitvenih napak za produkt n + 1 Steuvil

Racunamo produkt p = xgxq - - - x,, predstavljivih Stevil xg, z1,..., ).
Eksaktni algoritem: Dejanski algoritem:
Po = Zo po = o
1=1,...,n 1=1,...,n
Di = Di—1%; pi =Dic1xi(14+9:), |0 <w

p=pn p=Dn
Dobimo

p=p(l+7)=pl+61) - (1+dn)
Velja

(1—u)" <14y <(1+u)".

Ocenimo

(1+u)" =1+ @“ (g>u2+”':1+W+0(u2>,

(1 —u)™>1—nu. (indukcija)

Ce je nu < 1 ocenimo || < nu. Rafunanje produkta n + 1 ¥tevil je direktno
in obratno stabilno.
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1.6.2 Analiza zaokrozitvenih napak za skalarni produkt

Imamo dva vektorja predstavljivih $tevil z = (21 -+ z,)T iny = (y1 -+ yn)?,
ratunamo pa s =ylax =>" |z
Eksaktni algoritem: Dejanski algoritem:
S — 0 :9\() =0
1=1,...,n 1=1,...,n
Di = T;Y; pi=ziyi(1 4+ a;), oy <u
Si = Si—1 + Pi 5i=(Si—1+Di)(1+ Bi), [Bi] Sw
S = Sy S = Sp

Obratna analiza vrne 5= >_" | x;u:(1 + ), kjer je

L+vy=0+a)(l+p82) - (1+8n)

L+yi=0+a)d+6) - (1406n), i=2,...,n.

Tako dobimo ocene |vi| < nuin || < (n—i+4+2)u zai=2,....,n. To
pomeni, da je 5 to¢ni skalarni produkt relativno malo zmotenih vektorjev x in
y. Racunanje skalarnega produkta je obratno stabilno.
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Direktna analiza za izracun skalarnega produkta

Pri direktni analizi najprej izradunamo absolutno napako:

n
§—8§= E LiYiVi
i=1

tore]
mn n
5= sl <Y Jail - fwal - bl < nw > lal - Jyil = nuly|" ).
i=1 i=1
Dobimo R -
s—s| Iyl
s y* |

Ce so vsi z;y; enakega predznaka, dobimo “/S\;S‘ < nu in raunanje je direktno

stabilno, sicer pa imamo v primeru, ko sta vektorja skoraj pravokotna, lahko
veliko relativno napako.

V splosnem torej racunanje skalarnega produkta ni direktno stabilno.
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1.7.1 Poucni primeri - raCunanje stevila 7

m je limita obsega S,, pravilnega mnogokotnika, v¢rtanega v krog s polmerom

1

r = 5. Naj bo a,, stranica pravilnega n-kotnika. Pois¢imo zvezo med a,, in azy,:

Velja

() (11 ) -

od tod pa iz 5,, = na,, sledi

So,, = 2nasg,, = Qn\
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Racunanje Stevila 7, 2.del

1—y/1—(2n ’
Zatnemo pri S¢ = 3 in uporabljamo formulo Ss,, = 2n\/ 2( ) :

n Sn n Sn

6 | 3.0000000 | 768 | 3.1430728
12 | 3.1058285 | 1536 | 3.1486604
24 | 3.1326292 | 3072 | 3.1374750
48 | 3.1393456 | 6144 | 3.1819806
96 | 3.1410186 | 12288 | 3.0000000
192 | 3.1414995 | 24576 | 4.2426405
384 | 3.1416743 | 49152 | 0.0000000

Formula odpove, saj pride do odStevanja skoraj enako velikih Stevil, napaka pa
se mnoZi z 2n. V zgornji tabeli (enojna natan&nost) so napacne decimalke
rdece.

Kadar imamo nestabilen postopek, nam ne pomaga niti racunanje z vedjo
natancnostjo. Prava reSitev je preurediti postopek tako, da se med racunanjem
ne izgublja natanc¢nost.
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Za stabilno racunanje je potrebno formulo preurediti. Stabilna oblika je

)

SQn = 2n

Racunanje Stevila 7, 3.del

(1—\/1

_n
n

\

y <1+\/1— (%)2>

Sedaj dobimo pravilne rezultate:

=5,

\

n

Sn

Sn

6
12
24
48
96

192
384

3.0000000
3.1058285
3.1326287
3.1393502
3.1410320
3.1414526
3.1415577

768
1536
3072
6144
12288
24576
49152

3.1415839
3.1375904
3.1415920
3.1415925
3.1415925
3.1415925
3.1415925
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1.7.2 Racunanje [

1
Integrale I,, = / z"e®* tdx, n = 0,1,..., lahko ratunamo rekurzivno preko
0
formule ,
_11 1 o
I, = x"e” 1’0 — n/ " et ldy =1 —nl,_;,

1

saj poznamo zacetno vrednost Ip =1 —e~ . V enojni natancnosti dobimo

Razlog je v formuli I,, =1 — nl,,_1. Napaka pri ¢lenu I,,_1 se pomnozi z n in

n 1, n I,

01]0.6321205 | 7 0.1124296
1]0.3678795 | 8 0.1005630
2 10.2642411 | 9 0.0949326
3 10.2072767 | 10 0.0506744
4 10.1708932 | 11 0.4425812
510.1455340 | 12 | —4.3109741
6 | 0.1267958 | 13 57.0426636

torej po absolutni vrednosti hitro narasc¢a, to¢ne vrednosti I,, pa padajo.
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napaka

In =1- n[n_l
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Racunanje Iy, 2. del

Ce ratunamo v obratni smeri: [,,_1 =

se napaka v vsakem koraku deli z n. Ce
za¢nemo pri nekem dovolj velikem ¢lenu,
lahko z zacetnim I,, = 0 izradunamo vse
zatetne ¢lene dovolj natan&no. Ce za&nemo
z I = 0 tako dobimo (v enojni na-
tan¢nosti) vse &lene od I15 do Iy na vse

decimalke toéno.

n 1, n 1,

0 0.6321205 | 8 | 0.1009320
1103678795 | 9 | 0.0916123
2 10.2642411 | 10 | 0.0838771
310.2072766 | 11 | 0.0773522
4 10.1708934 | 12 | 0.0717733
51 0.1455329 | 13 | 0.0669477
6 | 0.1268024 | : s

71 0.1123835 | 26 | 0.0000000




1.7.3 Resevanje kvadratne enacbe

Resitvi kvadratne enatbe ax? + bx + ¢ = 0 sta podani s formulo

—b+ b2 — dac
2a '

1.2 =

a = 1.2345678, b = 76543210.5, ¢ = 0.1122334455, dvojna natanénost —-
z1 = —6.200000558900046 - 107, x5 = —6.034970778375905 - 102,
to¢ni ni¢li pa sta

T1 = —6.200000558900046 - 107, Ty = —1.466275647008561 - 10~°.

Tezava se je pojavila pri odStevanje priblizno enako velikih Stevil pri racunanju
x2. Resitev je, da eno resitev izratunamo po formuli (odvisno od predznaka b),
drugo pa dobimo iz Vietove formule z122 = ¢/a.

Tako iz 9 = ¢/(ax) dobimo pravilno x5 = —1.466275647008561 - 107,
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