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Resitve 1. izpita iz Analize 1

Enacba z* = 1 ima s§tiri razli¢ne kompleksne resitve.

(0.9]
~ n .
Potencna vrsta ) % konvergira enakomerno na R.
n=0

Metriéni prostor zveznih funkcij C]0,1] s supremum metriko je poln metriéni

prostor.

Vsako Cauchyjevo zaporedje realnih stevil je omejeno.

o
Za vsako padajoce zaporedje pozitivnih realnih stevil (a,,) z limito 0 je vrsta > a,

n=1
konvergentna.
Obstaja odvedljiva funkcija f : R — R, ki ni zvezna v tocki x = 0.
Clene vrste S (_71)” lahko preuredimo tako, da bo vsota nove vrste enaka 2017.
n=1

Vsaka zvezna funkcija f : [0, 1] — R je Riemannovo integrabilna.
Vsaka enakomerno zvezna funkcija f : R — R je omejena.

Funkcija F': [0,00) — R s predpisom F(z) = [ t6+dt—’f1+1 je zvezna in omejena.



(2) (a) Dana je funkcija F': C\ {0} — C s predpisom F'(z)

= =. Naj bo K kroznica z enacbo
|z| = 2 in p premica z enacbo Im(z) = 1. Geometrién

1
ozopiéi mnozici F(K) in F(p).

(b) Obravnavaj absolutno in pogojno konvergenco vrste

oo
n=1

v odvisnosti od realnega parametra x > 0.

sin(x™)
nx™

Resitev: (a) Kroznico K lahko parametriziramo s predpisom z = 2¢% za ¢ € [0,27). Od
tod sledi 1 1 1
Flz)=-=— =_¢7%
(2) z 2 2 7
kar pomeni, da je F(K) kroznica z enacbo |z| = 3.
Premico p pa lahko parametriziramo s predpisom z = = + 7 za x € R. Potem je

B 1 oz 1
Cx4i 22+ 1 0 2241

Ce to parametri¢no podano krivuljo skiciramo, dobimo krivuljo na spodnji sliki.
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Vidimo, da gre za kroznico |z+%| = % brez tocke z = 0. To lahko preverimo tudi racunsko.

(b) Vrsto absolutnih vrednosti dane vrste lahko ocenimo navzgor

Za vrsto na desni lahko s kvocientnim ali pa korenskim kriterijem preverimo, da konvergira

o0 . n
za x > 1. Od tod sledi, da je vrsta ) S’H;Li—mn) absolutno konvergentna za z > 1.
n=1

Ceje 0 <z <1,je0 < z™ < 1. Za te vrednosti lahko uporabimo oceno sint > %, da

dobimo . (@) . -
sin(z™ " 1
; nxm >;2nx”:;%zoo'

Za x = 1 pa prav tako velja




Vrsta > “E(—IH) torej divergira za = € (0, 1].

I’ﬂ
n=1

- [4] Opis mnozice F(K).
- [6] Opis mnozice F(p).
[5]
- [5] Dokaz, da vrsta divergira za = € (0, 1].

- |5] Dokaz, da vrsta absolutno konvergira za x > 1.



(3) (a) Dana je funkcija f: (—1,00) — R s predpisom

2
In(14z)—sinz+%-
f@):{ R a0,

;x=0.

N =

Pokazi, da je funkcija f zvezno odvedljiva.

(b) Dolo¢i obmocéje konvergence potencne vrste

o0
E n(x—1)"
n=1

in nato izracunaj njeno vsoto.

Regitev: (a) Najprej bomo pokazali, da je funkcija f zvezna. Po definiciji je zvezna v
tockah = # 0, za dokaz zveznosti v tocki x = 0 pa moramo pokazati, da velja

f(0) = lim f(x).

z—0

To limito bomo izracunali z uporabo Taylorjevega razvoja

In(1+z) —sinz + 2 -+ 4+ . )-(@-Z+..)+2
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V tockah x # 0 je odvod funkcije f enak
. 22
(o) = (145 —cosz + 2)2® — 32*(In(1 + z) — sinz + %)
26 ’
v tocki x = 0 pa velja:
— f(0 In(1+z) —sinz + %2 — 2
f’(o):hmM:hm 1+a) —=,
x—0 X z—0 X
.TQ lfg l74 ./,Ug .’,U2 .’,US
P EtE -5 )@t )+ 5 -
z—0 rd ’
_1
1
Preverimo lahko, da velja f/'(0) = lirr(l) f'(x), od koder sledi, da je funkcija f zvezno
z—

odvedljiva.

(b) Vrsta ima sredisce v tocki a = 1, koeficienti pa so a,, = n. Konvergenéni polmer vrste
je

n—00 n

od koder sledi, da vrsta zagotovo konvergira na intervalu (0,2). V robnih tockah cleni
vrste ne konvergirajo proti ni¢, zato tam vrsta ne konvergira.

Naj bo sedaj

inm—l
n=1

4



Cepiéemo
an—l x—lan—l
n=1 n=1

lahko vsoto na desni izracunamo s ¢lenskim integriranjem. Velja namrec
/(Zn(z—l)”_l> dx:C+Z(x—1)”:C’+(w—1)—|—(w—1)2+(:1c—1)3+...
n=1 n=1

Da bomo lazje izracunali vsoto, bomo vzeli C' = 1 in nato z uporabo formule za vsoto
geometrijske vrste izpeljali, da je

= - 1 1
/(Zn(x_1> )dle—(x—l) T2

n=1

7 odvajanjem sedaj dobimo, da je

= = r—1
;n(:ﬂ—l) (x —1) ;n m

- [4] Dokaz zveznosti funkcije f.

- [4] Tzracun odvoda.

. [2

- [2] Obmocje konvergence potenéne vrste.
[
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]
]
| Dokaz zveznosti odvoda.
]
| Izrac¢un vsote.



(4) (a) Odsek krivulje y = zvInz za = € [1, e] zavrtimo okrog abscisne osi. Izra¢unaj pro-
stornino nastale vrtenine.

(b) Izracunaj ploséino lika
L={(z,y) eR*|2* —¢y*>1,1< 12 <2}

Resitev: (a) Prostornina dane vrtenine je enaka
&
V= 71/ 2*Inx dz.
1

Ta integral lahko i 1zracunamo z integracijo po delih, ¢e vzamemo u = Inx in dv = 2% dz.

Potem velja du = dz , v =" in

/e£d$—§—1x3e—263+1,
B 39" |, 9

e 1 e
/ Pnxder=-2*Inx| —
1 3 1

‘ J ( )

(b) Imamo lik, ki ga omejujeta hiperbola in premica.

<Y

Njegova ploscina je enaka

S 2/2\/2 1d T2 2
= T — xr =
1 VT

Nedoloceni integral iracionalne funkcije bomo izra¢unali s pomoc¢jo nastavka

2% — 2
dr = (Av + B)va? — 1+
Var—1

7 odvajanjem te enakosti dobimo

T

20 —2  2A2° + Bz + (C — A)

21 2 —1




S primerjavo koeficientov vidimo, da je A =1, B =0 in C' = —1, od koder sledi

2r% — 2 1
dx:m\/wQ —/—
vV Va2 -1

Ploscina lika pa je enaka

dr =axvVa?2 —1+archx + C.

2 222 —2
S = dx = (xv2? — 1+ arch ;E) — 2v/3 —arch 2.
ﬁ ( ———

- [1] Formula za prostornino vrtenine.
- [7] Integracija po delih.
2
- [2] Formula za ploséino lika.
- [6] Integracija iracionalne funkcije.
[

]
]
| Prostornina vrtenine.
]
]

Plos¢ina lika.



(5) Na mnozico realnih polinomov R[z] vpeljemo metriko d s predpisom

- / p(@) — g(a)] d.

V nalogi privzemimo, da je d res metrika.

(a) Obravnavaj zveznost preslikave D : (R[z],d) — (R[z],d), ki je dana s predpisom
D(p) =7
(b) Ali je (R[z],d) poln metri¢éni prostor?

Resitev: (a) Pokazali bomo, da preslikava D ni zvezna. Oznacimo s p,(z) = 2™ in z 0
nicelni polinom. Potem velja

1
ny 0 — 0] dx = dx =
d(p /|$ |dx = /z T= T

od koder sledi, da zaporedje (p,) konvergira k ni¢elnemu polinomu v metriki d. Po drugi
strani pa je D(p,)(z) = nz""! in D(0) = 0. Od tod dobimo

1 1
A(D(py), D(0)) = / 2™ — 0] dz = / ne e — 1.
0 0

Ker zaporedje slik (D(p,)) ne konvergira k sliki limite zaporedja (p,), preslikava D ni
zvezna.

(b) Pokazali bomo, da (R[z], d) ni poln metri¢ni prostor. V ta namen definirajmo zaporedje
polinomov

n

n k
T
Tu@)=) fg=l+to+5+. .+%

Vemo, da to zaporedje enakomerno na [0, 1] konvergira k eksponentni funkciji f(z) = e”.

Pokazimo najprej, da je zaporedje (T,,) Cauchyjevo. Ce je m > n, velja

o m 1 00 )
0 2 n+1 k! L k1) e (k1)

Vrsta na desni je ostanek stevilske vrste, ki konvergira k e, zato je poljubno majhna, ce
sta m in n dovolj velika.

Sedaj bomo pokazali, da zaporedje nima limite v R[z]. Metricni prostor (R[z],d) je
podprostor prostora zveznih funkcij C|0, 1] z metriko d. Ker (T,,) enakomerno na [0, 1]
konvergira k eksponentni funkciji, je limita tega zaporedja v C|0, 1] z metriko d prav tako
eksponentna funkcija, ki pa ne lezi v R[z]. O

- [10] Dokaz, da preslikava D ni zvezna.
- [10] Dokaz, da (R[z],d) ni poln metri¢ni prostor .



