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Resitve 1. kolokvija iz Analize 1

Vsako navzdol omejeno zaporedje ima realno stekalisce.

Vsaka navzgor omejena mnozica A C R ima najvecji element.
Obstaja bijekcija f : [0,1] — (0,1).

Mnozica iracionalnih stevil je stevno neskoncna.

Mnozica racionalnih stevil je povsod gosta v mnozici realnih stevil.

Za vsako naravno $tevilo n je (g) + (711) + (;‘) ...+ ( n ) + (”) = on.

Ce je z € C resitev enacbe 2% = i, je tudi Z resitev te enacbe.

Ce narascajoce zaporedje (a,) zadoiéa pogoju a, < 2016 za vsak indeks n, je

konvergentno.

Naj bo (a,) realno zaporedje. Ce za vsak € > 0 obstaja N € N, da za vse

m,n > N velja |a,, — a,| < €, je zaporedje (a,) konvergentno.

Naj bo §tevilo ¢ racionalno, stevilo r pa iracionalno. Stevilo gr je potem iracio-

nalno.



(2) (a) Naj bo

A={zeR |V —1+Vr—2>V2z—1}.
Dolodi tista izmed stevil min A, inf A, max A in sup A, ki obstajajo.

(b) Dokazi, da je stevilo 10" + 3 - 4"*2 + 5 deljivo z 9 za vsako naravno Stevilo n.

Regitev: (a) Najprej resimo neenacbo vz — 1++v/x — 2 > +/2x — 1. Definirana je za x > 2.
Ker sta obe strani pozitivni, jo lahko kvadriramo, da dobimo:

Vr—1++Vr—2>2x -1,
r—14+2/(z—D(z—-2)+2—-2>2—1,
Viz—1)(z-2)>1,
v —3r+2>1,
r? —3r+1>0.

Kvadratna funkcija na levi ima nicli z; 9 = %5 Ko upostevamo Se definicijsko obmocje
enache, dobimo, da je

A— (3+2\/5

,00).

345
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Torej je inf A = , medtem ko supremum, maksimum in minimum mnozice A ne

obstajajo.
(b) Nalogo bomo resili z indukcijo.
n=1:
10" +3-4° +5=207=9-23.
n—n+1:
Privzemimo sedaj, da za nek n € N velja 10" + 3 - 4”72 + 5 = 9k. Od tod potem sledi:

10" 3.4 415 =9. 10" + 10" 4+ 12 - 4"*2 + 5,
=9.10"4+10"+9-4""2 4 3. 42 4 5,
= 9(10" 4+ 4"%) + 10" + 3 - 4" + 5,
=9(10™ + 4" + k).



(3) (a) Poisci vse kompleksne resitve enacbe
Ptz —1=0.

Resitve zapisi v obliki: 2z = zp + tyx.
(b) Naj bo z € C taksno stevilo, da je stevilo

12—1

z+1

realno. Pokazi, da je potem z = %

Resitev: (a) Enacbo 2° — 2% + 2z — 1 = 0 lahko faktoriziramo v obliki
(z—1)(z*+1)=0.
Tako dobimo prvo niclo z4 = 1, resiti pa moramo Se enacbo
2 =—1.

Pigimo z = |z]e’. Sledi
‘Z‘4€i4¢ —1. ei(ﬂ'+2k’ﬂ').

Vidimo, da je [z] =1 in ¢ = T 4+ & za k € {0,1,2,3}. Eksplicitno so to stevila:

Z():\/?i—i—l\f,
21:—\/754—7;\/75,
22:—72—7:T2’

12—

z+1

(b) Po predpostavki je stevilo realno. To pomeni, da je

iz—i_ 12— 1
24+1 \z+1)/

i(z—1) _ i(—zZ+1)
z4+1 z+1
(z=1)Zz+1)=(—z+1)(z+1),

2Z2—7Z+z—1=—-Z2z24+2—2+1,

Od tod sledi:

Y

2z =1,
_ 1
zZ=-.
z
- [2] Faktorizacija.
- [4] Zapis enacbe v polarni obliki.
-[4] Po ena tocka za vsako resitev enacbe z* = —1.
[4]

- [4] Uporaba pogoja, da je dano Stevilo realno.

1
- [6] Izpeljava, da je z = —.
2



(4) Zaporedje (a,) za n € Ny ustreza rekurzivni formuli

2

Api1 = ?" + ay,.
(a) Doloci limito danega zaporedja, ¢e je njegov zacetni clen ap = —1. Vse korake

natanc¢no racunsko utemelji.

(b) S pomocjo ustrezne skice obravnavaj e konvergenco zaporedja za ag = 0 in ag > 0.

Resitev: (a) Ce je zaporedje (a,) konvergentno, mora limitirati k stevilu a, ki resi enacbo:

+ a,

Edina mozna limita je torej a = 0. Da dobimo obcutek, kaj se z zaporedjem dogaja, si
poglejmo diagram

7 grafa sklepamo, da bo pri zacetni vrednosti a; = —1 zaporedje narascajoce in navzgor
omejeno z 0.

Iz rekurzivne zveze sledi, da je

2
n
Ap+1 = 9 + an 2 ap,

kar pomeni, da je zaporedje narascajoce. Pokazimo sedaj, da je zaporedje navzgor ome-
jeno.

Denimo, da je a,, < 0 za nek n. Ker smo ze dokazali, da je zaporedje narascajoce, je torej
€ [~1,0]. Sledi:

An+1 Soa
2
a
5" +a, <0,

an(an, +2) <0.

Za a, € [—1,0] ta neenakost drzi, kar pomeni, da je tudi a,; < 0.



Zaporedje (a,) je torej narascajoce in omejeno, od koder pa sledi, da je konvergentno in
da velja

li =0.

Jim (@) =0
(b) Ce je ag = 0, je tudi a; = 0 in a, = 0 za vse n € N. Ce je ag > 0, pa ze vemo, da
zaporedje narasca. Ce bi bilo omejeno, bi konvergiralo. Ker je edina mozna limita manjsa
od zacetnega Clena, to ne gre. Zaporedje je torej neomejeno in ne konvergira. O

Izraé¢un moznih limit.

w

Diagram.

w

Dokaz, da je zaporedje narascajoce.
Dokaz, da je zaporedje omejeno.

[\)

Limita zaporedja.

DO

Sklep, da je zaporedje konstantno, ce je ag.

— — — — —— —— ——

[ L W B i

Dokaz, da zaporedje ne konvergira, ¢e je ag > 0.



(5) Za dano naravno stevilo n > 2 so dane v ravnini R? tocke T, (— sm( ™)) zak =0,1,.
Oznacimo z S, ploséino konveksnega mnogokotnika, ki ima dane tocke za oghsca.

(a) Pokazi, da velja

(b) Pokazi, da je zaporedje (S,) konvergentno in izra¢unaj njegovo limito.

Regitev: (a) Dani mnogokotnik bomo razrezali na trapeze z navpi¢nimi osnovnicami.

Vsak od teh trapezov ima visino enako Z, osnovnici pa sta dolgi sin(%) in sin (EEHT),
n n

Prvi in zadnji trapez sta v resnici trikotnika. Ce sestejemo ploséine teh dveh trikotnikov
in preostalih trapezov, dobimo

S, = —(n AT 4 gin —(”_nl)ﬁ) + 1T gin T

T i T 1m 1m
IsinZ + 1Z(sin T +sin2%) 4 ... 4 +Z(sin b

(smﬁ—irsm?—ir...%—sm%).

ERERECII

~ e A . . . . .
Ce piSemo w = €', je vsota v oklepaju ravno imaginarni del vsote zaporedja

TR Rl S S
Cw-1  w—-1 1-w
Izraz na desni je enak
2 2l-wm 2(1 — e7') 21 -en) 2(1—cost4isinT)
l-w (I-w(l-@) (A—en)l—e'n) l—¢n—cin+1 2(1—cos™)
Od tod sledi
sin * 2sm—cos—
sin T +sin 2% 4 .. + sin &0 = = n 2”zctgl.
" " " 1—cos; 2 sin’ o 2n

Ploscina mnogokotnika je torej

(b) Za izracun limite bomo uporabili oceno sinz < x < tgz za x € (0, 7). Pisimo
Sn = G cte(gy) =2 5, ctels)-
Ce dano oceno uporabimo na ¢lenu -, ki lezi na intervalu z € (0, Z), dobimo

2sin(g-) ctg(

%) < S < 2t8(3;) ctelzy),
2 cos(5-

~) < S, <2



Zaporedje (S,,) torej lezi med dvema zaporedjema, ki konvergirata k 2. Zato je tudi samo
konvergentno in velja
lim T ctg(5-) = 2.

n— oo
O
2| Skica
4| Plos¢ina unije trapezov.



