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Resitve 3. kolokvija iz Analize 1

Ce je f:1]0,1] = R zvezna in za = € [0, 1] velja f(z) < 2z, potem je fol f(z)dx <
1.

Ce je funkcija f Riemannovo integrabilna na intervalu [—1,1], je Riemannovo

integrabilna tudi na intervalu [0, 1]

Tir parametricno podane krivulje 7(t) = (1 + 2cost, 1 + 2sint) za t € [0, 27| je

kroznica s polmerom R = 1.

Ce sta f,g : R — R zvezno odvedljivi funkeiji, je krivulja, podana s parametriza-

cijo z = f(t) in y = g(t), brez samopresecisc.

Vsaka Riemannovo integrabilna funkcija je omejena.

Naj bo f:(0,00) — R odvedljiva funkcija, za katero je f(1) =0 in f'(x) = % za
vsak x € (0,00). Potem je f(z) = Inx za vsak = € (0, 00).

Funkcija F: R — R s predpisom F(z) = [ e~ dt je enakomerno zvezna.

Ce je f :]0,00) — R taka zvezna funkcija, da obstaja integral fooo f(z)dz, potem
obstaja tudi integral fooo V f(z)dx.

Posploseni integral floo Si;f dx konvergira.

Funkcija f : [0,1] — R je zvezna natanko takrat, ko je integrabilna.



(2) Ravninska krivulja K je podana v polarnih koordinatah s predpisom

1
~ sing 4 cos¢ + 2

r(¢)

za ¢ € [0, 27).

(a) Poisci stacionarne tocke in intervale narascanja oziroma padanja funkcije r = r(9).
Nato skiciraj njen graf.

(b) Poiséi vse tocke na krivulji K, v katerih je tangenta navpic¢na ali vodoravna. Nato
skiciraj krivuljo K.

Resitev: (a) Funkcija r je zvezna in periodi¢na s periodo 27. Njen odvod je enak

cos ¢ — sin ¢

"(0) = -

(sing + cos ¢ + 2)2
Od tod sklepamo, da ima r stacionarni tocki ¢; = 7 in ¢ = %. Narasca na intervalu
(Z,51), pada pa na intervalih (0, %) U (38, 27). Poglejmo $e njen graf.

(b) Kartezi¢ni koordinati tocke na krivulji sta:

B B cos @
#(9) =r(9)cos¢ = sin ¢ + cos ¢ + 2’
B o sin ¢
y(¢) =r(¢)sing = o Fcosd 1D
odvoda koordinat po parametru ¢ pa:
o —1—2sin¢
7(9) = (sin ¢ + cos ¢ + 2)?’
o 1+ 2cos¢
y(9) = (sin + cos ¢ + 2)2

Tangenti sta torej navpicni v tockah, ki ustrezata kotoma ¢ & {%”, ”T”} To sta tocki

Tl(%g, %ﬁ) in TQ(#?;, #) Vodoravni pa sta v tockah Tg(%, #g) in

TA%, #g), ki ustrezata kotoma ¢ € {2, 47}

Dobljena krivulja K je elipsa, ki je zavrtena za kot 45° glede na standardno lego.
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- [5] Stacionarne tocke in intervali naras¢anja ter padanja funkcije r.
- [5] Graf funkcije r.

- [4] Izracun tock, v katerih so tangente navpicne ali vodoravne.

- [6] Skica krivulje K.



(3) Izracunaj nedoloCena integrala

2cos® x — cosx

(a) veos?z +1
6e%* + 10e*
(b) / ( sdx.

e + 2e* + 2)

Resitev:

(a)

2cos® x — cos x
veos?y +1

Ce uvedemo novo spremenljivko ¢ = sin z, bo dt = cos z dz in tako dobimo

2cos3x—cosxd 1 — 2t2
r= | ———
vVeos?z +1 V2 —t?

Prisli smo do integrala korenske funkcije, ki ga bomo izracunali z nastavkom

1—2t2
\/QT = (At+ B)V2 -+

7 odvajanjem te enakosti dobimo

dt.

\/_

1 — 22 —At? — Bt+C 2A—-2At> — Bt+C
— AV2 -2+ = :
V2 — 12 V2 —t2 V2 — 2

S primerjavo koeficientov polinomov v stevcu dobimo, daje A =1, B=0in C = —1. Od
tod sledi

1 —2¢? t
————dt =tV2 — t2 — arcsin +C
V2P (ﬁ)

2cos® r — cosx . ) . sin x
dr =sinxV 2 — sin” ¢ — arcsin + C.
veos?x + 1 V2

n

(b)/( 66> + 10e”

et 4 2e® + 2)2

Sedaj vzemimo novo spremenljivko ¢t = e”. Potem je dt = e*dx in

6e%” + 10e” 6t + 10
dr = | ————dt.
(€2 + 2™ + 2)2 (12 + 2t 4 2)?
V §teveu imamo nerazcepen kvadratni polinom ¢? + 2t +2 = (¢ +1)? + 1. Da si racunanje
malce olajSamo, definirajmo Se u = ¢t + 1, kar nam dani integral prevede v obliko

6t + 10 Gu+ 4
S M T s e Y
(2 + 2t + 2)2 (W2 + 1)2

Ta integral bomo izracunali z uporabo nastavka

C+ Du

6 4
/(Ldu:Aln(UZ—i- 1) +Barctgu+ u2—_i—1

W+ 1)2



7 odvajanjem pridemo do enacbe

6u+4  2Au’+ (B—D)u* + (24 -2C)u+ (B + D)
(u2+ 1)2 - (u2 + 1)2 ’

iz katere dobimo, da je A=0, B=D =2 in C = —3. Od tod dobimo

6u+4 —3 4 2u
mdu:Qarctgu—i—uQ—HjLC
n )
6e“* 4 10e” 2e* —1
de =2 tg(e® + 1 — + C.
/(€2x+26x+2)2 x = 2arctg(e” + )+(em—|—1)2+1+

- [3] Uvedba nove spremenljivke.
- [3] Uporaba nastavka.
- [4] Rezultat.
- [3] Uvedba nove spremenljivke.
- [3] Uporaba nastavka.

[4]

- |4] Rezultat.



(4) Ugotovi, za katere a,b > 0 obstaja posploseni integral

/°° arctg (1/x%) lnxd
0

X.
b

Resitev: Obravnavati moramo konvergenco integrala v okolici x = 0 in pri x — co.

r — 0: Ko x pada proti 0, gre arctg(1/z*) proti 7. Zato ima dana funkcija v tocki z = 0
pol, ki je produkt logaritemskega pola in pola stopnje b. Integral bo torej divergiral, ce je
b > 1. V kolikor je b < 1, pa lahko najdemo nek € > 0, da bo b+ ¢ < 1. Potem je

arctg (1/x%)Inz  2°arctg(l/z*)Inx
b o rbte ’

Imamo torej pol stopnje s = b+ ¢ < 1 in funkcijo g(z) = z€arctg(l/z*)Inz, za katero
lahko z L’Hospitalovim pravilom preverimo, da velja hH(l) g(x) = 0. Od tod sklepamo, da
xT—r

integral konvergira v okolici pola x = 0, ¢e je b < 1.

x — oo: Ko gre z — oo, gre 1/z% proti 0. Za majhne vrednosti pa vemo, da je arctgt = t.
Torej je arctg(l/z*) &~ 1/x*. Bolj natanéno to pomeni, da je

tg(1/x®
i 20t80/2Y)
T—00 1/];‘“
kar lahko pokazemo z uporabo L’Hospitalovega pravila. Pisimo torej

arctg (1/2%)Inx  (x%arctg (1/2%))Inx

:L‘b xa—i—b

Ce upostevamo, da ¢len v oklepaju konvergira k 1, se torej integrand pri  — oo obnasa

podobno kot izraz
Inz

patb :

Cejea+b<1, bo torej integral divergiral. Ce je a + b > 1, pa lahko najdemo ¢ > 0, da
bo a4+ b— e > 1. Ce pisSemo
(ztarctg (1/x*))Inxz  (z%arctg (1/29))nz

x€
)

anrb xa+bf€

bo s = a+b— e > 1, funkcija g(z) = (z"arctg (1/2%))2Z pa bo konvergirala proti 0, ko

bo Sel x — co. To pomeni, da dani integral konvergira v neskocnosti, ¢e je a +b > 1.

V obeh primerih pa dani posploSeni integral konvergira, ¢e je b < 1in a+ b > 1. O

-19] Obravnava konvergence pri x — 0.
-[9] Obravnava konvergence pri x — o0.
- [2] Rezultat.



(5) (a) Pokazi, da za naravni Stevili m in n, n > m, velja
Z Ink > / Inxdz.
k=m+1 m
(b) Pokazi, da za vsako naravno stevilo n, n > 1, velja
nl>e (%)n
Resitev: (a) Levo stran neenakosti lahko zapisemo v obliki
Z Ink=In(m+1)+In(m+2)+...+1nn.
k=m+1

V tem izrazu prepoznamo zgornjo Darbouxevo vsoto funkcije f(x) = Inx na intervalu
[m,n|, prirejeno delitvi, ki jo dolo¢ajo stevila m,m +1,...,n —1,n.

yA

xY

Logaritemska funkcija je zvezna, od koder sledi, da je integrabilna. Njen doloceni integral
na [m,n| pa je manjsi od poljubne zgornje Darbouxove vsote na tem intervalu. Torej je

Z lnk>/ Inzdx.
k=m+1 m
(b) Vzemimo m = 1. Na levi strani potem dobimo

Zlnk:1n2+ln3+...+lnn:lnn!,
k=2

na desni pa
/ Inzdr = (zrlnz — x)|7; =nlnn—n+1.
1
7 uporabo neenakosti od prej dobimo neenakost

Inn! >nlnn —n+ 1.

7 antilogaritmiranjem od tod sledi

— n
nl > etmnntl — pnete — ¢ (g) )



- [6] Opazka, da je na levi strani Darbouxeva vsota.

- [4] Dokaz neenakosti.

. [1

- [4] Izracun dolocenega integrala.
[

15

|
]
| Izbira m = 1.
]
| Dokaz neenakosti.



