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Predgovor

Skripta je namenjena predmetu Nelinearni problemi lastnih vrednosti, ki se predava na Studijski
smeri Matematika doktorskega Studijskega programa Matematika in fizika na Fakulteti za ma-
tematiko in fiziko Univerze v Ljubljani.

Predmet obravnava numeri¢no reSevanje nelinearnih problemov lastnih vrednosti, poseben
poudarek pa je na polinomskih in kvadratnih problemih lastnih vrednosti. Obravnavane so
direktne in iterativne metode, poleg numeri¢nih metod pa je Se polno zanimivih teoreti¢nih
rezultatov, ki bi znali biti zanimivi za Studente, ki jih zanima linearna algebra.

Za lazje spremljanje predmeta in skripte je potrebno predznanje numeri¢ne linearne algebre,
ki ga npr. Studenti univerzitetnega studija matematike lahko pridobijo pri izbirnem predmetu
Numericna linearna algebra v 3. letniku. Pri tem predmetu $tudenti spoznajo direktne metode
za racunanje lastnih vrednosti enostavnega problema lastnih vrednosti. ZaZeljeno, ni pa nujno
potrebno, je tudi poznavanje osnovnih iterativnih metod za lastne vrednosti, ki jih Studenti
magistrskega Studija matematike lahko pridobijo pri predmetu Iterativne numericne metode v
linearni algebri.

Skripta je nastala ob prvem izvajanju predmeta v Solskem letu 2009 /10.

izred. prof. dr. Bor Plestenjak



Poglavije 1

Nelinearni problem lastnih vrednosti

1.1 Uvod

Naj bo T(A) matrika velikosti n x 1, katere elementi so funkcije parametra A. Za vsak A € C je
torej T(A) kompleksna matrika iz C"*". Za elemente lahko predpostavimo, da so zadosti krat
zvezno odvedljivi.

Ce obstajata tak skalar A € C in nenigelni vekor x € C", da je
T(A)x =0,

potem je A lastna vrednost, x pa (desni) lastni vektor. Podobno je nenicelni vektor y € C" levi
lastni vektor, ¢eje y*T(A) = 0. Pravimo, da je (A, x,y) lastna trojica za T.

Posebni primeri nelinearnih problemov lastnih vrednosti so:

e Navadni linearni problem lastnih vrednosti (EP). Ce za matriko A € C"*" definiramo
T(A) =AI—A,
potem je ocitno T(A)x = 0 natanko tedaj, ko je Ax = Ax.
e Posploseni problem lastnih vrednosti (GEP). Ce za matriki A, B € C"*" vzamemo
T(A) =AB— A,

potemje T(A)x = 0 ekvivalentno Ax = ABx.

Pri GEP se lahko zgodi, da sta matriki A in B izbrani tako, daje det(T(A)) = 0. V tem pri-
meru pravimo, da je problem singularen. Nasprotno za problem T(A)x = 0 pravimo, da
je reqularen, ¢e je det(T(A)) # 0. V primeru, ko je problem regularen, so lastne vrednosti
re$itve karakteristi¢ne ena¢be det(T(A)) = 0.

e Kvadratni problem lastnih vrednosti (QEP). Za matrike M, C, K € C"*" definiramo
T(A) = A*M + AC + K.

V primeru, ko je matrika M nesingularna, imamo 2# lastnih vrednosti, saj je det(T(A)) v
tem primeru polinom stopnje 21 z vodilnim koeficientom det(M).
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Problem je sicer nelinearen, a se da linearizirati. Ena izmed moZnosti je, da ga prevedemo

na GEP oblike
M 0 C K Ax
QRS RN IR RO

e Polinomski problem lastnih vrednosti (PEP). Tu imamo
TA) = A"Ap + A" 1A, 1+ -+ LA+ Ao

Podobno kot kvadratni problem lastnih vrednosti lahko tudi polinomski problem lastnih
vrednosti prevedemo na GEP z matrikama velikosti (mn) x (mn). Ceje A,, nesingularna
matrika, potem ima PEP mn lastnih vrednosti.

e Racionalni problem lastnih vrednosti (REP), npr.:

UNENN
T(A)=—-K+AM+ ) Cr.
kf

— O — A
Obstaja vec¢ vrst REP. Vse lahko prevedemo na polinomski problem lastnih vrednosti, ¢e
izraz spravimo na skupni imenovalec. Torej bi tudi REP lahko linearizirali v GEP.

e Iracionalni problem lastnih vrednosti, npr.:

m
T(A) =K—=AM+i) /A — W,
k=1
Zgornji problem, kjer so M, K, Wy, ..., W;, simetri¢ne matrike, pri ¢emer je K nenegativno,
M pa pozitivno definitna, oy, ..., 0, pa so nenegativni skalarji, nastopa pri razvoju line-
arnih pospesevalnikov.

Iracionalnega problema lastnih vrednosti ne moremo linearizirati in zanj lahko re¢emo,
da je pristno nelinearen.

e Pri Studiju diferencialnih enacb s ¢asovnimi zamiki nastopajo nelinearni problemi lastnih
vrednosti oblike .
T(A) = —AL+Ag+ Y Aje ™,
k=1
kjer so hy, ..., hy pozitivni premiki, Ay, ..., A, pa so realne matrike.

1.2 Posebne lastnosti

Pri navadnem problemu lastnih vrednosti imamo polno lepih lastnosti, ki jih pri nelinearnih
problemih nimamo ve¢ ali pa veljajo le ob zelo mo¢nih predpostavkah. V tem razdelku bomo
na kratko predstavili glavne razlike.

Za navadni problem lastnih vrednosti, kjer je matrika velikosti n x n, vemo, da ima natanko
n lastnih vrednosti (Steto z veckratnostmi vred). Za splosni nelinearni problem ne vemo ni¢ o
Stevilu lastnih vrednosti. Lahko jih ima manj kot 7, ve¢ kot 1, ali pa celo neskon¢no.

Pri EP nam simetri¢na (hermitska) oblika matrike prinese realne lastne vrednosti in ortogo-
nalno (unitarno) matriko lastnih vektorjev.

Za nelinearni problem lastnih vrednosti T(A) pravimo, da je:
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a) realno simetricen, ceje T(A) € R in T(A) = T(A)T zavsak A € R;
b) kompleksno simetricen, &eje T(A) = T(A)T zavsak A € C;

c) hermitski, ée je T(A)H = T(A) za vsak A € C.

Medtem, ko ima hermitski EP same realne lastne vrednosti, to Ze pri GEP ni vec res. Za splo3ni
NEP lahko ugotovimo naslednje:

a) Ce je problem realno simetri¢en, potem imamo za A € R lastno trojico (A, x, x);

b) e je problem kompleksno simetri¢en, potem imamo lastne trojice oblike (A, x, X).

c) &e je problem hermitski, potem trojice nastopajo v parih (A, x,y) in (A,y,x), v primeru
A € R pa imamo trojico (A, x, x).

Zgled 1.1 Vzemimo A = B _21} in razlicne matrike B.

a) PriB = é _31 je T(A) = AB — A realno simetri¢en GEP. Kljub temu ima konjugirani lastni
vrednosti Ay = 0.7 +0.1i in A, = 0.7 — 0.14.

b) Pri B = 0 (Z) dobimo kompleksno simetricen GEP, ki pa ni hermitski. Lastni vrednosti sta
M =1—=2iin Ay = —1 — 2i, torej ne velja niti to, da lastne vrednosti nastopajo v konjugiranih
parih.

c) Pri B = [? Bl] dobimo hermitski simetricni problem, ki ni kompleksno simetricen. Lastni
vrednosti sta Ay = \/5i in Ay = —+/5i. Pri hermitskih GEP so lastne vrednosti bodisi realne ali
pa nastopajo v konjugiranih parih. 0

PEP T(A) = A™A, + - - - + Ap je otitno hermitski natanko tedaj, ko so vse matrike Ay, ..., Ay
hermitske. Posebni primer je hermitski GEP T(A) = AB — A, za katerega se izkaZe, da ima
same realne lastne vrednosti natanko tedaj, ko je matri¢ni Sop AB — A definiten, oziroma

min{(z" Az)* + (z/"Bz)* : z € C", ||z|| = 1} > 0.
Za definitnost hermitskega GEP zado$ca, da je ena izmed matrik A ali B pozitivno definitna.

Pri hermitskem QEP T(A) = A2M + AC + K se izkaZe, da je zadosten pogoj za realni spekter
to, da je problem hiperbolicen, kar pomeni, da je matrika M pozitivno definitna in

(x"Cx)? — 4(xFKx) (xF Mx) > 0
za vsak x # 0.

Omenimo Se, da splosni NEP pred rac¢unanjem lastnih vrednosti ne moremo transformirati v
lep3o obliko, ki bi bila za ra¢unanje ugodnejsa, kot to lahko naredimo v primeru EP z redukcijo
na Hessenbergovo obliko in v primeru GEP z redukcijo na Hessenbergovo-trikotno obliko.



Zaradi tega lahko pri¢akujemo, da za vsako reSevanje sistema z matriko T(A) porabimo O(n3)
osnovnih rac¢unskih operacij.

Schurovo formo lahko pri EP in GEP izkoristimo za to, da v primeru, ko imamo en lastni par,
naredimo deflacijo in preostale lastne vrednosti izra¢unamo iz matrik za eno manjSe dimenzije.
Tega pri NEP ne moremo narediti, saj ne obstaja nobena posplositev Schurove forme.

1.3 PomozZni rezultati

Elementi a;; matrike A velikosti n X n naj bodo zadosti krat zvezno odvedljive funkcije para-
metra A, torej

ai (A) s aln(/\)
AN = z
am(A) - apn(A)
Za odvod potem velja
ap(A) -, (A)
AN = | :
4y (A) e a(A)

Ce sta A in B matriki, katerih elementi so odvisni od parametra A, potem za produkt velja

T (AWBOY) = AW)BA) + AN)B/(A).
Od tod dobimo
2(AMP) = ANAW) +ANA (L)

d k . »

(AW =AW A AN,
j=1

saj A(A) in A’(A) v splosnem ne komutirata.

Ce je A(A) obrnljiva, potem z odvajanjem zveze A(A)A~'(A) = I dobimo

d — — / —
AN = —AW A AN D
) AN = — AN A AN
dA dA

Lema 1.1 Naj bo A matrika velikosti n x n, katere elementi so dovolj krat zvezno odvedljive funkcije
parametra A. Ce velja a;j(Ag) = 0zavsei,j =1,...,n, potem za f(A) = det(A(A)) velja

f(Ao) = f/(Ao) =+ = f" D (Ag) = 0.
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Dokaz.  Dovolj se je spomniti, kako zgleda formula za determinanto matrike. V njej nastopajo
vsote produktov po n elementov matrike A. Ker imajo v vsakem produktu vsi faktorji pri Ag
vrednost 0, so o¢itno vsi odvodi determinante do vklju¢no (n — 1)-vega enaki 0.

V nadaljevanju bomo potrebovali tudi kot med podprostoroma, ki ju razpenjata vektorja u in
v. Ozna¢imo ga s ¢(u, v), definiran pa je s

|u'o]

cos¢p = .
[ulll[]

Kot resitev vzamemo kot med 0 in 77 /2.

Lema 1.2 Dana sta vektorja x,y € R", taka da je || x|| = ||y|| = 1 in ||x — y|| < 1. Potem je

2
sing < ||x—y| = ,/msin(p < V2sin¢,

kjer je ¢ = ¢(x,y) kot med Lin(x) in Lin(y).

Lema 1.3 Dana sta vektorja x,y € C", taka da je ||x|| = |ly[| = 1in ¢ = ¢(x,y) < 7/2. Potem
obstaja tak « € IR, da za X = e'*x velja

~ [ 2 . :
sing < ||[X—y| = msm(p < V2sin¢.

1.4 Algebrajska in geometrijska veckratnost lastne vrednosti

Pravimo, da je lastna vrednost A algebrajsko enostavna, &eje f'(Ag) # 0, kjerje f(A) = det(T(A)).
Podobno pravimo, da je Ao m-kratna lastna vrednost, &e je f(Ag) = f'(Ag) = --- = f"=1(A)
in " (Ag) # 0.

Geometrijska veckratnost lastne vrednosti je enaka dimenziji prostora ker(T(Ag) ), torej se ujema
z maksimalnim Stevilom neodvisnih desnih lastnih vektorjev. Pri navadnem problemu lastnih
vrednosti vemo, da iz algebrajske enostavnosti sledi tudi geometrijska enostavnost. Pri NEP to
ni tako o¢itno, zato bomo to dokazali.

Izrek 1.4 Naj bo A lastna vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti T(.) : C — C"*". Potem
je njena algebrajska veckratnost vecja ali enaka geometrijski veckratnosti.

Dokaz.  Najbo dim(ker(T(Ag))) = r. To pomeni, da obstajata taki permutacijski matriki P; in

Pz,daje
~ [Ti(A) Tia(A)
PT(A)P, = [Ti(/\) TZ(AJ '

Kjer je T11(Ao) nesingularna matrika velikosti (n —r) x (n —r).
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Sedaj definiramo T(A) = PyT(A)P;. Ce je A iz dovolj majhne okolice Ay, potem je matrika
T11(A) nesingularna in lahko razcepimo T(A) = L(A)D(A)U(A), kjer so

- 0
L(A) = | T (M) T (A) Ir]'
_ [Tu(r) 0
D(A) = 110 T(A) — T (A) Ty (M) Tiz(A) |/
Gy = 'Ino_r Tﬁl(AI)rle(A)]'

Iz T(A) = PLL(A)D(A)U(A)P; sledi, da je blo¢no diagonalna matrika D(A) ekvivalentna T(A).
Torej je rang(D(Ag)) = rang(T(Ag)) = n — r. Ker je otitno rang(T11(Ag)) = n — r, mora potem
za matriko v spodnjem desnemu kotu veljati Tox(Ag) — Ta1(Ao) Tyy' (Ao) Ti2(Ag) = 0.

Determinanta f(A) = det(T(A)) se do predznaka ujema z det(D(A)) = det(T11(A))s(A),
Kjer je s(A) = det(Txn(A) — Tor(A)TH(A)Ti2(A)). Po lemi 1.1 velja s(Ag) = s'(Ag) = -+ =
s (Ag) = 0, od tod pa sledi f(Ag) = f'(Ao) = --- = fU=D(Ag) = 0,

algebrajska veckratnost Ag vsaj r.

kar pomeni, da je

Posledica zgornjega izreka je, da je vsaka algebrajsko enostavna lastna vrednost tudi geome-
trijsko enostavna.

Posledica 1.5 Naj bo A algebrajsko enostavna lastna vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti
T(.) : C — C"™", torej f(Ao) = 0in f'(Ag) # O, kjer je f(A) = det(T(A)). Potem je Ay tudi
geometrijsko enostavna lastna vrednost, torej dim(ker(T(Ag))) = 1.

Od sedaj naprej bomo pri lastnih vrednostih, ki so algebrajsko enostavne, izpuscali besedo
algebrajsko. Enostavna lastna vrednost pomeni, da je algebrajsko in geometrijsko enostavna.

Pomembno je tudi vedeti, v katerem primeru iz geometrijsko enostavne lastne vrednosti sledi,
da je lastna vrednost tudi algebrajsko enostavna. O tem govori naslednji izrek.

Izrek 1.6 Naj bo Ay geometrijsko enostavna lastna vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti
T(.): C — C"™*" torej dim(ker(T(Ag))) = 1. Naj bo xo normiran desni lastni vektor, yo pa normiran
levi lastni vektor. Potem je Ag algebrajsko enostavna lastna vrednost natanko tedaj, ko velja

Y6 T'(Ao)xo # 0.

Dokaz.  Definiramo (n + 1) x (n + 1) matriko

co= |7 %),

ki je odvisna od parametra A. Pokazimo, da je C(A) nesingularna matrika. Iz enacbe

-1 212
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dobimo enacbi

T(Ao)x+puyo = 0

xHx = 0.

Ko prvo enatbo pomnozimo z y{!, dobimo y = 0, od tod pa sledi T(Ag)x = 0. Zaradi

dim(ker(T(Ap))) = 1 mora biti x oblike x = ax, iz druge enatbe pa potem sledi « = 0.
Torej x = 0, 4 = 0in C(Ap) je nesingularna.

Za A iz dovolj majhne okolice Aj je potem matrika C(A) nesingularna in lahko definiramo

7(A) = e1C(A) ensa. (12)

Ce oznatimo f(A) = det(T(A)) in g(A) = det(C(A)), potem vemo, da velja

Ko v zadnjo enacbo vstavimo A = Ay, dobimo y(Ag) = 0.

Z odvajanjem dobimo

f'(A0) = 9" (A0)g(Ao) +1(A0)g (Ao) = 7' (Ao)g(Ao),

saj je ¥(Ag) = 0. Z odvajanjem (1.2) in upostevanjem formule (1.1) dobimo
7'(Mo) = —ep1C(Ao)'C'(A0)C(Ao) "enta
R GES
0 0 0]]0
= —y5'T'(Ao)xo # 0.

Od tod sledi f'(Ag) # 0 in lastna vrednost Ag je algebrajsko enostavna. |

Opomba 1.1 Pogoj iz zadnjega izreka se v primeru EP spremeni v ybixo # 0. To pomeni, da v primeru
geometrijsko enostavne lastne vrednost za levi in desni lastni vektor velja:

a) ce je Ao algebrajsko veckratna lastna vrednost, sta ortogonalna;

b) ce je Ag algebrajsko enostavna lastna vrednosti, nista ortogonalna.

Po drugi strani pa vemo, da sta levi in desni lastni vektor, ki pripadata razlicnima lastnima vrednostima,
vedno ortogonalna.

1.5 Obcutljivost enostavne lastne vrednosti

Pri obcutljivosti lastne vrednosti nas zanima, za koliko se lahko spremeni lastna vrednost, ¢e
zmotimo matriko. V primeru EP poznamo naslednji izrek.
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Izrek 1.7 Naj bo Ay enostavna lastna vrednost matrike A. Pripadajoci desni normiran lastni vektor
naj bo xo, levi pa yo. Za vsako dovolj majhno motnjo AA ima potem matrika A + AA enoli¢no lastno
vrednost Ao + AAy, za katero velja

- y{){ AAxg
Y5 X0

A\ + O(||AA|P).

Po normi relativno pogojenostno Stevilo za enostavno lastno vrednost je definirano kot

AA
k(Ag, A) := limsup {’EO‘ : ((A+AA) — (Ao + AAg)I) (x0 + Axg) =0, [[AA] < €HE||}

e—0
Tu ponavadi vzamemo ||E|| = 1 za absolutne motnje ali pa ||E|| = ||A|| za relativhe motnje.
Izkaze se, da je
IE]
k(Ao, A) = ,
Y5 xol

kjer je enakost doseZena pri AA = ¢||E||yoxE.

Opomba 1.2 Navadno smo obcutljivost enostavne lastne vrednosti Ay oznacevali kot 1/|ydixo|. To
dobimo, ¢e vzamemo ||E|| = 1.

V primeru simetri¢nega EP se levi in desni lastni vektorji ujemajo, zato je y5 xo = 1 in vse lastne
vrednosti imajo enako absolutno obcutljivost 1.
Podobno lahko ob¢utljivost definiramo tudi za GEP in PEP. Pri PEP matri¢ni polinom
TA) = A"Ap + A" A 1+ -+ AAL + Ag
zmotimo v
T(A) = A" (A + AAR) + A" Y (A1 + AAu_1) + -+ A(AL + AAY) + (Ao + AAy),

kjer velja AA; < ¢||[Ejl| zaj = 0,...,m. Za ob¢utljivost enostavne lastne vrednosti Ay potem
velja (poglej [18])

e—0

. AA ~
o) = timoup {20 700+ Ao+ ax0) =0, ) < e}

Yo Aol || Eill
= == " "7 1.3
VT (Mol (13)

Pri NEP se moramo zadeve lotiti drugace, saj ni Cisto jasno, kako predstaviti motnjo. Pred-
postavimo, da lahko zmoten nelinearni problem zapisemo v obliki T(A, €), kjer je e € C7, pri

Cemer za nezmoten problem velja T(A) = T(A,0) za vsak A € C.

Izrek 1.8 Naj bo T:D x E — Cn, kjer sta D C Cin E C C?0€E, odprti mnoZici, zvezno odve-
dljiva in naj bo Ag € D enostavna lastna vrednost T(A) := T(A,0) s pripadajocim desnim normiranim
lastnim vektorjem x in levim yo. V dovolj majhni okolici 0 ima T (., &) enostavno lastno vrednost
4 yHoT

Yo 5, (Ao, 0)x0 )
Ale) = Ao+ ) —F——er+ O(le]|). (1.4)
© =20+ Yo e+ OlelP)
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Dokaz.  Vpeljemo matriko

C(Ae) = [T(i‘ége) yoo]

za katero lahko na podoben nacin kot v dokazu izreka 1.6 pokaZemo, da je nesingularna v
dovolj majhni okolici (A, 0).

Sedaj definiramo

1 [ x(Ae) . _H _ly(Ae)
C(Ae) epq1 = [’y()x,s)} in  C(Ae) ey = [v .
Velja
v(A€) = e C(A, 1) enia. (1.5)
V tocki (Ag,0) dobimo x(Ag,0) = xo, y(Ao,0) = yo in ¥(Ao,0) = 0.

Z odvajanjem zveze (1.5) po spremenljivki A dobimo

Jy - ﬁ)\,e 0 _
Ao = —ebaco | F0D 0] e, e
oT
_ H
= y(A,€) —a/\(/\,s)x(/\,s).

V tocki (A, 0) dobimo g—X(AO,O) = —yl T (Ag)xo # 0, to pa po izreku o implicitni funkciji
pomeni, da je za € z dovolj majhno normo ||¢|| enatba y(A,e) = 0 enoli¢no resljiva z A = A(e),
daje y(A(e),e) =0in A(0) = Ay.
Od tod sledi
yor oy _
JA ask agk o
kar nam da 3 , 3
v
2)y=-—— T
a€k( ) y(I){T/(/\())XO Bsk
zak=1,...,d.

Ce (1.5) odvajamo po ¢, dobimo

oy B yoT
9e, M8 = —y(he) o (A e)x(Ae),
torej
A 1 T T
Z00) = — 122 A e —(A
Je ( ) y(I){T/(AO)xOyO 881( O/O)XO aed( O/O)XO
Po razvoju v vrsto dobimo
oA
Ale) = Ao+ = (0)e + O(le*),
kar pa je ravno (1.4). |
Obcutljivost enostavne lastne vrednosti A je potem enaka
] _ o\ 1/2
. |A(e) — Aol 1 g oT
k(Ag) = limsu = —(Ao,0)x0 .
MU T o] [ o
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Zgled 1.2 Za PEP T(A) = A" Ay + - - - + AA; + Ay lahko motnjo zapiSemo v obliki
T(A€) = A" (A + €mEp) + -+ A(A1 + €1E1) + Ao + e Eo.
Odtodzak =0,...,msledi B
aae]; = AvEg.
Ce je Ag lastna vrednost T, potem za zmoteno lastno vrednost T po (1.4) velja

m

yO EkX()/\

Me)=Ao— ) e+ O([lel?).
=0 v6' T (Ao)xo
Ce izberemo ||.|| o, lahko iz zgornje zveze ocenimo
[A(e) = Ao _ ¢~ |Aoff \yoEkxo! 2y~ v | Aol*IIE] 2
O €|l S O €llco)s
e = o O = K i+ OUelR)

kar se ujema z oceno (1.3).

1.6 Rayleighov funkcional

Najbo A € C"*". Za x € C", x # 0, definiramo Rayleighov kvocient kot

xHAx

xHx -~

(A, x) =

Rayleighov kvocient ima naslednje lepe lastnosti:

a) p(aA,Bx) = ap(A,x) za poljubna «, B # 0, torej je odvisen le od smeri in ne od velikosti

vektorja x.
b) p(A—0cl,x) = p(A,x) — 0, kar pomeni, da je invarianten za translacije.
c) Omejenost: za mnoZico

W(A) := {p(A,x):x € C" x # 0},

ki ji pravimo zaloga vrednosti oziroma numericni zaklad matrike A, velja, da je zaprta, ome-

jena in konveksna.

Ce je matrika A hermitska, je Rayleighov kvocient realen in velja A, < p(A4, x) < Aq, kjer

sta A, in A1 najmanjSa oziroma najvecja lastna vrednost matrike A.
d) Ceje x; lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A;, je p(4, x;) = A;.
e) Najboljsa aproksimacija: Pri o = p(A, x) je dosezen

min || (A — ol)x||2,
oceC

kar pomeni, da je po tem kriteriju p(A, x) najboljsi priblizek za lastno vrednost, ki jo lahko

dobimo iz priblizka za lastni vektor x.
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f) Ceje A normalna matrika, potem so lastni vektorji stacionarne tocke p, vrednosti v staci-
onarnih to¢kah pa so lastne vrednosti.

Stacionarnost za odvedljivo funkcijo pomeni, da je v stacionarni tocki gradient enak 0. V na-
$em primeru bi morali biti vsi parcialni odvodi p(A, x) po posameznih komponentah x, . .., x,
vektorja x enaki 0.

V splosnem kompleksnem primeru p(A, x) ni odvedljiva, ¢e pa je A simetri¢na matrika, se
lahko omejimo le na realne vektorje x. V tem primeru dobimo

o(xT Ax o(xTx
M — (axf LT (xT Ax) (BXk :
Xy (xTx)?
2(Ax);  (¥TAx)2x 2

xTx (xTx)2 xTx(Ax —p(A X))

od koder sledi 5
Vp(A, x) = m(flx —p(A,x)x).

Ce je x lastni vektor, je Ax = p(A, x)x in x je oitno stacionarna to¢ka.

V kompleksnem primeru ne moremo odvajati, zato stacionarne tocke definiramo drugace.

Definicija 1.9 Naj bo f preslikava iz C" v C. Pravimo, da je z stacionarna tocka za f, ¢e za Az iz
dovolj majhne okolice 0 velja f(z + Az) = f(z) + O(||Az||?).

Ceje f dovoljkrat odvedljiva, se torej pri razvoju f(z + Az) okrog stacionarne totke z ne pojavijo
¢leni 1. reda, kar je ekvivalentno Vf(z) = 0.

H . . . .
Za p(A, x) = L% lahko izratunamo smerni odvod v smeri v kot

do(A,x) _ . p(A X+ ) —p(Ax)

do t—0 t

Stacionarnost je ekvivalentna temu, da so v tocki x vsi smerni odvodi enaki 0.

Izrek 1.10 Ce je A normalna matrika, potem so stacionarne tocke Rayleighovega kvocienta natanko
lastni vektorji matrike A.

Dokaz. Izratunamo smerni odvod. 1z

_ _ () A(x+t)  xMAx
p(A x+tv) —p(Ax) = (x + to)H(x + tv) xty

t(vHAx + xH Av + toH Av)xHx — (xH Ax) (vHx + xHo + tollo)
(x +to)H(x + tv)xHx

sledi
do(A,x)  (vHAx +xHAv)xtx — (xH Ax) (vHx + xH0)

do (xHx)2
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o Ax — p(A, x)oHx + xHAv — p(A, x)xHo
xHx
o (A —p(A,x)D)x n xH(A —p(A,x))v
xHx xHx '

Podobno lahko izpeljemo

do(A,x) —iUH(A —p(A,x)I)x n Z,xH(A —p(A,x)I)v
d(iv) xHx xHx '
Za stacionarnost mora tako za vse vektorje v veljati

0" (A —p(A,x)x+x"(A—p(A,x))v = 0
—oH(A—p(A, x)Dx+xH(A—p(Ax))v = 0,

kar nam da

(A—p(A,x))x = 0

(AH —p(A,x))x = 0.
To pomeni, da je x lastni vektor za matriki A in AY, to pa je lastnost, ki velja za normalne

matrike. Vsako normalno matriko lahko namre¢ zapigemo v obliki A = UDU", Kjer je U
unitarna, D pa diagonalna matrika. |

Zgled 1.3 Ce matrika A ni normalna, to ne drzi vec ...
Za splosne matrike lahko za x, y # 0 definiramo dvostranski Rayleighov kvocient

yHAx
yHx

p(A x,y) =

Za splosno matriko A lahko pokaZemo, da je stacionarna totka (x,y), kjer je x desni, y pa levi
lastni vektor za isto lastno vrednost.

Najbo Ax = Axiny# A = Ayf. Od tod dobimo

p(Ax+uy+v) — p(Axy)
(0" Ax + y"T Au + o Au)yx — (vFx + yTu + ou)yH Ax
(yHx + oHx + yHu + oHu)yHx
(of Au)yHx — A(vHu)yHx
(yHx + oHx + yHu + oHu)yHx
oH Au — Aoty

_ _ _ 2
= o g = OUllel) = O((ul + 1o1)?)

in tako smo pokazali, da je (x,y) stacionarna tocka.

Za NEP je Duffin posplosil Rayleighov kvocient z vpeljavo naslednjega funkcionala.
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Definicija 1.11 Naj bo T realen simetricen NEP. Rayleighov funkcional je definiran kot zvezni funk-
cional p na R"\{0}, ki ima naslednje lastnosti:

a) p(u) € (a,b) zavsaku € R", u # 0,
b) p(yu) = plu) za vsaky # 0,

O (T(p(u))u,u) = 0,

d) (T'(p(u))u,u)) > 0.

Mnozico W(T) = {p(u) : u € R",u # 0} C R imenujemo zaloga vrednosti T.

Zgled 1.4 Ce vzamemo EP, kjer je T(A) = AI — A, potem iz tocke c) sledi, da je

Pogoj d) je vedno izpolnjen, saj je uu > 0za u # 0. O

Zgled 1.5 Ce vzamemo GEP, kjer je T(A) = AB — A, potem iz tocke c) dobimo

() = uf Au
PU = H By
za utBu # 0. Pogoj d) je izpolnjen, Ce je B hermitska pozitivno definitna matrika. O

Zgled 1.6 Za QEP T(A) = A?’M + AC + K iz tocke c) sledi, da je Rayleighov funkcional resitev
kvadratne enacbe
p(u)*(u? Mu) + p(u)(uCu) + ufKu = 0. (1.6)

Pogoju d) pravimo nadkriticna dusenost. Za QEP pravimo, da je nadkriticno dusen (angl. overdam-
ped), Ce je hiperbolicen (kar pomeni, da so matrike M,C,K hermitske, M je pozitivno definitna in
(xHCx)? > 4(xHMx)(x"Kx) za vsak x # 0) in je dodatno matrika C pozitivno definitna, K pa
nenegationo definitna. Ce za taksen QEP izberemo t.i. primarni funkcional, ki je definiran kot vecja
izmed reSitev kvadratne enacbe (1.6) oziroma

(1) = —ulCu + /(ufCu)? — 4(uH Mu) (uKu)
i) = 2ufi Mu ’

potem velja, da je
BT (py(u))u = 2p1 (u) (uMu) + ut'Cu > 0

in pogoj d) je izpolnjen. O

Zgled 1.7 Vzemimo NEP oblike T(\) = diag(2 —e*,1,...,1). Edina lastna vrednost tega problema
je Ao = In2, lastni vektor pa je xo = e1. Iz tocke c) sledi, da Rayleighov funkcional zado$c¢a enacbi

uHT(p(u))u =(2 —e’”(“))]uﬂ2 + ug> + -+ |ua|* =0,
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od koder sledi al? ]
ol + - + |
u)=In(2+ > .
Ce vzamemo x = [1 — 1 --- — 1], potem dobimo p(x) = In(n + 1) in

IT(p(x))x]l2 = \/n(n —1) > | T(n2)xll> = Vi —1.

Torej Rayleighov funkcional, za razliko od Rayleighovega kvocienta, ne minimizira nujno ostanka. [

Tezava z Rayleighovim funkcionalom je, da enacba, ki jo dobimo iz tocke c), nima nujno eno-
li¢ne resitve. Ze pri QEP smo videli, da dobimo dve resitvi. Ce Zelimo kaj povedati o obstoju
in enoli¢nosti Rayleighovega funkcionala, moramo definicijo malo popraviti. Namesto na ce-
lotnem obmo¢ju sedaj definiramo funkcional le lokalno v okolici lastnega vektorja xo. Naj bo

Ke(xo) = {u e C": ¢p(u,x0) <€},
Kjer je ¢(u, xo) kot med podprostoroma, ki ju razpenjata u in x.

Naj bo x¢ desni vektor za enostavno lastno vrednost Ag. Sedaj definiramo Rayleighov funkcio-
nal kot funkcijo iz K¢(x9) v B(Ag, ) = {z € C: |z — Ag| < o} zae < /2 1in 1p > 0. Pri tocki
d) zahtevamo namesto pozitivnosti le (T'(p(u))u, u)) # 0.

Enostranski Rayleighov funkcional je primeren za hermitske probleme z realnimi lastnimi vre-
dnostmi. V tem primeru je pogoj (T'(p(u))u,u)) # 0 izpolnjen za vse vektorje u, ki so dovolj
blizu lastnega vektorja xp enostavne lastne vrednosti Ayg.

Naj bo x¢ desni, o pa levi lastni vektor za isto lastno vrednost Ag. Za splosni NEP definiramo
dvostranski Rayleighov funkcional v okolici (xp, yo) z naslednjimi lastnostmi

a) p: Ke(xo) x Ke(yo) — B(Ao, 0).
b) p(cu,dv) = p(u,v) zac,d # 0.
O (T(p(u,0))u,0) =0,

d) (T"(p(u,v))u,v)) #0,

kjer je e < 7/2in 19 > 0. Pogoj € < /2 nam zagotavlja, da u in v ne moreta biti enaka 0.

Kaj lahko povemo o obstoju Rayleighovega funkcionala in stacionarnosti? Za zacetek poglejmo
simetric¢en realni primer, kjer privzamemo, da imamo realne lastne vrednosti in lastne vektorje.
Potem lahko definiramo
g(p,u,0) = o' T(p)u.
Z odvajanjem dobimo
S = T,

98 _ T
5, (P10) = v T(p),

aﬁ _ T T
5o Pr0) = wT(p).
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Ce je Ao enostavna lastna vrednost in sta x in 1o pripadajoa desni in levi lastni vektor, potem
je po izreku 1.6

9

ai(/\o/ x0,40) = Yo T' (Ao)xo # 0,

od tod pa po izreku o implicitni funkciji sledi, da v okolici (xo,yo) obstaja resitev p(u,v), za
katero velja g(p(u,v),u,v) = 0in p(xo,y0) = Ao. To je ravno iskani Rayleighov funkcional. Z
odvajanjem g(p(u,v), u,v) = 0 dobimo

B8 B _
dpou du
oy, % _
dpdv  dv
in izpeljemo
ap _ o'T(p)
ou  IT(p)u
al_ T

0

_u'T(p)
v ol'T(p)
Iz razvoja v Taylorjevo vrsto potem sledi

o'T(p)s  u'T(p)"t
oIT'(p)u oTT'(p)u

pu+s,v+t)=p(u,v)— + R(s, 1), (1.7)

kjer je R(s,t) = O((||s|| + [It||)?). Tako smo za realni primer pokazali naslednjo lemo, vse kar
moramo Se narediti za dokaz je, da v zgornji razvoj vstavimo u = x in v = yj.

Lema 1.12 Naj bo T simetricen realen nelinearni problem lastnih vrednostiin Ay € R enostavna lastna
vrednost z realnim desnim in levim lastnim vektorjem xq in yo. Potem je (xo,Yo) stacionarna tocka
Rayleighovega funkcionala.

H

Kompleksni primer je dosti bolj zapleten, saj ne moremo odvajati zaradi prisotnosti izraza v" u.

Z uporabo drugac¢nih orodij se da pokazati (glej [17]) naslednji izrek.

Izrek 1.13 Naj bo Ag enostavna lastna vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti T, naj bosta
Xo in yo pripadajoca desni in levi lastni vektor, in naj bo T(A) holomorfna na odprti okolici mnoZice
B(Mo, 10) za 1y > 0. Potem obstajata konstanti 0 < T < 19 in 0 < €y < 71/2, da za vse (u,v) €
Key (x0) % Key(y0) obstaja enolicni p(u,v) € B(Ao,T), daje g(p(u,v),u,0) = o8 T(p(u,v))u = 0,

pri cemer je p(xo,Yo) = Ao, in velja ocena

IT(Ao)l

8
u,v)—A| < =—— 21
p(0) = ol < 3 LT o))

tanztang,

kjer je n = ¢(u, xo) in & = ¢(v,yo).
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Pri predpostavkah zgornjega izreka naj bo (u,v) € K, /2(x0) X Kg,/2(yo). Potem za vsaka
sl < dullull in [[¢]] < So][v]l, Kjer je

cos(€p/2) — cos(eop)

0<6y,60<6= 1+ cos(ep)

velja (u+s,v+1) € Key(x0) X Ke, (o) in obstaja enoli¢ni p(u +s,t +v) € B(Ag, 1), za katerega
velja

o T(p)s  tH1T(p)u
T () o T (p)i

p(u+s,t+v)—p(uv) = + R(s, 1),
kjer je

R(s,t) = O(8% + 62).
Ker je, ko gre €g proti 0, p ~ 36% /16, od tod sledi stacionarnost tocke (xo, o).

V primeru dvostranskega Rayleighovega funkcionala je torej red aproksimacije lastne vredno-
sti kvadrati¢en glede na napako aproksimacije za levi in desni lastni vektor.

V primeru enostranskega Rayleighovega funkcionala se da pokazati, da ¢e za enostavni lastni
par (Ao, xo) velja x5 T (Ag)xp # 0 in je T(A) holomorfna na odprti okolici mnoZice B(Ag, 1) za
Tp > 0, potem obstajata konstanti 0 < 7 < 79 in 0 < €y < 71/2, da za vsak u € K,(xo) obstaja
enoli¢ni p(u) € B(Ag, 7),daje g(p(u),u) = ul'T(p(u))u = 0, pri cemer je p(xo) = Ao, in velja

ocena
10 [[T(Ao)

_ < =
p) 20l < 31

| S V| P
&' (Ao)xol 1

Kjerje 7 = ¢(u, xo). To pomeni, da je red natan¢nosti enostranskega Rayleighovega funkcionala
enak redu natanc¢nosti aproksimacije lastnega vektorja, torej linearen.

Omenimo $e posplositev Rayleighovega kvocienta, ki jo je vpeljal Lancaster v [10].

Definicija 1.14 Naj bo vektor u priblizek za desni lastni vektor, vektor v pribliZek za levi lastni vektor,
A pa pribliZek za lastno vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti T. Lancasterjev kvocient je
definiran kot

oHT (A )u

pL(A,u,’U) - /\ - m.

Otitno velja pr(A, cu,dv) = pr(A,u,v) zac,d # 0 in &e je Ag enostavna lastna vrednost, xo, yo
pa desni in levi lastni vektor, potem je (Ao, xo, ¥o) stacionarna to¢ka za py, ¢e ga opazujemo na
obmodgju B(A, 19) X Ke,(x0) x Ke,(y0) za dovolj majhen €y > 0 in ustrezen 15 > 0.

Opazimo lahko tudi, da Lancasterjev kvocient ustreza enemu koraku Newtonove metode za
re$evanje nelinearne enactbe f(A) := v'T(A)u = 0. To je dodatna motivacija, zakaj vzamemo
pr(A, u,v) za priblizek za lastno vrednost.

1.7 Ortogonalnost lastnih vektorjev

Ce imamo simetri¢no matriko in sta x in y lastna vektorja, ki pripadata razli¢tnima lastnima
vrednostima, potem je dobro znano dejstvo, da je y'x = 0. Podobno za simetri¢ni GEP Ax =
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ABx, kjer je matrika B simetri¢na pozitivno definitna velja y” Bx za lastna vektorja razli¢nih

lastnih vrednosti.

Za splosno matriko prav tako vemo, da ¢e je x desni lastni vektor za lastno vrednost y, y pa
levi lastni vektor za lastno vrednost A # u, potem je y'’x = 0, pri splosnem GEP pa podobno

dobimo y"Bx = 0.

Ali se da to posplositi na NEP? Ce je T hermitski in so vse lastne vrednosti realne, potem so

lastni vektorji razli¢nih lastnih vrednosti ortogonalni v posploSenem skalarnem produktu

| := { (A(p(x),p(v))x,y) zax,y#0,
0

2 zax=0aliy =0,

kjer je p Rayleighov funkcional in A deljena diferenca, definirana z

L — za
s =T 220

Za [.,.] ne veljajo vse lastnosti skalarnega produkta. Tako lahko hitro preverimo, da velja:

a) [x,y] =y x],
b) [x,x] = (T'(p(x))x,x) >0,

o) [ax,y] = afx,y].

Tocka b) npr. sledi iz lastnosti d) o nadkriti¢ni duSenosti Rayleighovega funkcionala.

Ne velja pa bilinearnost, saj ne velja nujno [x + vy, z] = [x,z] + [y, z].

V primeru EP T(A) = AI — A se posploseni skalarni produkt [., | ujema z navadnim skalarnim
produktom, saj velja A(a, B) = I'in [x,y] = y"x. Podobno v primeru GEP T(A) = AB — A velja

A(a, B) = B in dobimo [x,y] = yBx.
Ce pa vzamemo nadkriti¢no dugen QEP T(A) = A2M + AC + K, potem dobimo
A, B) = (a+B)M+C,

od koder sledi
[x,y] = (p(x) + p(y))y" Mx + y"Cx.

Vidimo, da za razliko od EP in GEP, pri QEP produkt ., .] ni ve¢ bilinearen.



Poglavje 2

Numeri¢ne metode za polne probleme

Dana je dovolj gladka preslikava T : C — C"*", ki predstavlja nelinearni probleme lastnih
vrednosti. I§¢emo resitve T(A)x =0zaA € Cinx € C", x # 0.

V tem poglavju bomo pogledali nekaj glavnih numeri¢nih metod za nelinearne probem lastnih
vrednosti, ki so primerne, kadar je n zmerne velikosti in je matrika T(A) polna.

2.1 Newtonova metoda in inverzna iteracija

Ce izberemo vektor v € C" in dodamo k enacbi T(A)x = 0 $e pogoj vfx = 1, potem lahko
zapiSemo NEP v obliki nelinearnega sistema n + 1 enacb za n 4 1 neznank:

F(x,A) == [vﬂ(x)‘iﬂ] =0.

Za redevanje zgornjega sistema uporabimo Newtonovo metodo. Ce je (xx, A) tekoti priblizek
za lastni par, potem po Newtonovi metodi naslednji priblizek (x;1, Ax11) dobimo kot

Xe+1 | _ | Xk -1
|:Ak—-ii_-1:| - |:Ak:| - ]F(Xk,)\k) F(xkr/\k)z

kjer je Jacobijeva matrika enaka

T(A T (M) x

]F(xk/Ak) — |: ( k) (Ok) k:|

Tako pridemo do sistema
T(A) T'(A)xe | | ke — x| _ | T(A)xk
UH 0 )LkJrl — Ak Uka -1’
oziroma
T(A)xkr1 = —(Aggr — A T (M) xx (2.1)
vkaH = 1

22
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Iz zveze (2.1) sledi
X1 = — (A — M) T(A) 7' T (Ap) xi. 2.2)

To pomeni, da iz zgornje enacbe lahko dolo¢imo pravo smer vektorja xj1. Ve¢ kot smer tudine
potrebujemo, saj lahko potem x;, | enostavno pomnoZimo s pravim skalarjem, da bo vfx; | =
1. Za naslednji korak potrebujemo Se nov pribliZek za lastno vrednost A; 1. Ce definiramo

U = T(A) 7T (M) %
in enacbo (2.2) skalarno pomnoZzimo z v, potem dobimo
0Mxe1 = —(Agsr — Ar) oM uga.
Ob predpostavki, da je prejsnji priblizek za lastni vektor bil normiran, torej v'x; = 1, dobimo

vl x;
oM gq

A1 = Ak —

Tako pridemo do prvega algoritma. Ceprav gre za Newtonovo metodo, metodo zaradi po-
dobnostjo s podobnim algoritmom za EP imenujemo inverzna iteracija. V nadaljevanju bomo
videli, kako so v standarnem primeru EP povezane inverzna iteracija, Newtonova metoda in
Rayleighova iteracija. Podobne povezave potem veljajo tudi za NEP.

Algoritem 2.1 Inverzna iteracija

izberi vektor v in tak zacetni priblizek (Ag, xo) za lastni par, da je v''xg = 1
k=0,1,...
a) re$i linearni sistem T(Ag)uy, 1 = T (Ag)xk

vHx
b) Akr = Ak — 50—

oHuy 4

Q) Xpp1 = —F5—Uk41
o

Izrek 2.1 Naj bo A, enostavna lastna vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti T, x.. pa pripa-
dajoci lastni vektor, za katerega velja v'x, # 0. Potem inverzna iteracija za vsak zacetni priblizek, ki je
dovolj blizu (x., A+) skonvergira proti A, konvergenca pa je kvadraticna.

Dokaz.  Ker gre za Newtonovo metodo, je za konvergenco (in to vsaj kvadrati¢no), dovolj
pokazati, da je Jacobijeva matrika JF(x., A.) nesingularna. Denimo, da obstaja taka totka

(u,2) # (0,0), daje JE(As, x.) [Z] = 0, torej

{TE}/I\;) T’(AO*)x*] [u} _o. (2.3)

Iz prve enacbe dobimo

Ko to skalarno pomnoZimo z vy, dobimo ayT’(A,)x. = 0, kar nam da « = 0, saj je lastna
vrednost enostavna in zato y2 T (A, ) x, # 0. Iz prve vrstice enacbe (2.3) lahko potem sklepamo,
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daje u = Bx., a potem, ko to vstavimo v drugo vrstico (2.3), dobimo g = 0, torej u = 0. To
pomeni, da je Jacobijeva matrika JF(A,, x.) res nesingularna. ]

Pri inverzni iteraciji reSujemo sistem z matriko T(/\) Ce je A blizu enostavne lastne vrednosti
A«, potem lahko pokaZemo, da bo vektor T(A)~!x imel moéno komponento v smeri lastnega
vektorja x.. Tu se skli¢emo na naslednjo lemo iz [17].

Lema 2.2 Naj bo preslikava T : C — C"*" dvakrat zvezno odvedljiva na B(A., T.) za T, > 0 in naj bo
(As, X4, Y+ ) enostavna lastna trojica. Potem obstaja 0 < 19 < T, dazavse T = A — A,, 0 < |7] < 719,
velja

) = A [ B Lo
A A T (A T

Posledica tega je, da e uporabimo T(A)~! na vektorju z, za katerega velja 'z # 0, dobimo

-1 yi'z
w=T\) z= A AT (A%, +O(1).

To pomeni, da ima pri pogoju y!z # 0 vektor w dominantno komponento v smeri x..

Od tod sledi, da je pametno za vektor z izbrati z = T’(A)x. Ce je namre¢ (x,A) blizu (x.,A.),
kjer je zaradi enostavnosti lastne vrednosti y T’ (A,)x. # 0, bo pogoj yl'z # 0 izpolnjen. 1z te
razprave sledi dodatna razlaga, zakaj bo vektor 1 iz tocke a) algoritma 2.1 v primeru, ko je
A blizu A, zelo dobra aproksimacija za lastni vektor.

Algoritem bi lahko $e modificirali. Tako bi lahko npr. namesto fiksnega vektorja v v vsakem
koraku uporabili drug vektor za normiranje vektorja x;. Prav tako bi lahko nov priblizek za la-
stno vrednost Ay 1 v koraku b) izra¢unali na kak drug nacin, lahko bi npr. vzeli kar Rayleighov
funkcional, ¢e ga imamo na voljo.

Zgled 2.1 Ce vzamemo EP T(\) = Al — A, potem v koraku a) algoritma 2.1 resimo sistem
(Ml = A)ug1 = xx,
od koder sledi
Atlgy1 = Aty — X

Za Ay, izracunano v koraku b), potem velja

H H H
Ny = A e @ (A —xx) _ 0 Augyy

+1 — - - - 7
oHuy gy g oHugiq

kar pa je dvostranski Rayleighov kvocient. Ce je A hermitska in vzamemo vy = uy, potem pridemo do
standardne Rayleighove iteracije, za katero vemo, da ima v primeru hermitske matrike kubicno konver-
genco, sicer pa kvadraticno. O

Ce imamo na voljo tudi priblizek za levi lastni vektor vy, lahko za vy vzamemo vy = T(/\k)Hyk.
V tem primeru bo pri enostavni lastni vrednosti pogoj v{’x; # 0 izpolnjen. Tako dobimo

YET(Ak)xi

Mt = Ay — D LEE
- Yi T/Mk)xk
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kar je ravno Lancasterjev kvocient.

V koraku b) lahko vrednost A1 izratunamo iz Rayleighovega funkcionala kot Ay 1 = p(ug41)-
Ce to naredimo za realni simetri¢ni primer z realnim lastnim parom, dobimo kubi¢no konver-
genco.

2.2 Inverzna iteracija z residuali

Velika teZava pri inverzni iteraciji za NEP je, da moramo v vsakem koraku za reSevanje sis-
tema T(Ag)ugrq1 = T'(Ag)xy izratunati LU razcep matrike T(Ag), za kar v splosnem primeru
porabimo O(n?) operacij.

V primeru EP se temu lahko izognemo, ¢e fiksiramo A in namesto Rayleighove iteracije delamo
le inverzno iteracijo. Konvergenca je sicer samo linearna, a razcep T(A) moramo izralunati le
enkrat.

Ce fiksiramo A, potem v primeru EP dobimo za T(A) = AI — A naslednji postopek

k=0,1,...
resi (A — /\QI)uk+1 = —Xi
Xer1 = (1/[Jurg1 oo tpsa

Zaporedje vektorjev x; konvergira proti lastnemu vektorju x., ki pripada lastni vrednosti A,
ki je najbliZja Ao.

Pri NEP tega ne moremo narediti. Ce fiksiramo Ag in re§ujemo v vsakem koraku sistem
T(Ao)uxsr = T'(Ax)x,

potem zaporedje {x;} po smeri skonvergira k lastnemu vektorju posplosenega problema la-
stnih vrednosti T(Ag)x = T'(A)x, kjer je A limita zaporedja {A;}. 1z dobljenega vektorja se ne
da rekonstruirati lastne vrednosti zacetnega NEP.

Neumaier je v [14] ta problem re$il na naslednji nac¢in. Denimo, da je preslikava T dvakrat
zvezno odvedljiva. Po algoritmu za inverzno iteracijo dobimo

X=X = X+ (Ar — A T(AR) 7T (M) i

= T(A) T (M) 4+ (Ajsr — M) T (Ax) )
= T(A) T (Akg1) + O(J A1 — AP x
= T(A) ' T(Aksn)xe + O(|Airr — M),

Pri tem pristopu zamenjava Ay s fiksnim ¢ ne pokvari konvergence.
Da lahko po zgornji formuli izra¢unamo x; — X441, potrebujemo najprej A 1. Neumaier je
predlagal naslednji moZnosti:

a) Ceje problem hermitski, potem vzamemo A1 = p(xx).

b) Ce problem ni hermitski, vzamemo za Ay tisto resSitev enacbe

oMT(0) ' T(Apg1)xe = 0, (2.4)
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ki je najblizja Ar. Tu si lahko predstavljamo, da je v/’ T(c) ! aproksimacija yf za levi lastni
vektor. Ce za reSevanje enacbe (2.4) uporabimo en korak Newtonove metode z zatetnim pri-
blizkom Ay, dobimo

yi' T(Ax)xx

M1 =M= g
o yi T (Ax)xk

kar je ravno Lancasterjeva posploSitev Rayleighovega kvocienta.

Algoritem 2.2 Inverzna iteracija z residuali

izberi vektor v in tak zacetni pribliZek (¢, xo) za lastni par, da je vfxg = 1
k=0,1,...
izratunaj Ag4q:
a) ¢e je T hermitski in Ay € R, potem Ay = p(xy), sicer
b) re$i o T(0) "' T(Ajpq)xx = 0.
1 = T(Ags1) Xk
re$i T(0)Axg = 1
Zkp1 = Xk — Dxy
1

Xk+1 = 7o 2k+1
otz

Izrek 2.3 Naj bo A, enostavna lastna vrednost nelinearnega problema lastnih vrednosti T, kjer je pre-
slikava T : C — C"*" dvakrat zvezno odvedljiva, x. pa naj bo pripadajoc¢i lastni vektor, normiran tako,
da je v"x, = 1. Potem inverzna iteracija z residuali konvergira za vse o dovolj blizu A, in velja

—
W1 = Xl o1 — A
T —m) -~ CUo=2d)

n
A1 = Asl = O(lo = AufP),

kjer je p = 2, ¢e je T hermitski, A, € R in vzamemo Ay = p(xy), sicer paje p = 1.

2.3 Zaporedne linearne aproksimacije

Naj bo preslikava T : C — C"*" spet dvakrat zvezno odvedljiva. Denimo, da Ze imamo
priblizek Ay za lastno vrednost. Is¢emo popravek AAy in vektor x # 0, da bo

T(Ak - A)\k)x =0.
Ce zgornjo enacbo razvijemo v vrsto, dobimo
(T(Ax) = AT (Ag) + O(|AA*))x = 0.

Ce zanemarimo kvadratne ¢lene, dobimo, da je popravek A\ lastna vrednost posplogenega
problema lastnih vrednosti
T(Ak)x = AAkT’(Ak)x. (25)
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Pri metodi zaporednih linearnih aproksimacij za AA; vzamemo po absolutni vrednosti naj-
manjso lastno vrednost (2.5). V bliZini lastne vrednosti je metoda podobna inverzni iteraciji, saj
dobimo

1

——x=T(M)'T :
A (Ak) " T (Ag)x

Algoritem 2.3 Zaporedne linearne aproksimacije

izberi zacetni priblizek A za lastno vrednost

k=0,1,...
za AAy vzemi po absolutni vrednosti najmanj$o lastno vrednost GEP T(Ay)x = 0T’ (Ax)x
App1 = A — DAy

Dela v enem koraku je ve¢ kot pri prejsnjih dveh metodah, saj moramo v vsakem koraku resiti
GEP, je pa konvergenca zato ponavadi hitrejsa.
2.4 Dvostranske razlic¢ice inverzne iteracije

Iz algoritmov 2.1 in 2.2 lahko preprosto razvijemo dvostranske metode, kjer racunamo hkrati
tudi priblizke za levi lastni vektor.

Algoritem 2.4 Dvostranska inverzna iteracija

izberi zaZetni priblizek (Ao, X0, yo) za lastno trojico, da je xfTxo = yiyo =1
k=0,1,...

resi T(Ak)uk+1 = T’(/\k)xk

resi T(Ax)Hogsr = T' (M) Tyi

1
Xk = Uy
S P
1 0
k = 7. 1Y%
T = o] K

izratunaj Ari1 = p(Xkt1, Yir1)

Stroski pri dvostranski inverzni iteraciji, ki je zapisana v Algoritmu 2.4, niso bistveno vegji kot
pri enostranski inverzni iteraciji. NajzahtevnejSa operacija, ki jo moramo pri obeh algoritmih v
vsakem koraku izrac¢unati le enkrat, je namre¢ faktorizacija matrike T(A).

Prednost dvostranske metode je, da je (x., y:) stacionarna tocka dvostranskega Rayleighovega
funkcionala, kar v sploSnem za enostranskega ne velja.

Red konvergence dvostranske inverzne iteracije v blizini enostavne lastne vrednosti je kubicen.

Red konvergence dvostranske inverzne iteracije z residuali, ki je zapisana v Algoritmu 2.5, je
(1++/5)/2, kar pomeni, da je konvergenca superlinearna.
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Algoritem 2.5 Dvostranska inverzna iteracija z residuali

Hyo = wlyg =1

izberi vektorja v, w in tak zacetni priblizek (o, xo, yo) za lastno trojico, da je v
k=0,1,...

izratunaj Ary 1 = p(xx, i)

e = T(Ak1)xx

sk = T(Age1) Tk

re$i T(0)Axy = 1

resi T(0)H Ay = s¢

Zgy1 = Xp — DXy

Upy1 = Yk — Dy

Xk+1 =

Y1 =

2.5 OR metoda Kublanovskaje

Pri metodi Kublanovskaje refujemo nelinearno enac¢bo det(T(A)) = 0. Naj bo
T(A)P(A) = QU)R()) 26)

QR razcep matrike T(A) s pivotiranjem, kjer je P(A) permutacijska matrika, Q(A) unitarna
matrika, R(A) pa zgornja trikotna matrika. Pri pivotiranju vrstni red stolpcev izbiramo tako,
da velja

(M) = [ra(A)] = - = [ran(A)].

Ocitnoje | det(T(A))| = | det(R(A))], lastno vrednost pa imamo takrat, ko je 7, (A) = 0.

Definiramo f(A) := r,,(A) in za ra¢unanje ni¢le funkcije f uporabimo tangentno metodo. Pri
odvajanju zveze (2.6) predpostavimo, da je P(A) konstantna matrika. Dobimo

T'(M)P(A) = Q(A)R(A) + QMR'(A),

od koder sledi
R'(A) = QMAT' (A)P(A) = QM)MQ'(MR(A)

R'(MR(A) ™= Q)T (M)P(MR(A) ! = QA)Q'(A). (2.7)

Vsi diagonalni elementi matrike Q(A)?Q’(A) so enaki 0, saj z odvajanjem Q(A)7Q(A) = I
dobimo

Q)"Q' (M) + Q' (M)MQA) = QTR (M) + (QIMTQ'(A) = 0.
To pomeni, da je matrika Q(A)Q’(A) po$evno hermitska in ima ni¢elne diagonalne elemente.!

Ker je matrika R(A) zgornja trikotna, je element v spodnjem desnem kotu matrike R’(A)R(A) !

enak f'(A)/f(A), torej iz (2.7) dobimo

f;(%) - :&% — TQHT (A)P(V)R(A) e
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Algoritem 2.6 QR metoda Kublanovskaje
izberi zacetni pribliZek A za lastno vrednost

k=0,1,...
T(Ak)Pr = QkRy (QR razcep s pivotiranjem)
1
M1 = M

eI QI T (A PR e,

Opazimo lahko, da se priblizek Ay 1 iz Algoritma 2.6 ujema z Lancasterjevo posplositvijo Ray-
leighovega kvocienta. Ce vzamemo Yr = Qken in xp = PR Le,, kar si lahko predstavljamo kot
tekoca priblizka za levi in desni lastni vektor, potem velja A1 = pr(Ak, Xk, Yi)-

2.6 LU metoda Bohteta

Medtem, ko prejSnja metoda temelji na QR razcepu, je Bohte razvil podobno metodo, ki temelji
na LU razcepu in je zato cenej$a. Naj bo

P(A)T(A) = L(MU(A) 2.8)

LU razcep matrike T(A) z delnim pivotiranjem, kjer je P(A) permutacijska matrika, L(A) spo-
dnja trikotna matrika z enicami na diagonali in U(A) zgornja trikotna matrika. Z odvajanjem
(2.8), kjer tako kot prej predpostavimo, da je P(A) konstantna matrika, dobimo

P(MT'(A) = M(AU(A) + LA V(A), (2.9)

kjer je M(A) := L'(A) spodnja trikotna matrika z ni¢lami na diagonali, V(A) := U’(A) pa zgor-
nja trikotna matrika. Izkaze se, da se da iz sistema (2.9) v pravilnem vrstnem redu izra¢unati
vse elemente matrik M(A) in V(A).

Ce definiramo f(A) := det(T(A)), potem velja

n

f(A) = det(P(A)) ]j uii(A)

£ = det(P(1) Loy Tual),
AT

od koder sledi

Za iskanje ni¢le funkcije f uporabimo tangentno metodo. Bohtetova metoda je prikazana v
algoritmu 2.7.

ITo velja le za realne matrike, pri kompleksnih bi $e vedno lahko bili diagonalni elementi matrike Q(A)HQ’(A)
¢isto imaginarni. Kako se lahko znebimo tega?
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Algoritem 2.7 LU metoda Bohteta
izberi zacetni pribliZzek A
k=0,1,...
P T(Ag) = Lyl (LU razcep z delnim pivotiranjem)
iz P T' (Ay) = MUy + L Vy izratunaj My in Vj
1

A1 = Ap —

n ©iA)
L= w0

2.7 Zajamcena iteracija
V posebnih primerih lahko minimaks izrek posplo$imo na nelinearne probleme lastnih vredno-
sti in tako dobimo moZnost, da izracunamo direktno le lastno vrednost z izbranim indeksom.

Denimo, da imamo za hermitski NEP podan Rayleighov funkcional z naslednjimi lastnosti:

a) p:C"\{0} — J C R, Kjer je | odprt interval, lahko tudi neskon&en,

b) p(yu) = p(u) zavsak vy # 0,
&) W (p(u))u =0,
d) u'T (p(u))u > 0.

Predpostavimo $e, da ima za vsak x € C"\ {0} enatba xT(A)x = 0 najvec eno resitev A € J.

Lema2.4 Najbo T : C — C"*" hermitski nelinearni problem lastnih vrednosti z realnimi lastnimi
vrednostmi in naj za Rayleighov funkcional veljajo zgoraj nastete predpostavke. Naj bo A € W(T) in

x # 0. Potem velja
p(u) { } A<= ul'T(A)u { } 0.

Dokaz. Zvezap(u) = A <= uMT(A)u = 0sledi iz same definicije Rayleighovega funkcionala
in dejstva, da ima enacba u"’T(A)u = 0 najvec eno reitev v J.

VoA
ANV

Zaradi u'T'(p(u))u > 0je funkcija u T(0')u, kjer je u fiksen, pri o = p(u) narag¢ajoca. Od tod
sledi p(u) > A <= ul'T(A\)u < 0in p(u) < A <= uf i T(A)u > 0. [ |

Ce je funkcional p z zgornjimi lastnostmi od a) do d) definiran za vse neni¢elne vektorje iz
C", potem pravimo, da je p nadkriticno dusen (angl. overdamped). V tem primeru velja naslednji
izrek.

Izrek 2.5 (Rogers) Naj bo T : C — C"*" hermitski nelinearni problem lastnih vrednosti z realnimi
lastnimi vrednostmi in naj bo p nadkriticno dusen Rayleighov funkcional. Potem obstaja n lastnih
vrednosti problema T, urejenih kot Ay < Ay < --- A, (kjer lastne vrednost Stejemo z geometrijskimi
veckratnostmi) in n linearno neodvisnih lastnih vektorjev x, ..., xy, da je T()\j)xj =0zaj=1,...,n
Za lastne vrednosti velja minimaks lastnost

Aj = min maxp(x)

veen xeV
dim(V)=j x#0
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zaj=1,...,n.

Opomba 2.1 Problem T ima lahko veC kot n lastnih vrednosti. Zgornji izrek govori le o podmnoZici
n lastnih vrednosti. Tako npr. pri nadkriticno dusenem QEP obstajata dve skupini lastnih vrednosti
(primarna in sekundarna), vsaki pa pripada n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

Kadar tak funkcional ne obstaja na celotni mnozici C"\ {0}, lahko $e lokalno vedno posplosimo
nekaj lastnosti. Denimo, da funkcional z lastnostmi a) do d) obstaja na odprti podmnozZici
D C C". Potem lahko definiramo indeks lastne vrednosti na naslednji nacin.

Vemo, da je A lastna vrednost NEP T natanko tedaj, ko je 4 = 0 lastna vrednost EP T(A)x = px.
Ker je T(A) hermitska matrika, so njene lastne vrednosti realne in obstaja tak indeks m, da je

. xHT(A)x
0= max min —;——.
vcer  xeVv XX
dim(V)=m x#0
Ta m proglasimo za indeks lastne vrednosti A in pravimo, da je A m-ta lastna vrednost T. Ek-
vivalentno je, da je A m-ta lastna vrednost T natanko tedaj, ko so lastne vrednosti T(A) oblike
Pn < Sy =00 <.

Opomba 2.2 Ce vzamemo hermitsko matriko A, potem smo navajeni njene lastne vrednosti oznacevati
tako, da velja A, < --- < Ay. Pri NEP so indeksi ravno obrnjeni, saj velja Ay < --- < Ay, to pa zato,
ker obravnavamo T(A) = Al — A.

Izrek 2.6 (Voss in Werner) Za vsak m € {1,...,n} ima nelinearni problem lastnih vrednosti T kve-
¢jemu eno m-to lastno vrednost na J, za katero velja

H
. x7TT(A)x
Aw = min  sup T() (2.10)
vceh, ViaD#D cynp XX
dim(V)=m x#£0
Obratno, ¢e je
H
. x7T(A)x
A= inf sup % €],
Ve, VOD#£D L cvmp xx
dim(V)=m x40

potem je A m-ta lastna vrednost in velja (2.10). Minimum je doseZen pri invariantnem podpro-
storu T (A,,), ki pripada m po absolutni vrednosti najve¢jim lastnih vrednostim, supremum pa
je dosezen za vsak lastni vektor, ki ustreza lastni vrednosti 0.

Algoritem 2.8 Zajamcena iteracija

izberi zacetni priblizek Ay za lastno vrednost

k=0,1,...
dolo¢i lastni vektor xy, ki pripada m-ti najvedji lastni vrednosti T (Ax)
redi X7 T (Agi1)xp = 0za Agyq

Tako dobimo algoritem 2.8. En korak metode si lahko predstavljamo kot navadno iteracijo
A1 = §(Am), Kjer je iteracijska funkcija ¢ definirana kot g(A) = p(xm(A)), Kjer je x,,(A) m-ti
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lastni vektor. O¢itno je A, (¢e obstaja) fiksna tocka, saj je T(Ap)xm(Am) = 0, od tod pa sledi
p(xXm(Am)) = Am.

Za to iteracijo se da pokazati, da je g},(An) = 0, kar pomeni, da je konvergenca vsaj kvadra-
ticna. Ce paje T'(A) pozitivno definitna matrika za vsak A € | in namesto lastnega vektorja,
ki pripada m-to lastni vrednosti T(A;) vzamemo lastni vektor, ki pripada m-ti lastni vrednosti
T(Ax)x = uT'(Ag)x, potem dobimo celo kubi¢no konvergenco.



Poglavje 3

Polinomski (kvadratni) problem lastnih
vrednosti

3.1 Uvod

Pri polinomskem problemu lastnih vrednosti (PEP) je dan matri¢ni polinom P(A) = Ag +
AAL -+ AMAy, Kjer so Ay, ..., Ay, matrike velikosti n x n. IS¢emo tak skalar Ap € C in
nenicelni vektor xp € C", daje P(Ag)xg = 0.

PEP P je regularen, ¢e njegov karakteristi¢ni polinom, definiran z g(A) := det(P(A)), ni iden-
ti¢no enak 0. Ni¢le polinoma g so konéne lastne vrednosti PEP P. Ce jih je manj kot mn, jih do
mn dopolnimo z neskonénimi lastnimi vrednostmi. Neskon¢ne lastne vrednosti ustrezajo nicel-
nim lastnim vrednostim vzoratnega polinoma Pr(A) := A"P(1/A) = A" Ag+ A" 1A +- - - + Ao,
pojavijo pa se le, ¢e je matrika A,, nesingularna.

Regularni PEP P ima tako mn (kon¢nih ali neskonénih) lastnih vrednosti.

Zgled 3.1 Naslednji primer kvadratnega problema lastnih vrednosti je povzet iz [19].
Ce vzamemo Q(A) = A2M + AC + K, kjer so

0 6 0 1 -6 0 1 00
M=10 6 0|, C=1|2 -7 0|, K=|01 0],
0 01 0 0 0 0 0 1

potem je det Q(A) = —6A° + 11A* — 12A3 + 12A% — 6A + 1 in problem je reqularen. Lastni pari so
k] 1 2
A 1/3 172 =

TR

Pet lastnih vrednosti je koncnih, ena pa neskoncna. Opazimo, da imata razlicni lastni vrednosti lahko
isti lastni vektor, kar pri standardnem in posplosenem lastnem problemu seveda ni mozno.

5

— O O~k
cor 3lo

33
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Lahko se zgodi, da si najve¢ m razli¢nih lastnih vrednosti deli isti lastni vektor. Namre¢, ce je
x lastni vektor, potem je vsaj ena izmed re$itev enatbe x'P(1)x = 0, ki ima najve¢ m reSitev,
enaka lastni vrednosti.

Ce niso vse lastne vrednosti polenostavne (imajo geometrijsko veckratnost enako algebrajski),
potem se sre¢amo z Jordanovimi verigami.

Definicija 3.1 MnoZica vektorjev xg, X1, . .., Xy, kjer je xo # 0O, za katero velja

P11 .
]:

zap=0,1,...,k, jeJordanova veriga dolZine k + 1 za lastno vrednost Ag.

Nakaj prvih zvez (za p = 0,1, 2) je

P()\())XO =0
P(Ao)x1+P'(A0)xo =0

1
P(/\Q)XQ+P/()\Q)X1+EPN(/\0)X2 = 0.

Zgled 3.2 Ce vzamemo navadni problem lastnih vrednosti P(A) = AI — A, potem se Jordanove verige
P ujemajo z Jordanovimi verigami matrike A, saj mora za korenske in lastne vektorje veljati P(Ag)xo = 0
in (Aol — A)xg + xx_1 = 0 oziroma (A — Aol)xy = xx_1 zak > 1.

Pri Jordanovi verigi PEP vektorji xo, . . ., x¢_1 niso nujno linearno neodvisni, lahko se celo zgodi,
da je kateri izmed vektorjev xq,. .., x¢_1 enak 0.

A2 —A
0 A2
Vsak nenicelen vektor iz C? je lastni vektor. Naj bo lastni vektor xo = [xq1 xoz]T. Ce obstaja, potem
mora prvi korenski vektor x1 zadoscati enacbi P(Ag)x1 + P'(Ag)xo = 0 oziroma

6 B[]+ [5 o] [za] =

Ce je xop = 0, potem je xo1 poljuben in x; je lahko poljuben vektor. Ce pa je xop # 0, potem vektor x1 ne
obstaja.

Zgled 3.3 Najbo P(A) = . Potem je det(P(A)) = A% in edina lastna vrednost je Ag = 0.
g ] ] J

Drugi korenski vektor x, (sedaj lahko Ze predpostavimo, da je xop = 0) mora zadoscati P(Ag)xa +
P'(Ag)x1 + 3P (Ag)xo = 0 oziroma

ool [l+lo S+l I

Od tod sledi xg1 = x12, medtem ko sta x11 in x; poljubna.
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Za tretji korenski vektor dobimo enacbo
00 X31 0 -1 X21 0 -1 X11 .
o o) )+ lo L)oo -
Od tod sledi x1o = xo1 # 0, v primeru x12 = 0 pa sistem ni resljiv.

Torej ima PEP verige treh dolZin:
a) verige dolZine 1 vsebujejo vektor xo = [im } , kjer xo1 in xop nista oba enaka 0,
02
b) wverige dolZine 2 vsebujejo vektor xo = [x(n } in poljuben vektor x1,

0

c) verige dolZine 3 vsebujejo vektorja xo = [X(())l } , X1 = [i“ ] in poljuben vektor x;.
01

3.2 Povezava z diferencialnimi ena¢bami

Polinomski problemi lastnih vrednosti so povezani s sistemi linearnih diferencialnih enacb.
Denimo, da je dana diferencialna enacba

L(5)no =0,

d 4,0
L <dt) u(t) = I;)Aku

Pri tem je u(t) € C", matrike Ay, ..., A, pa so velikosti n x n.

kjer je

Diferencialna enacba je povezana s polinomskim problemom lastnih vrednosti
m
LA)x =Y AAx=0.
k=0

V primeru, ko so vse lastne vrednosti PEP L enostavne, lahko splo$no reSitev homogene enacbe
L (%) u(t) = 0 zapisemo v obliki

mn
= Z ucke)‘ktxk,
k=1

Kjer je L(Ax)xx = 0 in je ay poljubna konstanta zak = 1,...,mn.

Ce je f oblike f(t) = e/“0'fy, kar ustreza vsiljenemu nihanju, potem je partikularna resitev
podana z

lu)ofz yII{_IfO

ZCUO

kjer so y1,...,Ymn ustrezni levi lastni vektorji. V primeru, ko se iwy pribliZa eni izmed lastnih

H
vrednosti Ay, lahko ¢len - ng _f 3

- postane zelo velik in pride do t.i. resonance.
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Ce vse lastne vrednosti niso enostavne, potem v resitvi nastopajo vektorji, ki tvorijo Jordanove
verige.

Izrek 3.2 Vektorska funkcija

tk tk*l Aot
u(t) = k'xo+(k_1)!x1+---+xk e,

kjer je xo # 0, je resitev diferencialne enacbe L (%) u(t) = 0 natanko tedaj, ko velja

”1

zap=0,...,k

Vidimo, da vektorji xo, . .., xx, ki nastopajo v zgornjem izreku, tvorijo Jordanovo verigo za la-
stno vrednost Ag. Naslednji izrek nam da novo lastnost taksnih vektorjev.

Izrek 3.3 Vektorji x, ..., xx—1 tvorijo Jordanovo verigo za polinomski problem lastnih vrednosti L za
lastno vrednost Ay natanko tedaj, ko je xo # 0 in

AoXo+ A1 XoJo+ -+ AnXoJy =0,

kjer je Xo = [xo - -+ Xx_1] in je Jo Jordanova kletka velikosti k x k oblike
Ao 1
Jo=
1
Ao

Predpostavimo, da je matrika A, nesingularna. Iz vseh Jordanovih verig lahko potem se-
stavimo blo¢no diagonalno mn x mn matriko | = diag(Ji,...,J;), kjer je J; Jordanova kletka
velikosti n; X n; inje ny + - - - + n; = mn. Iz lastnih in korenskih Vektorjev sestavimo matriko X
velikosti n x mn, daje X = [X; --- X;], kjer stolpci matrike X; = [x} - x; _, ] sestavljajo
Jordanovo verigo, ki pripada kletki J;. Tako dobimo Jordanov par (], X) za PEP L. Velja, da je

mn X mn matrika
X

X]
X ]m -1
nesingularna in velja

m
Y AXJF=o.
k=0

Ce definiramo Se mn X n matriko

Xjm-2 0
xjym-1 I
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dobimo Jordanovo trojico (X, ],Y), kjer so v matriki Y leve Jordanove verige.

Splosna resitev homogene enacbe L <%) u(t) = 0 ima obliko
u(t) = Xel'a, (3.1)

kjer je a € C™" vektor poljubnih konstant. Resitev partikularne enacbe L <%) u(t) = f(t)je

t
uy(t) = Xe]t/ e 5Y f(s)ds
0
in splo$na resitev je

u(t) = Xe* (a + /Otestf(s)ds> :

Omenimo 8e, da za homogeno diferencialno ena¢bo L <%) u(t) = 0 pravimo, da je stabilna, ¢e

gre reitev u(t) v limiti, ko gre t proti neskon¢nosti, vedno proti 0. Iz (3.1) velja, da je to natanko
tedaj, ko za vse lastne vrednosti A PEP L velja Re(A) < 0, kar pomeni, da vse lastne vrednosti
PEP lezijo v strogi levi polravnini kompleksne ravnine. V primeru, ko za vse lastne vrednosti
velja Re(A) < 0, obenem pa so vse lastne vrednosti A, za katere velja Re(A) = 0, polenostavne,
ostane resitev u(t) omejena, ko gre t proti neskon¢nosti. V takem primeru pravimo, da je
diferencialna enacba sibko stabilna.

Ce so vse lastne vrednosti PEP L enostavne, potem za vsak A, ki ni lastna vrednost L, velja

-1 CIvH xiylH
L(A) = X(AI—]) Y :ZlA—A/
1=

kar je posplositev leme 2.2, ki velja za sploSen nelinearni problem lastnih vrednosti.

3.3 Smithova forma

Za matri¢na polinoma P in Q iste dimenzije pravimo, da sta ekvivalentna, Ce je
P(A) = E(M)Q(M)E(A),

kjer sta E(A) in F(A) matriki s konstantno neni¢elno determinanto, katerih elementi so funk-
cije parametra A. Od tod sledi, da se ni¢le polinoma det(P(A)) ujemajo z ni¢lami polinoma
det(Q(A)). Ce sta dodatno matriki E(A) in F(A) neodvisni od A, pa pravimo, da sta polinoma
P in Q strogo ekvivalentna.

Smithov izrek nam zagotavlja, da je vsak matri¢ni polinom P ekvivalenten polinomu, kjer so
vse matrike diagonalne. Za vsak P namre¢ obstajata A-matriki E(A) in F(A) s konstantno neni-
¢elno determinanto, da je

P(A) = E(A)D(ME(A),

kjer je D(A) = diag(di(A),...,dr(A),0,...,0) taka diagonalna n x n matrika, da so dy, ..., d,
moni¢ni polinomi (to pomeni, da imajo vodilni koeficient 1) in da d; delid;;1 zai =1,...,r —
1. Indeks r je enak maksimalnemu rangu L(A) po vseh A € C. Za tako definiramo matriko
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D(A), ki jo imenujemo Smithova forma, velja, da je enoli¢na. Polinomom dj,...,d, pravimo
invariantni polinomi. V primeru, ko ima PEP P same enostavne lastne vrednosti, je di(A) =
co=dy, 1(A) =1ind,(A) = (A= A1) - (A = Ayy). Ce pa vse lastne vrednosti niso enostavne,
potem lahko piSemo

di(A) = (A= A" (A= Ag)%,

kjer so Ay, ..., Ak vse razli¢ne lastne vrednosti PEP P. Faktorju (A — )\j)“ff, kierjej=1,...,kin
i =1,...,n, pravimo elementarni delitelj. O¢itno velja a;; < a;,1in

k

Y ) wij=s,

n
i=1j=1

kjer je s stopnja polinoma det(P(A)). Indeksi a;; se ujemajo z dolZinami Jordanovih verig.

3.4 Linearizacija

Definicija 3.4 Pravimo, da je mn x mn matri¢ni Sop A + AB linearizacija matri¢nega polinoma P(\),
ce je

[P(A) — E(A)(A +AB)F(M)

I(m—l)n:|

in sta E(A) in F(A) matriki velikosti mn X mn s konstantno nenicelno determinantno.

Ce je A + AB linearizacija PEP P, potem se lastne vrednosti PEP P ujemajo z lastnimi vre-
dnostmi matri¢nega Sopa A + AB.

Standardni linearizaciji sta prva in druga spremljevalna forma, ki imata obliko

[ A i [An—1 Amw—2 -+ A
I T 0
Ci(A) = A N + , _
L I] | -1 0
A, 1 TAnq I
I
Co(A) = A N + A”f” 0
. : R |
L L o4 0

Ce je PEP P regularen, potem sta poljubni linearizaciji strogo ekvivalentni, to pa zato, ker sta
matri¢na polinoma ekvivalentna natanko tedaj, ko imata enako Smithovo formo.

Prva spremljevalna forma C; ima to lastnost, da ce je x lastni vektor PEP P za lastno vrednost
A, potem je

A1y

A2y
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desni lastni vektor za C; in lastno vrednost A, To pomeni, da iz desnega lastnega vektorja C;
lahko enostavno dobimo desni lastni vektor za P. Podobno za drugo spremljevalno formo C,
velja, da, ¢e je y levi lastni vektor za PEP P, potem je

Xm—l
Xm—Z

Yy
levi lastni vektor za C,. Prva in druga spremljevalna forma imata tako zelo uporabno lastnost,
da poleg lastnih vrednosti iz linearizacije lahko preberemo tudi lastne vektorje.

Pri linearizaciji C; reSujemo posplosen problem lastnih vrednosti, ki ga lahko zapiSemo v obliki

P(A)x 0
0 0
aMaex)=| . |=|.],
0 0
kjer je
Am—l
Amfz
A= ",
1

Ker za vsak vektor x velja C1(A) (A ® x) = e; ® P(A)x, velja enakost
CIAM)(A®I) =e; ®P(A).
Posplositev so linearizacije oblike L(A) = AX + Y, Kjer velja
LA (A®x) =v® P(A)

za nek nenicelen vektor v € C™. Tovrstne linearizacije tvorijo prostor IL;. Izkaze se, da v ne
more biti poljuben. Pogoj za to, da je L res linearizacija P je, da nobena lastna vrednost P ni
ni¢la polinoma

p(A0) = i v A"
i=1

kjer v primeru v; = 0 privzamemo, da je tudi co ni¢la polinoma p(A;v). To pomeni, da so za
izbrani matri¢ni polinom P skoraj vsi vektorji v dobri.

Zgled 3.4 Dan je kvadratni matri¢ni polinom P(A) = A2Ay + AA1 + Ag. Matricni Sop

LA =AX+Y=A [ZAZ Az] + [ZAl_AZ ZAO}

Ay A4 0 Ao
je linearizacija polinoma P iz prostora 1Ly, ¢e nobena lastna vrednost P ni enaka —1/2. Velja namre¢

2

LAY(A®I) = [1

| b

in p(x; [ﬂ) =2x+1
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Podobno so v prostoru IL, posplositve linearizacije C,. Linearizacija L(A) = AX 4 Y je iz pro-
stora IL,, ¢e velja
(AT@I)L(A) = w” @ P(A)

za nek nenicelni vektor w € C™.

Zgled 3.5 Obstajajo tudi linearizacije, ki niso ne vrste Ly ne vrste IL,. Tako je npr.

0 A; 0 -1 0 0
LA)=A|I Ay O|+|0 A A
0 0 I 0 —I 0

linearizacija kubicnega matricnega polinoma P(\) = A3Az + A*Ay + AAq + Ao, a ni ne tipa L ne
tipa IL,.

Pomembne so tudi linearizacije polinoma P, ki spadajo v oba razreda. Ozna¢imo DILL(P) =
L, (P) N ILy(P), Kjer je IL1(P) mnozica vseh linearizacij polinoma P tipa IL; in IL;(P) mnoZica
vseh linearizacij polinoma P tipa IL,. Seveda ni nujno, da je mnozica IDIL(P) neprazna.

3.5 Kbvadratni problem lastnih vrednosti

Polinomski problem lastnih vrednosti najpogosteje nastopa v obliki kvadratnega problema
(QEP), katerega splosna oblika je

Q(A) = A*M + AC +K,
kjer so M, C, K dane matrike velikosti n x n.

Ce definiramo Q(S) = MS? 4+ CS + K za S € C"*", potem pravimo, da je S desna solventa, Ce je
Q(S) = 0. Podobno je leva solventa resitev matri¢ne enatbe S2M + SC + K = 0. Ceje S solventa,
potem velja
Q(A) = (AM+MS+C)(AI-S),

kar pomeni, da so lastne vrednosti QEP Q unija lastnih vrednosti matrike S in lastnih vrednosti
posplosenega problema lastnih vrednosti —(MS + C)x = AMx. Ce torej na nek nacin pridemo
do solvente, lahko potem lastne vrednosti QEP izra¢unamo z znanimi metodami za navaden
in posploSen problem lastnih vrednosti.

Obstoj solvente za splosen QEP ni zagotovljen. Naslednja lema nam pove, kako se da solvento
skonstruirati iz zadostno linearno neodvisnih lastnih vektorjev, ni pa to edina moZnost za sol-
vento.

Lema 3.5 Ce 50 wy, . .., wy linearno neodvisni lastni vektorji kvadratnega problema lastnih vrednosti
Q z lastnimi vrednostmi Ay, ..., A, potem je S = WAW ! solventa za Q, kjer je W = [wy, ..., wy ]
in A = diag(Ay, ..., An).

Za linearizacijo QEP se pogosto uporabljata naslednji pridruZeni obliki

([—OK —1\2:]_)‘{1(\)] &D[/\xx] =0 (32)
(o =l S = o 63
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ki obe spadata v razred IL;. Tu je N poljubna nesingularna matrika. Izberemo lahkonpr. N = I,
N = ||[M||I, N = ||K||I, N = —K (v (3.2), ¢e so matrike hermitske) ali N = M (v (3.3), &e so
matrike hermitske.

3.6 Hiperbolicen in nadkriticno dusen QEP

V tem razdelku bomo obravnavali poseben razred QEP, ki se v praksi velikokrat pojavi, kjer
so matrike M, K, C hermitske, matrika M pa je Se pozitivno definitna. Za poljuben nenicelen
x € C" lahko definiramo

m(x) = x"Mx, k(x) = xHKx, c(x) = xHCx.

Definicija 3.6 Dan je kvadratni problem lastnih vrednosti Q(A) = A2M + AC + K, kjer so matrike
M, K, C hermitske, matrika M pa je pozitivno definitna. Problem Q je

e hiperbolicen, ¢e za vsak x # 0 velja c(x)? > 4m(x)k(x),
e elipticen, ¢e za vsak x # 0 velja c(x)* < 4m(x)k(x),

o nadkriticno dusen, ¢e je hiperbolicen in je matrika C pozitivno definitna, matrika K pa nenega-
tivno definitna.

Ce je x lastni vektor, potem vemo, da je vsaj ena izmed resitev kvadratne enatbe x7Q(A)x = 0
enaka lastni vrednosti, ki pripada x. Od tod sledi, da so vse lastne vrednosti hiperboli¢nega
QEP realne, medtem ko elipti¢en QEP nima nobene realne lastne vrednosti. Podobno vidimo,
da so vse lastne vrednosti nadkriti¢no dusenega QEP negativne.

Izrek 3.7 Naj bo kvadraten problem lastnih vrednosti Q(A) = A2M + AC + K hiperbolicen. Potem
obstaja tak premik 0, da je kvadratni problem lastnih vrednosti Q(A) := Q(A + 0) nadkriticno dusen.

Dokaz.
QA +8) = A2M + A(C+20M) + K+ 6C + M = A>M + AC + K.
Ker je M pozitivno definitna, bosta otitno za dovolj velik 6 obe matriki C in K pozitivno defi-

nitni. |

Zgornji izrek nam omogoca, da nekatere rezultate dokaZemo za nadkriticno dusene QEP, po-
tem pa jih s premikom prestavimo na hiperboli¢ne QEP.

Predpostavimo, da je QEP nadkriticno dusen. Potem lahko definiramo t.i. primarni in sekun-
darni Rayleighov funkcional

R I T

kjer je d(x) = /c(x)2 — 4m(x)k(x). O¢itno za vsak x # 0 velja pa(x) < p1(x).

Ce je x lastni vektor QEP za lastno vrednost A, potem pravimo, da je x primarni lastni vektor, te
je A = p1(x), oziroma sekundarni, ¢e je A = pa(x).
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Hitro lahko vidimo, da za vsak x # 0 velja

2p1(x)m(x) +c(x) = d(x) >
<

0
2pa(x)m(x) +c(x) = —d(x) 0

~

oziroma

Q' (p1(x))x >0, Q (pa(x))x < 0,
od koder sledi, da so vse lastne vrednosti nadkriticno dusenih (in zaradi tega tudi hiperboli¢-
nih) QEP polenostavne.

Lema 3.8 A in B naj bosta hermitski matriki. Ce obstajata vektorja z1,zy, da je
2 Az >0, 2z Az <0, z{Bz; =z8Bz, =0,

potem obstaja tak vektor z # 0, da je zH Az = zHBz = 0.

Dokaz.  Definiramo C = A + iB. Za matriko C potem velja z{Cz; > 0in z}!Cz; < 0.

To pomeni, da numeri¢ni zaklad matrike C vsebuje vsaj eno pozitivno in eno negativno lastno
vrednost. Zaradi konveksnosti mora W(C) potem vsebovati tudi totko 0, torej obstaja tak
vektor z, da je z!Cz = 0, to pa pomeni zH Az = zHBz = 0. n

Lema 3.9 Ce je A lastna vrednost nadkritiéno dusenega kvadratnega problema lastnih vrednosti, potem
so pripadajoci lastni vektorji bodisi vsi primarni bodisi vsi sekundarni.

Dokaz.  Denimo, da sta x in y taka lastna vektorja, da je p1(x) = A = pa2(y). Za poljuben ¢
je potem (o) = (1 — ¢)x + oy tudi lastni vektor za lastno vrednost A, torej velja m(&(c))A% +
c(¢(0))A +k(&(c)) = 0. Funkcija

fo) :=2m(g(0))A +c(E(0)) = +d(E(0))

je zvezna in ima pri ¢ = 0 negativno, pri ¢ = 1 pa pozitivno vrednost. Zaradi tega mora
obstajati tak ¢, daje f(0) = £d(¢(0)) = 0. To pa ni mozno, saj je zaradi nadkriti¢ne dusenosti
d(x) > 0 za vsak x # 0 in prisli smo do protislovja. |

Tako lahko vsako lastno vrednost nadkriticno dusenega QEP proglasimo za primarno ali za
sekundarno. Za QEP Q definiramo zaklad vrednosti W;(Q) = {pi(x) : x # 0} zai = 1,2. Ce
jea < Bina, B € W;(Q), potem je hitro otitno, da velja [a, B] C W;(Q). Tako lahko ugotovimo,
da obstajata para a; < By inay < Ba, daje Wi(Q) = [a1, B1] in Wa(Q) = [a2, B2)-

Lema 3.10 Naj bo Q nadkriticno dusen kvadratni problem lastnih vrednosti. Potem za zaklada vredno-
sti primarnega in sekundarnega Rayleighovega funkcionala velja W1(Q) N W2 (Q) = @.

Dokaz. Denimo, da obstaja « € W;1(Q) N W2(Q). Torej obstajata vektorja x in y, da velja
HOw)x=0  y'Qa)y=0 (34)
HY (x>0 yHEQ (a)y <. (3.5)

Po lemi 3.8 potem obstaja tak vektor z, da je zQ(a)z = 0in z#Q'(a)z = 0. To pa je protislovje,

saj je potem a veckratna nic¢la primarnega ali sekundarnega Rayleighovega funkcionala, kar
zaradi nadkriti¢ne dusenosti ni mozno. |
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Izrek 3.11 (Markus [11]) Naj bo Q(A) = A2M + AC + K hermitski kvadratni problem lastnih vre-
dnosti in M pozitivno definitna. Potem je Q hiperbolicen natanko tedaj, ko obstaja tak u, da je matrika
Q(p) negativno definitna.

Dokaz.  Denimo, da je QEP Q hiperbolic¢en. Po izreku 3.7 obstaja tak premik 6, da je kvadratni
problem lastnih vrednosti Q )(A) := Q(A + 0) nadkriti¢no dusen. Potem za zaklada vrednosti
velja Wi (Q) = [a1, B1], Wa(Q) = [az, B2, Kjer je B2 < a1. Za poljuben By < v < aq je matrika
Q(7) negativno definitna. Velja namre¢, da za vsak x # 0 velja x?Q(y)x # 0, predznak pa
mora biti za vse vektorje enak. Ker je za || > 0 matrika Q(#) otitno pozitivno definitna in
ima kvadratna enatba x#Q(a)x = 0 dve realni reitvi, eno na Wi (Q) in drugo na W(Q), je
Q() negativno definitna, to pa pomeni, da je Q(7y + #) negativno definitna in lahko vzamemo

p=7r+0.

Predpostavimo, da je matrika Q(u) negativno definitna. Ker je za || > 0 matrika Q(#) pozi-
tivno definitna, ima za vsak x # 0 ena¢ba x’Q(a)x = 0 dve realni reitvi. Torej za vsak x # 0
velja c(x)? > 4m(x)k(x), to pa je ravno definicija hiperboli¢nosti. n

Posledica 3.12 Naj bo Q(A) = A*M + AC + K hiperboli¢ni kvadratni problem lastnih vrednosti.
Potem ima Q n primarnih in n sekundarnih lastnih vrednosti.

Dokaz.  Ker je Q hiperboli¢en, obstaja tak y, da je Q(p) negativno definitna matrika. Vemo,
da sta za dovolj velik M > 0 matriki Q(—M) in Q(M) pozitivno definitni. Ker je Q(A) za
vsak A € R hermitska matrika, so lastne vrednosti Q(A) analiti¢ne funkcije A. Od tod sledi, da
ima Q n primarnih lastnih vrednosti na intervalu (y, M) in n sekundarnih lastnih vrednosti na

intervalu (—M, p). |
Lastne vrednosti lahko uredimo po velikosti in jih ostevil¢éimo tako, da velja Ay, < --- <
Apg1 < Ay < oo+ < Ayq, pri Cemer so Aq,..., A, primarne, A,11,..., Az, pa sekundarne lastne
vrednosti.

Lema 3.13 Naj bo Q hiperbolicni kvadratni problem lastnih vrednosti. Potem so lastni vektorji, ki pri-
padajo n primarnim lastnim vrednostim, linearno neodvisni. Enako velja za lastne vektorje sekundarnih
lastnih vrednosti.

Dokaz.  Predpostavimo lahko, da je problem tak, da so vse lastne vrednosti enostavne. Sedaj
uporabimo indukcijo. Naj bodo lastni vektorji x1, ..., xx_1 za Ay, ..., A, linearno neodvisni,
sedaj pa jim dodamo Se lastni vektor x; za A, kjer je Ay < Ax_;. Denimo, da je xj linearna
kombinacija x1, . .., X¢_1. Potem bi moralo veljati Ay_1 < p1(xx) < Ay, kar je protislovije. [ |

Za lastne vrednosti hiperboli¢nega kvadratnega problema velja naslednji izrek o minimaksu,
ki je posplositev znanega Courant-Fischerjevega izreka o minimaksu za simetri¢ne matrike.

Izrek 3.14 (Duffin, [5]) Zai=1,...,n velja

A; = max minp(x) = min maxp;(x

! SCR"  x€$ Pl( ) RCR™ xeR Pl( )’
dim(S)=i x#0 dim(R)=n—i+1 x#0

Apsi = max minpy(x) = min  maxpa(x).

SCR"  x€§ RCRR™ XER
dim(S)=i x#0 dim(R)=n—i+1 x#0
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3.7 Skaliranje in izbira optimalne linearizacije

PEP in QEP lahko numeri¢no reSujemo na ve¢ nacinov. Eden izmed standardnih nacinov je
linearizacija, kjer problem prevedemo na GEP. za reSevanje GEP potem uporabimo npr. QZ
algoritem za polne matrike oz. Arnodijevo metodo za razprSene matrike.

Naj bo L(A) = AX + Y linearizacija za PEP P(A) = Y A'A;, kjer so A; matrike n X n in
Ay # 0. Torej obstajata matriki E(A) in F(A) s konstantno nenicelno determinanto, da je

Omenili smo Ze linearizacije iz razredov IL; in IL; in njun presek DIL. V primeru QEP Q(A) =
A2M + AC + K lahko pokaZemo, da velja

- o UlM UQM 01C—02M UlK . 2
IDIL(Q)—{L(/\)_[UZM Uzc_le]+[ - U2K].vec}.

Radi bi, da se obcutljivosti lastnih vrednosti z linearizacijo ne povecajo. Vprasanje je tudi, ali
obstaja optimalni v in kako iz lastnega vektorja za L izlo¢imo lastni vektor za Q.

Posebna primera, ki ju pogosto uporabljamo, sta linearizaciji, ki ju dobimo z izbiro v = ¢;
oziroma v = e;. Ustrezni linearizaciji, ki ju bomo ozna¢ili z L; in Ly, sta

<% S5 8

0 —-K K 0
Ly(A) = A[& ]Eﬂju[_éw 2]

Linearizaciji L1 in L, ohranjata simetri¢nost, ¢e so matrike M, C, K simetri¢ne. To pa ne velja za
standardno linearizacijo C; in razreda L4, ki je podana z

Ci(A) = A Hf ?] + [_CI Ig]

Zanimalo nas bo, kdaj se ob¢utljivost lastnih vrednosti in vektorjev ne poveca bistveno, ¢e QEP
lineariziramo z eno izmed linearizacij L1, L, ali C;. Prav tako nas v primeru L in L, zanima,
koliko sta linearizaciji slab$i od optimalne linearizacije iz mnozice DIL(Q).

Naj bo A enostavna lastna vrednost Q z desnim lastnim vektorjem x in levim lastnim vektorjem
y. Obcutljivost lastne vrednosti je definirana kot

e—0

Kg(A) zlilrnsup{‘iiLI : (QA+AX) +AQ(A+AX))(x+ Ax) =0,

|AM||2 < em, ||AK||2 < €k, ||AC]|2 < ec}, (3.6)

kjer je m = [[Mllz, ¢ = |[Cl|2 in k = [[K][2.

Izkaze se, da je
AP+ [Ald + ) [lyll2]lx]2
IA|lyH(2AM + C)x|

Kolh) = ¢
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Podobno bi lahko zapisali ob¢utljivost lastne vrednosti lineariziranega problema. Za L(A) =

AX +Y dobimo
(AMX 2 + IYl2) [wll2]z]l2

A[JwHXz].

Ki(A) =

Sedaj lahko definiramo faktor rasti ®;(A) = K (A)/Kg(A).

Ce definiramo
max(m, ¢, k)

min(m, k)

4

kjer je m = ||[M||2, ¢ = ||C]]2 in k = ||K]|2, potem se izkaZe, da je problem dobro skaliran kadar
jep~1.

Izrek 3.15 (Higham, Mackey, Tisseur [7]) Ce je A enostavna lastna vrednost kvadratnega problema
lastnih vrednosti Q, potem velja:

a) Kp(Ae1) < 2v2pinf, (KL (A, 0)), & je M nesingularna in |A| > 1,

b) Kp(M, e2) < 2v2pinf, (KL (A,v)), Ce je K nesingularna in |A| < 1.
Iz zgornjega izreka sledi, da se v primeru, ko je p ~ 1, obcutljivosti lastne vrednosti pri li-
nearizaciji Ly ali L, ne razlikuje veliko od obcutljivosti pri optimalni linearizaciji. Ce pa gle-
damo faktor rasti, potem se izkaZe, da ¢e uporabimo eno izmed linearizacij L1, Ly, C;, potem je
P (A) = 1, te velja:

a) Com=~k=cg,

b) Li: [A|>1inp~1,

c) Ly |A| <1linp = 1.
Kadar je p # 1, je priporocljivo uporabiti predhodno skaliranje QEP, kot so ga predlagali Fan,
Lin in van Dooren v [6]. Ce v Q(A) vstavimo A = py, dobimo

Q(A) = A°M+ACH+K
= #2(r’M) +p(vC) +K
= PM+uC+K=Q(p).

Za vy izberemo tisto vrednost, ki minimizira
max ([ 4]/ (|CIL, [ K| /|1l ) = max (ym/e,k/ (ve)),

karje v = v/k/m. Za skalirani QEP Q potem velja, da je p = max(1,c//nk).

Izrek 3.16 (Higham, Mackey, Tisseur [7]) Naj bo A enostavna lastna vrednost kvadratnega problema
lastnih vrednosti Q(A) = A>M + AC + K, kjer je v = v/k/m. Naj bo ali

a) ¢ <max(k,m),m~k, P=QinL e DL(Q),ali
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b) ¢ <+/(km),P=QinL € DL(Q).
Potem velja:

a) Ce je K nesingularna in |A| > 1, je K (A, e1) = Kp(A),

b) ce je M nesingularna in |A| <1, je Kp(A, e2) = Kp(A).

Kaj pa lastni vektor? Vemo, da je v primeru, ko je x lastni vektor za Q za lastno vrednost A,

Ax . . oy y . . R .
z = [ N ] lastni vektor za L. Pri numeri¢nem ra¢unanju dobimo pribliZek za lastni vektor za

L, ki ima blo¢no obliko z = [? ] . Ali je bolje izracunati priblizek za x iz z; ali iz z,? Izkaze se,
2

daje v primeru, ko je |A| > 1 bolje izbrati z;, Ce je |A| < 1 pa z».

3.8 Numeri¢ne metode za polne QEP

Poleg vseh metod, ki smo jih obravnavali za splosne NEP, imamo za QEP (in PEP) Se nekaj
posebnih metod. Prva moZnost je linearizacija, ki jo potem ponavadi kombiniramo s QZ algo-
ritmom. Na kratko je postopek predstavljen v algoritmu 3.1.

Ce je A — AB linearizacija QEP Q, potem s QZ algoritmom dobimo unitarni matriki Q, Z in
zgornji trikotni matriki S, T, da je

Q"Az =5, Q"BZ=T.

Potem so lastne vrednosti QEP enake A; = s;;/t; zai = 1,...,2n, kjer v primeru t; = 0
vzamemo A; = oo.

Algoritem 3.1 Linearizacija in QZ algoritem
zgeneriraj matriki A in B, da je A — AB linearizacija Q(A) = A>M + AC + K
izratunaj unitarni matriki Q, Z in zgornji trikotni S, T, daje Q?AZ = Sin QHBZ =T
k=1,...,2n
Ak = S/ bk
re$i (S—MT)p=0za¢p #0

SR RS
e=zp= &)
r1 = Q(A)G1/ G, 2= Q(Ax)G2/ ||E2]]

ceje ||r1| < |lr2]| vzemi x; = &4, sicer xx = (.

Ceprav vemo, da je QZ algoritem obratno stabilen za GEP, pa to Se ne pomeni, da je algoritem
3.1 obratno stabilen postopek za reSevanje QEP. TeZava je v tem, da se pri motnji ne uposteva
struktura problema. Obratna napaka za izra¢unani lastni par (A, ¢) za GEP je

(A= AB)E||
neer (A €) = AraF ANBDTE
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Ker je QZ algoritem obratno stabilen, lahko pri¢akujemo, da bo #ggp(A, &) = O(u), Kjer je u
osnovna zaokroZitvena napaka. Tega pa ne moremo pokazati za obratno napako para (A, x) za
QEP, kjer je
Q) x|l
EP A,x = .
rosrh ) = CARTMT + IATIC + TR ]

Tako se lahko zgodi, da sta tako 5gep (A, 1) kot ngep (A, §2) veliko vega od 7gep(A, €).

3.8.1 Simetri¢ne in definitne linearizacije

Dan je QEP Q(A) = A’M + AC + K. Ce so matrike M, C, K simetri¢ne, potem lahko QEP
lineariziramo kot GEP A — AB, kjer sta matriki A in B simetri¢ni.

Sama simetrija nam pri QZ algoritmu, ki ga uporabimo v algoritmu 3.1, ne pomaga, saj je
QZ algoritem ne zna upostevati. Ce pa je matrika B dodatno e definitna, potem lahko GEP
A — AB preko razcepa Choleskega B = LLT prevedemo na simetri¢ni problem lastnih vrednosti
LAL Ty = Ay zay = L'¢. V nadaljevanju lahko uporabimo QR algoritem za simetri¢ne
matrike ali poljuben drug algoritem za simetri¢ni problem lastnih vrednosti.

Lahko se zgodi, da je par (A, B) simetricen in definiten, kar pomeni da je (A, B) > 0, kjer je v
t.i. Crawfordovo stevilo

7(A,B) = min \/(zHAz)? + (zHB2)?,
2l =1

a nobena izmed matrika A, B ni definitna. To se npr. zgodi pri linearizaciji nadkriti¢no duse-
nega QEP. Na simetri¢nem definitnem paru (A, B) lahko potem uporabimo posplositev Jacobi-
jeve metode.

Za nedefinitne simetri¢ne pare (A, B) sicer obstajajo algoritmi, ki znajo izkoristiti simetrijo, a
zaenkrat noben izmed njih ni numeri¢no stabilen.

3.8.2 Tridiagonalne matrike

Ce so matrike M, C,K v QEP QA) = MM+ AC+K tridiagonalne, potem lahko vrednost
p(A) = det(Q(A)) izraunamo v O(n), prav tako p’(A) in p”(A). Uporabimo lahko tri¢lensko
rekurzivno formulo, Bohtetov LU+MYV algoritem ali QR razcep (podobno kot pri algoritmu Ku-

blanovskaje). To lahko uporabimo za u¢inkovito ra¢unanje lastnih vrednosti, ve¢ podrobnosti
lahko najdete v [15].

Ce je problem dodatno $e hiperboli¢en, potem lahko z metodo deli in vladaj, ki jo kombiniramo
z Laguerrovo metodo, u¢inkovito izratunamo vse lastne vrednosti.

Za splosne tridiagonalne (oz. pasovne) QEP lahko Se vedno uporabimo metodo deli in vladaj,
ki jo kombiniramo z Ehrlich-Aberthovo ali Durand-Kernerjevo metodo za iskanje vseh nicel
polinoma p.

Na Zalost se splosnega QEP ne da pretvoriti v tridiagonalnega, saj za splosne matrike M, C, K ne
obstajata nesingularni matriki U in V, da bi bile matrike UMV, UCV, UKV vse tridiagonalne.
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3.8.3 Ziroskopski problemi

Ziroskopski QEP ima obliko G(A) = A*M + AC + K, kjer sta matriki M in K hermitski, M je
pozitivno definitna, matrika C pa je posevno hermitska, kar pomeni C = —CH.

Iz G(A)H = G(—A) sledi, da so lastne vrednosti G razporejene simetri¢no glede na imaginarno
os. Lastne vrednosti, ki niso strogo imaginarne, tako nastopajo v parih (A, —A).

Ce so matrike M, C, K realne, potem velja tudi G(A)” = G(—A) in v tem primeru imajo lastne
vrednosti t.i. hamiltonsko strukturo. Lastne vrednosti, ki niso strogo realne ali imaginarne,
tako nastopajo v ¢etvorkah (A, —A, A, —A), &e pa je A strogo realna ali strogo imaginarna, potem
je lastna vrednost tudi —A.

Od tod sledi, da je potreben pogoj, da je Ziroskopski sistem
Mij(t) + C4(t) + Kq(t) =0 (3.7)
(8ibko) stabilen ta, da vse lastne vrednosti QEP G lezijo na imaginarni osi.

Ce definiramo QEP Q(A) = —G(—iA) = A2M + A(iC) — K, potem lahko hitro preverimo, da je
Q hermitski QEP, saj je M hermitska pozitivno definitna, K = K in (iC)" = iC.

e Ce je matrika K pozitivno definitna, potem je Q hiperboli¢en QEP. Od tod sledi, da so
lastne vrednosti G ¢isto imaginarne in polenostavne, kar pomeni, da je Ziroskopski sistem
(3.7) sibko stabilen.

e Ce je K negativno definitna in C realna, potem zaradi C' = —C obstaja tak nenitelni
vektor xo, da je x}Cxg = 0. Potem je

d(xg) = i2(xé{Cx0)2 —i—4(x6{Mx0)(x(Ifoo) <0,

to pa pomeni, da Q ni hiperboli¢en problem. Torej lastne vrednosti G niso nujno ¢isto
imaginarne in polenostavne in stabilnost G ni zagotovljena.

Ker se pri Ziroskopskem problemu lastne vrednosti pojavljajo v ¢etvorkah oziroma parih, bi
bilo dobro, da bi se ta lastnost prenesla v strukturi tudi na linearizacijo. S tem bi dobili mo-
Znost razvoja natanc¢nejsih in ucinkovitejsih algoritmov za Ziroskopske probleme. Lineariza-
cija, ki ustreza tem zahtevam je taka, da je ena izmed matrik hamiltonska, druga pa poSevno
hamiltonska.

Definicija 3.17 Za 2n x 2n matriko A pravimo, da je hamiltonska, ée je (A])T = AJ za | = [(I) (I)} ,

oziroma posevno hamiltonska, e je (A])T = —AJ.

Iz definicije sledi, da je matrika A v blo¢ni 2 x 2 obliki hamiltonska, ¢e ima obliko
cC D
=i o)

kjer sta matriki D in E hermitski. Podobno je matrika B v blo¢ni 2 x 2 obliki posevno hamilton-
ska, ¢e ima obliko
A= [C D ]

E CH
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kjer sta matriki D in E poSevno hermitski .

.....

R RIETE

ki je primerna, ¢e je M singularna, in

0 K| _,[M C

M 0 0 M|’
ki je primerna, ¢e je K singularna. Kadar sta matriki M in K obe nesingularni, sta dobri obe
linearizaciji.

Ko enkrat lineariziramo Ziroskopski QEP z GEP hamiltonsko-poSevno hamiltonske oblike,
lahko v nadaljevanju uporabimo posebne algoritme, ki upostevajo strukturo problema in uéin-
kovito in natan¢no izra¢unajo lastne vrednosti QEP.

Tu pridejo v postev t.i. simplekti¢ne metode, ki uporabljajo simplekti¢ne unitarne transforma-
cije.

Definicija 3.18 Matrika S je simplekticna, ¢e je S] = SH].

Lema 3.19 Naj bo H hamiltonska matrika, S pa nesingularna simplekticna matrika. Potem je ST'HS
tudi hamiltonska matrika.

Simplekti¢ne unitarne matrike so:

a) Householderjeva simplekticna zrcaljenja
P 0
H(k,u) = [O P} ,
kjer je
2
P:I—ﬁuuH, u=[0 - 0 w - un] .
b) Givensove simplekticne rotacije

Glkc.s) = [ C 5],

-s C

kjer je C = diag(1,...,1,¢,1...,1),S = diag(0, ...,0,s,0,...,0), |c|>+ |s|> =1inTs € R.

Obstajajo posplositve QZ algoritma za hamiltonski GEP, ki uporabljajo simplekti¢ne transfor-
macije, prav tako obstajajo posplositve Jacobijeve oz. Eberleinove metode.
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3.8.4 Palindromski polinomski problemi lastnih vrednosti

Pri palindromskem polinomskem problemu sta polinom P(A) = Ag+ AA; + -+ A"A,, in
pripadajoti vzvratni polinom Pg(A) = A" Ag + A" "1 A; + - - - + Ag povezana na poseben nacin.
Za polinom P pravimo, da je

e palindromski, &e velja P(A) = Pr(A),

e *-palindromski, ¢e velja P(A) = Pr(A)*, kjerje x = T ali x = H,

e anti-palindromski, ¢e velja P(A) = —Pr(A),

o “-anti-palindromski, ¢e velja P(A) = —Pr(A)*, Kjerje * = T ali ¥+ = H.

Poleg zgoraj navedenih so e druge lastnosti, ki so pomembne za ra¢unanje lastnih vrednosti.
Tako za polinom P pravimo, da je:

e sod, te velja P(—A) = P(A),
e lih, Cevelja P(—A) = —P(A),
e *-sod, te velja P(—A)* = P(A), kjerjex = T ali* = H,

e *lih, Cevelja P(—A)* = —P(A), kjerje x = T ali x = H.
Ce ima polinom P katero izmed zgornjih lastnosti, potem lastne vrednosti nastopajo v parih:

e (A,1/A), Ceje P palindromski, anti-palindromski, T-palindromski ali T-anti-palindromski,
e (A,1/A), e je P *-palindromski ali *-anti-palindromski,
e (A,—A), &eje P sod, lih, T-sod ali T-lih,

e (A,—A), Ceje P *-sod ali *-lih.

Za polinome, ki imajo zgornje lastnosti, potrebujemo linearizacijo, ki bi ohranila strukturo,
nato pa v nadaljevanju Se prilagojene algoritme, ki znajo to izkoristiti za ekonomic¢nejSe ali
natan¢nejse racunanje.

Zgled 3.6 Polinom P(A) = A2Al + AAy + Ao, kjer je Ay = Al in Ay # 0, je T-palindromski.
Lineariziramo ga lahko z naslednjo linearizacijo iz ILq:

B T AT A — A Ay Ao

To je linearizacija, ¢e P nima lastne vrednosti —1, saj je —1 nicla p(x;v) = vix + v1. Vidimo, da je
linearizacija prav tako T-palindromska.
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Zgled 3.7 Polinom P(A) = A2AT + A2BT + AB + A je prav tako T-palindromski. V 1Ly ga lahko
lineariziramozv = [1  —1 1]", kar nam da linearizacijo L(A) = AZ + ZT, kjer je

AT BT — A B+ A
—AT BT—B+AT BT—-A
AT —AT AT

To je linearizacija v primeru, ko nobena lastna vrednost P ni ni¢la polinoma p(x;v) = x> — x + 1, nicli
pasta 3(1+iV/3).



Poglavje 4

Metode podprostorov za kvadratni
problem lastnih vrednosti

Dan je kvadratni problem lastnih vrednosti Q(A) = A2M + AC + K, kjer so matrike M, C in K
velike in razprsene. V tem primeru ne moremo izrac¢unati vseh lastnih vrednosti z direktnimi
metodami, lahko pa uporabimo metode podprostorov in izra¢unamo nekaj lastnih vrednosti,
ki so najbliZje izbrani tar¢i. Za zacetek bomo najprej na kratko pogledali, kako uporabljamo
metode podprostorov na navadnem in posploSenem problemu lastnih vrednosti, potem pa
bomo to posplosili e na kvadratni (polinomski) problem lastnih vrednosti.

4.1 Metode podprostorov

Radi bi izracunali nekaj lastnih vrednosti matrike A, ki je velika in razprSena. Ne moremo si
privosciti, da biizrac¢unali vse lastne vrednosti preko npr. QR razcepa, saj bi na ta na¢in porabili
prevec Casa in potrebovali preve¢ prostora.

Tu pridejo v postev iterativne metode podprostorov, kjer namesto matrike A potrebujemo le
podprogram, ki zna za poljubni vektor x izra¢unati produkt Ax (in po potrebi podoben pod-
program e za mnoZenje z AT).

Najpreprostejsa metoda tega tipa je znana potenc¢na metoda, s katero lahko izra¢unamo domi-
nantni lastni par, vse kar potrebujemo pa je, da znamo v vsakem koraku vektor mnoziti z ma-
triko A. Ce na zaletku izberemo vektor u1, potem pri poten¢ni metodi generiramo zaporedje
vektorjev Auy, A%uy, . . ., za katero se da pokazati, da po smeri skonvergira proti dominantnemu
lastnemu vektorju matrike A.

4.1.1 Podprostor Krilova

Za matriko A in vektor u; definiramo podprostor Krilova kot

]Ck(A, ul) = Lin(ul, Aul, ceey Ak_lul).
Ce zatetni vektor u; ni vsebovan v invariantnem podprostoru dimenzije manjse od k, potem je

52
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dim(/Cx(A, u1)) = k. Zapisemo lahko tudi

]Ck(A,Ml) = {p(A)u1 1 pe Pk—l}/

kjer je Px_1 prostor vseh polinomov stopnje manjse ali enake k — 1.

Iz poten¢ne metode vemo, da vektorji A/u; konvergirajo proti dominantnemu lastnemu vek-
torju, a v podprostoru Ky, ki vsebuje Se prejsnje vektorje iz poten¢ne metode, lahko vedno
dobimo Se boljso aproksimacijo za dominanten lastni vektor.

4.1.2 Arnoldijev algoritem

Baza {uy, Auy,..., A¥"1u;} za podprostor Krilova Ky (A, u1) je zelo slabo pogojena in zato ne-
primerna za prakti¢no uporabo. StabilnejSo ortonormirano bazo dobimo s pomo¢jo Gram-
Schmidtove ortogonalizacije. Seveda moramo uporabiti tako imenovano modificirano Gram-
Schmidtovo metodo (MGS), ki je stabilnej$a od klasi¢ne. Denimo, da stolpci matrike U; =
[ur - - - uj] sestavljajo ortonormirano bazo za K;. Potem je

IC]'+] = Lin(ul, e ,Ll]', AM])
in naslednji bazni vektor dobimo iz

1

i, :(I—UUH)Au-, Uig = —— il
+ I J i+ ||“j+1||2 +

Ustrezni algoritem se imenuje Arnoldijev algoritem in je prikazan v algoritmu 4.1. Arnoldijev
algoritem se konca pri izbranem k ali pa, ko je hj1; = 0.

Algoritem 4.1 Arnoldijev algoritem. Zacetni podatki so matrika A, normiran zacetni vektor 14
in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce uj, ..., uy, ki tvorijo ortonormirano bazo
za podprostor Krilova (A, uq).

i=12...k
z = Auj
__17H
h]_U] Z]‘

LTjJrl = Z]' — U]h]

it = ||L~‘j+1||2

e je hj1,; = 0, potem prekini ratunanje
Ujpr = Ujp1/ by

Trditev 4.1 Arnoldijev algoritem se lahko izvaja do j = k, kjer je k = dim K,,(A,u1). Zaj=1,...,k
velja
T
AU]- = UjH]‘ + ”l]‘+1,]‘llj+1€]- ,
kjer je H; zgornja Hessenbergova matrika velikosti j x j, stolpci matrike U; = [uy - -- u;] pa so orto-
normirana baza za IC;j( A, uy).

Pisemo lahko tudi N
AUy = Ugy1Hy,
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kjer H; dobimo tako, da Hy dodamo e vrstico [0 - - - 0 g1 4]

Izkaze se, da moramo za numeri¢no stabilno ortogonalizacijo modificirano Gram-Schmidtovo
metodo pognati dvakrat zapored. Dovolj pa je Ze, ¢e ortogonalizacijo ponovimo samo na do-
lo¢enih vektorjih. V postev pridejo vsi vektorji, katerih norma se mo¢no zmanjsa, ko od njih
odstejemo komponente Ze ortonormiranih vektorjev. To je namre¢ znak, da je mogoce prislo
do odstevanja priblizno enako velikih koli¢in. Dobljeni postopek se imenuje RGS (repeated
Gram-Schmidt), celotna razli¢ica Arnoldijeve metode z RGS pa je predstavljena v algoritmu
4.2. Kriterij za reortogonalizacijo je, da se norma vektorja zmanjsa za ve¢ kot 30 procentov.

Algoritem 4.2 Arnoldijev algoritem s ponovljeno ortogonalizacijo. Zacetni podatki so matrika
A, normiran zacetni vektor u; in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce uy, ..., uy,
ki tvorijo ortonormirano bazo za podprostor Krilova Ky (A, u1).

i=12,...,k
z:Au]-

_ 17H
hj_u]. Zj

i1 = zj — Ujhy
Ceje [|ilj41]]2 < 0.7]|zj||2, potem
S
h] = U] uj+1
h]' = h]' + h]'
Uj1 = i1 — Ujh;
hivaj = |42
¢eje hj1,; = 0, potem prekini ratunanje
Ujpr = Ujp1/hjsa

4.1.3 Galerkinov pogoj in Ritzeve vrednosti

Priblizka za lastno vrednost p in lastni vektor v iz podprostora Krilova Ky dobimo iz Galerki-
novega pogoja
Av—pv L Ky, ve K.

Stolpci matrike Uy tvorijo ortonormirano bazo za podprostor Ky, kar pri Arnoldijevem algo-
ritmu pomeni:

e u je lastna vrednost k x k matrike Hy = U AU,

e v = Uiw, kjer je w normiran lastni vektor matrike Hy, ki pripada p.

Potem imenujemo  Ritzeva vrednost, v Ritzev vektor, skupaj paje (u, v) ti. Ritzev par. Za ostanek
velja
r = Av— jo = hiy1 kg 1ef ©,

torej

I7ll2 = |z xl - lefw].

Ta formula nam omogoca, da velikost ostanka, kar je obicajni kriterij za konvergenco, izracu-
namo le iz k-tega elementa vektorja w. Prav tako iz zgornje ocene sledi, da so v primeru, ko
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je hixs1x dovolj blizu 0, vse lastne vrednosti matrike Hy zelo dobri pribliZki za lastne vrednosti
matrike A.

Za podprostor Krilova lahko hitro preverimo, da velja
le(OCA + ‘BI, Ml) = ]Ck(A, ul)

za poljuben B in & # 0. Torej dobimo isti podprostor Krilova ne glede na to, ¢e matriko pomno-
Zimo s skalarjem oziroma uporabimo pomik.

To se mora odrazati tudi na Ritzevih vrednostih. Ker so metode podprostorov Krilova inva-
riantne na skaliranje in pomike, je poloZaj lastnih vrednosti glede na koordinatno izhodisce
nepomemben. Namesto tega je pomembno, katere lastne vrednosti so zunanje in katere notra-
nje.

Ce vzamemo najmanjsi krog (katerega sredis¢e ni nujno koordinatno izhodis¢e), ki vsebuje vse
lastne vrednosti, potem lahko pri¢akujemo, da bo za naklju¢no izbrane zacetne vektorje metoda
Krilova najprej skonvergirala k tistim lastnim vrednostim, ki so blizu roba tega kroga. Obstajajo
pa pristopi, kako lahko metode podprostorov Krilova pripravimo do tega, da konvergirajo k
notranjim lastnim vrednostim.

Denimo, da iS¢emo lastne vrednosti, ki so blizu izbranega cilja T € C. Konvergenco k tem
t.i. notranjim lastnim vrednostim lahko izboljSamo, ¢e namesto za matriko A vzamemo pod-
prostor Krilova, ki ga generira matrika (A — 7I) 1. Tej metodi pravimo shift-and-invert Arnoldi.
Tezava pri uporabi te metode je, da moramo v vsakem koraku, ko razsirimo podprostor Kri-
lova, resiti sistem z matriko A — 7I. Ker je to sistem z veliko in razprSeno matriko, ga moramo
prav tako resiti s katero izmed iterativnih metod. Ce sistem z matriko A — 71 reimo le pribli-
Zno, potem je to metoda inexact shift-and-invert Arnoldi.

Uporabimo lahko tudi polinomsko predpogojevanje. V tem primeru skonstruiramo fiksen poli-
nom p nizke stopnje, ki naj bi imel pri neZeljenih lastnih vrednostih majhne absolutne vrednosti
in potem namesto z matriko A delamo z matriko p(A).

4.1.4 Harmoniéne Ritzeve vrednosti

Pri Galerkinovem pogoju smo zahtevali, da je ostanek pravokoten na podprostor, v katerem
iS¢emo priblizke za lastne vektorje. Lahko pa uporabimo razli¢na podprostora. Denimo, da za
matriko A iS¢emo priblizke za lastne vektorje v iskalnem podprostoru Vy, zahtevamo pa, da je
ostanek pravokoten na testni podprostor W.

Priblizke za lastne vrednosti in vektorje potem dobimo iz t.i Petrov—-Galerkinovega pogoja
Av—po L Wy, v € Vg

Ce sta Vj in W matriki z ortonormiranimi stolpci, ki razpenjajo iskalni podprostor Vy in testni
podprostor W, potem je u lastna vrednost k x k posploSenega problema lastnih vrednosti

W AVis = Wi Vis.
Sedaj i imenujemo vrednost Petrova, v = Vis pa vektor Petrova.

Dostikrat, ni pa nujno, podprostora izberemo tako, da sta Vi in Wj biortogonalni bazi, kar
pomeni W]f{ Vi = I. Potem so vrednosti Petrova kar lastne vrednosti matrike W]f{ AVy.
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Pri harmonic¢nih Ritzevih vrednostih za podprostor Wy izberemo AV. Iz pogoja
Au—0u L AV, ve,

dobimo posploseni problem lastnih vrednosti
VAEAR AVis — 0VE AR Vs,

Naj stolpci Vi sestavljajo bazo za V, ki jo izberemo tako, da stolpci Wy = AV sestavljajo orto-
normirano bazo za AVy. Potem se posploSeni problem spremeni v

1
VHAR Vs = 55 = WA TWs.

To pomeni, da je 0! Ritzeva vrednost za matriko A~! glede na podprostor AV;. Imenujemo jo
harmonicna Ritzeva vrednost in pricakujemo, da bo 6 dober pribliZek za notranje lastne vrednosti.
Izratun matrike A~! ni nikoli potreben, saj je W/ Vjs = 6~ 1s.

Ce i8¢emo lastne vrednosti v bliZini cilja T, dobimo

VEA—-tDE(A - t)Vis = (0 — 1) 'VHE(A — 1) Vs,

4.1.5 Lanczosev algoritem

Ce je matrika A simetri¢na, se simetri¢nost pri Arnoldijevem algoritmu prenese na zgornjo
Hessenbergovo matriko H, ki je tako simetri¢na in tridiagonalna. Konstrukcija ortogonalne
baze za podprostor Krilova je mo¢no poenostavljena. Bazo dobimo z Lanczosevim algoritmom,
katerega osnovna razli¢ica je predstavljena v algoritmu 4.3.

Algoritem 4.3 Lanczosev algoritem. Zacetni podatki so simetri¢na matrika A, normiran zacetni
vektor 11 in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce uy, ..., uy, ki tvorijo ortonor-
mirano bazo za podprostor Krilova Ci (A, u1).

Bo=10,up=0
i=12...,k
zZ = Au]'
wj = u]-Tz
zZ=Z— (X]'I/l]' — 13]',11/[]',1
Bj = lzll2
¢e je B; = 0, potem prekini racunanje
Ujr1 = z/p;

Z Lanczosevim algoritmom dobimo AUy = Uy T} + ﬁkukﬂez, kjer je

a1 Pr
T, — B1 a2
' Br-1

Br—1 &k
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Casovna zahtevnost Lanczosevega algoritma in prostorske zahtevnosti so za red manjse kot pri
Arnoldijevi metodi. Poleg tega se da zaradi simetrije matrike A ve¢ povedati o sami konver-
genci Ritzevih vrednosti. Ritzeve vrednosti pri k se prepletajo z Ritzevimi vrednostmi pri k + 1,
saj se lastne vrednosti Tj prepletajo z lastnimi vrednostmi Ty ;. Zaradi tega Ritzeve vrednosti
monotono konvergirajo prosti lastnim vrednostim matrike A.

Izrek 4.2 Za Lanczosev algoritem velja:

a) Ceso0y,...,0; Ritzeve vrednosti, ki jih dobimo v k-tem koraku Lanczosevega algoritma, potem
obstaja k lastnih vrednosti Ay, ..., Ay matrike A, daje |0; — Aj| < Brzai=1,...,k.

b) Cejev = Uys Ritzev vektor za Ritzevo vrednost 0, potem velja

| Av — 60l12 = Byles|.

Tezava pri Lanczosevem algoritmu pa je, da hitreje kot pri Arnoldijevem algoritmu pride do
izgube ortogonalnosti. Ker vsako novo smer ortogonaliziramo le na zadnja dva vektorja (kar
teoreti¢no seveda zadosca), to pri numeri¢nem ra¢unanju ni vedno dovolj. Kot stranski pojav
se zato pojavijo tudi prividi lastnih vrednosti, ko se zunanje lastne vrednosti za¢nejo pojavljati
kot veckratne lastne vrednosti, ¢eprav so enostavne.

Opazimo, da se ortogonalnost baze za podprostor Krilova poslabsa takrat, ko kak izmed Ritze-
vih vektorjev skonvergira do lastnega vektorja. Zaradi tega, kadar Zelimo izracunati ve¢ lastnih
vrednosti, ni priporocljivo uporabljati Lanczoseve metode brez dodatne reortogonalizacije.

Algoritem 4.4 Lanczosev algoritem s polno reortogonalizacijo. Zacetni podatki so simetri¢na
matrika A, normiran zacetni vektor u; in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce
ui, ..., ux, ki tvorijo ortonormirano bazo za podprostor Krilova Ky (A, u7).

i=12,...,k
z:Auj
ucj:u].Tz

z=z— U]z
z:z—ukllsz

Bj = llzl2
Ce je B; = 0, potem prekini racunanje
Ujr1 =z/B

Izrek 4.3 (Paige) Ce izvajamo Lanczosev algoritem v aritmetiki z osnovno zaokroZitveno napako e,
potem v k-tem koraku za Ritzeve vektorje vy, ..., vy velja

O(ellAl)
T _
L 7 PR
kjer je r; = Av; — 0,v;, oziroma
O(el Al
T _
ST g eS|

kjer je v; = Uys;.
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Ena moZnost je Lanczoseva metoda s polno reortogonalizacijo, ki je prikazana v algoritmu 4.4. Da
je algoritem res stabilen, vsak vektor reortogonaliziramo dvakrat.

Namesto polne obstaja tudi selektivna reortogonalizacija, kjer novo smer reortogonaliziramo
le na nekatere izmed prejsnjih smeri. Metoda je predstavljena v algoritmu 4.5. V vsakem ko-
raku moramo izra¢unati vse Ritzeve vrednosti 0y, . . ., 6 in pripadajoce lastne vektorje sy, . .., s
matrike Ty. To lahko zapigemo kot T = $,®S], Kjer je Sy = [s1 - - - s¢] in O = diag(6y, ..., 0k).
Potem novo smer z ortogonaliziramo Se na vse Ritzeve vektorje v; = Ugs;, za katere velja

Brlelsil < Vel Ti|.

Algoritem 4.5 Lanczosev algoritem s selektivno reortogonalizacijo. Zacetni podatki so sime-
tri¢na matrika A, normiran zacetni vektor u; in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane
stolpce uj, ..., u, ki tvorijo ortonormirano bazo za podprostor Krilova Ky (A, u7).

Bo=10,up=0

j:1,2,...,k
Z:AM]'
ac]-:u].Tz

z=z—wajuj— i 1uj1

izracunaj Ty = SkG)S,z

zavsei=1,...,k Kerje Bylels;| < e| Tkl
z=z—(v]z)v;

Bj = lzll2
¢e je B; = 0, potem prekini racunanje
Ujr1 = z/p;

4.1.6 Jacobi-Davidsonova metoda

Pri metodah, ki temeljijo na podprostorih Krilova (Arnoldi, Lanczos, ...) je podprostor, v kate-
rem iS¢emo aproksimacije (Ritzeve, Petrove, harmoni¢ne Ritzeve vrednosti, ...) v bistvu odvi-
sen le od zatetnega vektorja v1. Lahko pa bi iskalni podprostor &irili tudi drugace. Ce vektorji
1, ..., Uk tvorijo ortonormirano bazo podprostora Vi dimenzije k, potem je potrebno v vsakem
koraku splo$ne metode podprostorov izbrati novo smer vy s katero razsirimo podprostor Vi
na V1, da dobimo Se boljse pribliZzke za iskano lastno vrednost.

Primer tak$ne metode je Jacobi-Davidsonova metoda, ki sta jo razvila van der Vorst in Sleijpen
leta 1996. Temelji pa na Jacobijevi metodi (1840) in Davidsonovi metodi (1975).

Naj bo V\ podprostor dimenzije k in naj bo 6, Ritzeva vrednost za A in Vi z ustreznim normi-
ranim Ritzevim vektorjem u;. Sedaj popravek za uy i$¢emo v podprostoru u;i-. Ortogonalna
projekcija matrike A na ta podprostor je B = (I — wgufl ) A(I — uuf!). Zapisemo (upostevamo
Qk = u,{{Auk)

A=B+ Auku,lf + uku,lfA - Gkuku{j.
Nastavek je A(uy +v) = A(ug +v), od tod pa iz Buy = 0 sledi

(B—A)v = —r+ (A — 6 — ull Av)uy.

Ker sta leva stran in ostanek r ortogonalna na 1, mora biti faktor pred u; enak 0 in dobimo

(B—Alv = (I — wul) (A — A (I — weut o = —r.
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Namesto A vzamemo pribliZek 0y in dobimo t.i. korekcijsko enacbo
(I — weuf ) (A — 0.1 (I — wpuf)o = —, 4.1)
ki jo reSimo le priblizno (npr. z metodo GMRES) in z novim vektorjem razsirimo bazo V.

Osnovna razlitica Jacobi-Davidsonove metode je v grobem predstavljena v algoritmu 4.6. Ko
dimenzija iskalnega podprostora prevec naraste, priblizki pa Se niso skonvergirali do lastnega
para, izvedemo ponovni zagon. Iz iskalnega podprostora izberemo nekaj najboljsih priblizkov
in jih uporabimo za nov zacetni podprostor.

Algoritem 4.6 Jacobi-Davidsonova metoda za iskanje dominantne lastne vrednosti matrike A.
Zacetni podatki so matrika A in normiran zacetni vektor vy.

Vi = [v1],u=01,0 =uAu,r = Au — 6u

k=1,2,...
priblizno resi (I — uu?)(A —01)(I —uuf)t = —r, t L u
ortogonaliziraj ¢t glede na Vi (RGS) in razsiri Vi v Vi
poisti dominantni lastni par (6, s) matrike V1, AVj,q, Kjer je ||s]| = 1
izratunaj Ritzev vektor u = Vj1s in ostanek r = Au — Ou
testiraj konvergenco in po potrebi koncaj

V primeru simetri¢ne matrike Ritzeve vrednosti monotono konvergirajo proti dominantni la-
stni vrednosti. V bliZini reSitve imamo kubi¢no konvergenco (¢e bi korekcijsko enacbo resevali
to¢no). Ker namesto to¢nega reSevanja uporabljamo GMRES (v primeru simetri¢ne matrike pa
lahko tudi simetri¢no varianto MINRES), moramo poiskati kompromis med Stevilom zunanjih
iteracij in Stevilom ra¢unanj produkta Ax.

V primeru nesimetri¢ne matrike ali pri ra¢unanju notranjih lastnih vrednosti simetri¢ne ma-
trike imamo teZave, ki pa se dajo odpraviti z uporabo harmoni¢nih Ritzevih vrednosti. Z njimi
lahko pois¢emo lastne vrednosti, ki so po absolutni vrednosti najmanjse in tako s premiki do-
bimo iskane lastne vrednosti.

Pri reSevanje korekcijske enacbe (4.1) je dobro uporabiti predpogojevanje. Denimo, da imamo
na voljo tako matriko K, da je K~1(A — 6;I) ~ I. Pri uporabi moramo tudi K zoZiti na isti
podprostor, torej uporabimo

K = (I —wufYK(I — wpuf?).

Ce za re$evanje korekcijske enatbe uporabljamo metode podprostorov Krilova, moramo v vsa-
kem koraku izra¢unati produkt o
z=K"'Auw,

Kjerje A = (I — uuf!) (A — 6, I) (I — uguf?). To izvedemo tako, da najprej izratunamo vektor
Aw. Velja N

Aw = (I —uwull)g,
kjer je ¢ = (A — 6¢I)w, saj je ul'w = 0. Potem re$imo sistem Kz = (1 — wutl)g. Kerje uflg =0,
vektor z zado$¢a sistemu Kz = ¢ — Buy, od koder sledi z = K~1¢ — BK~uy, Kjer je

Hy—1
u K¢
T
u K=1uy

B =
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4.1.7 Jacobi-Davidsonova metoda s harmoniénimi Ritzevimi vrednostmi

Z uporabo harmoni¢nih Ritzevih vrednosti lahko ra¢unamo notranje lastne vrednosti. Ce je Vi
podprostor dimenzije k, potem je 0 Ritzeva vrednost matrike A, ¢e zanek u € Vi, u # 0, velja

Au—0u L V.

Pravimo, da je § harmoni¢na Ritzeva vrednost matrike A glede na podprostor W, &e je 6!
Ritzeva vrednost matrike A~! glede na Wj. Naj bo V; podprostor dimenzije k. Potem je 6
harmonic¢na Ritzeva vrednost A glede na AV natanko tedaj, ko zanek u € Vi, u # 0, velja

Au—0u L AV.

Naj bodo stolpci matrike Vy = [v; - -+ vi| baza za Vy in stolpci matrike Wy = [w; - - - wg] baza
za Wy := AVj. Potem je 0 harmoni¢na Ritzeva vrednost A glede na AV natanko tedaj, ko je

(W) T TWEHAVs = s
za nenicelni vektor s € Ck.

Ce sta Vj in W, taki ortogonalni bazi, da je Wy, = AVj, potem je W,{i AV} = I in izra¢unati mo-
ramo lastne vrednosti matrike (W/?V;) 1. To lahko naredimo brez inverza, saj lastne vrednosti
in vektorje dobimo iz lastnih parov WA V;.

Naj bo (6, ux) harmoniéni Ritzev par iz k-tega koraka Jacobi-Davidsonove metode. Ostanek
r = Auy — Ouy je ortogonalen na zj := Auy. Pri korekcijski enacbi sedaj iS¢emo popravek, ki bo
ortogonalen na zj (za razliko od standardne metode, kjer mora biti popravek ortogonalen na
ux). Namesto ortogonalne projekcije na zi- uporabimo posevno projekeijo

leZlI{_I

H
Zk

I

7
U

saj tako uy posljemo v 0. Nova korekcijska enacba je

H H
(1— 5 ) (A—ol) <1— sl ) t=—r.
zfluy zuy

Jacobi-Davidsonova metoda s harmoni¢nimi Ritzevimi vrednostmi je zapisana v algoritmu 4.7.

Algoritem 4.7 Jacobi-Davidsonova metoda s harmoni¢nimi vrednostmi za iskanje notranje la-
stne vrednosti matrike A. Zacetni podatki so matrika A in normiran zacetni vektor v;.

Vi=[o],u=01,0=uAu,r = Au—0u,z = Au
k=1,2,...

MZH MZH

I_zHu> (A—0I) <I—ZHu>t:—r, t 1Lz
ortogonaliziraj t glede na Vj (RGS) in razsiri Vi v V14

pois¢i minimalni lastni par (6, s) matrike (W V,) "TWHAV,, Kjer je ||s|| = 1
izra¢unaj Ritzev vektor u = Vj 15, ostanek r = Au —fuinz = Au

testiraj konvergenco in po potrebi koncaj

priblizno resi
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4.2 Iterativne metode za QEP preko linearizacije

Dan je QEP Q(A) = A?M + AC + K, Kkjer so M, C,K matrike velikosti n x n. Z eno izmed
linearizacij to prevedemo na GEP L(A) = A — AB. Ce so matrike M, C, K razpr3ene, potem to
velja tudi za 2n x 2n matriki A in B in za reSevanje GEP lahko uporabimo iterativne metode
podprostorov.

421 Arnoldijeva metodana A — AB

Denimo, da je matrika B nesingularna. Potem pri Arnoldijevi metodi delamo s podprostorom
Krilova K¢ (S,v), kjer je S = B~'A. To pomeni, da moramo v vsakem koraku algoritma resiti
sistem z matriko B.

Zgled 4.1 Denimo, da za linarizacijo uporabimo standardno prvo pridruZeno formo, torej je

0 N N 0
B I

kjer je N poljubna nesingularna matrika. Od tod dobimo

e, [0 I
°=b A_{—M*K -M-ic |

Ce poznamo faktorizacijo matrike M (ali & je npr. M diagonalna), lahko potem ucinkovito generiramo
podprostor Krilova za matriko S. V nasprotnem primeru za reSevanje sistema z matriko B (oziroma M)
spet uporabimo eno izmed iterativnih metod. O

Ce i8¢emo lastne vrednosti blizu izbrane tarée ¢, potem lahko uporabimo t.i. shift-and-invert
spektralno transformacijo. Naj bo izbrana tarca ¢ taka, da je matrika A — B nesingularna. 1z
Ax = ABx sledi

(A—0B)x = (A —0)Bx,
od tod pa

1

A—o
Zanovi S vzamemo (A — cB)~!B. Ce izvajamo sedaj Arnoldijevo metodo za S, dobimo lastne
vrednosti QEP, ki so blizu ¢.

x=(A—0B) 'Bx.

Zgled 4.2 Ce za linarizacijo uporabimo standardno prvo pridruZeno formo, torej
0 N N 0
Sl R B ]

potem velja

S—(A—0B)'B= [UII (1)] [Q(‘g)_l ﬂ {_(CJ;MV” ‘(ﬂ

Od tod sledi, da za izracun produkta z matriko S zados¢a poznati npr. LU faktorizacijo n X n matrike

Q(o). O
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Namesto spektralne transformacije na matrikah A, B iz linearizacije L(A) lahko to naredimo
tudi direktno na QEP Q(A). Ce delamo shift-and-invert direktno na QEP, dobimo

~

Q(u) = y2A7I + ]/t@—k K,

kjerjey =1/(A —0) in

*M +oC+K = Q(0)
M
= C+20M = Q'(0).

SR
|

Ce na linearizaciji uporabljamo Arnoldijevo metodo (ali pa katerokoli drugo metodo podpro-
storov, kot je npr. dvostranska Lanczoseva metoda), potem delamo z matrikami 2n X 2n in
/\xx} . Obstaja pa tudi nekaj pristopov, kako resiti QEP preko

metod podprostorov z vektorji in matrikami reda n.

vektorji dolzine 2n, ki so oblike [

4.2.2 SOAR (Second-order Arnoldi)

Metodo SOAR sta razvila Bai in Su leta 2005. Podrobno je predstavljena v ¢lanku [2].

Definicija 4.4 Dani sta matriki A, B in vektor ug # 0. Vektorji iz zaporedja

ro = U,
rh = Ai’o,
rp = Ai’jfl + BT]‘,Z zaj>?2

tvorijo zaporedje Krilova 2. reda. Podprostor G, (A, B,u) = Lin(r,...,r,_1) imenujemo podpro-
stor Krilova 2. reda.

Podprostor Krilova 2. reda je posplo$itev podprostora Krilova. V primeru B = 0 tako velja
Gu(A,B,u) =K,y(A,u).

Denimo, da QEP Q(A) = A2M + AC + K lineariziramo v GEP L(A) = F — AG, Kjer je

[ e[

Potem je

a1 _a1-1
s:ele[ M-1C —M K}::[A B]'

I 0 I 0

Ce izvajamo standardno Arnoldijevo metodo na F — AG z zaletnim vektorjem v = [ g } , potem

[ i } = Sio.
1’]'_1

zaj > 1velja
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Algoritem 4.8 Metoda SOAR za izratun ortogonalne baze za G;(A, B,u). Zatetni podatki so
matriki A, B in nenicelni zac¢etni vektor u.

q1=u/||ull2, p1=0

j=1...,n
r=Aq;+ Bpj, s=ygj
i=1,...,j
fi]':qiTT
r:r—tijqi
S:S—fl']'pi

tivr; = lI7jll2

e je tjy1,; = 0, potem koncaj
Git1j = (1/tjr,j)r

pir1j = (1/tj1,)s

Ta zveza nakazuje, da bi namesto K, (S, v) moralo zado$¢ati, ¢e poznamo podprostor gj (A,B,u).
Z algoritmom SOAR, ki je predstavljen v algoritmu 4.8, skonstruiramo ortogonalno bazo za
gj(A, B,u). 1zkaze se (glej [2]), da lahko ratunanje baze izvedemo brez ra¢unanja vektorjev p;
s priblizno pol manj dela.

Algoritem 4.8 se konca, Ceje tj;1,; = 0. To se lahko zgodi zaradi dveh vzrokov:

a) Deflacija. Vektorjiry, ..., 7; so linarno odvisni, vektorji

[roo][:;][rﬁl] (4.2)

pa ne. V tem primeru lahko nadaljujemo tako, da vzamemo g;;1 = 0, tj;1; = 1in
pj+1 = s. Vektorji g, . .., g,-1 e vedno tvorijo bazo za Gn(A, B, u), katerega dimenzija je
manjsa od n.

b) Zaustavitev. V tem primeru so tudi vektorji (4.2) linearno odvisni. Do zaustavitve pride
natanko pri istem j, pri katerem se zaustavi tudi navadni Arnoldijev algoritem za matriko

S z zaletnim vektorjem v = [g ] .

Grob algoritem, kako uporabimo SOAR za ra¢unanje lastnih vrednosti QEP, je predstavljen
v algoritmu 4.9. Prednost SOAR pred uporabo Arnoldijeve metode na linearizaciji je, da pri
SOAR metodi projicirani manj$i QEP ohrani lastnosti originalnega problema, kot so npr. sime-
tricnost, hiperboli¢nost in Ziroskopskost. Vse te lastnosti izgubimo, ¢e uporabimo Arnoldijevo
metodo na linearizaciji.

4.2.3 Jacobi-Davidsonova metoda

Tudi Jacobi-Davidsonovo metodo lahko posplosimo na QEP. Pri tej metodi tako kot pri SOAR
delamo z originalnim problemom, zato se lastnosti problema lahko prenesejo tudi na manjsi
projicirani problem.
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Algoritem 4.9 Uporaba SOAR za ra¢unanje lastnih vrednosti QEP.

1. Zgeneriraj ortonormirano bazo Q, = [q1 ‘- gm]| z zaletnim vektorjem u za
Gn(A,B,u), kjerje A= -M"'C,B=-M"'K.

2. Mm — QTTnMQm/ Cm = ;%;CQm/ Km = ;EKQm
3. Zareduciran QEP (0>M,, + 6C,, + Ky )g = 0 izracunaj Ritzev par (6,z), kjer je z = Qug-
4. Oceni natanc¢nost Ritzevega para, kriterij je

|(*M+0C+K)zl|
16121 M|+ [OFICI| + (1K}

Denimo, da resujemo QEP Q(A) = A2M + AC + K. Naj bo V; podprostor dimenzije k, v katerem
is¢emo priblizke za lastne vektorje. Galerkinov pogoj za Ritzev par (0, u), kjerje u € Vi, u # 0,
je

QO)u L V.

Ce so stolpci matrike V; = [v; --- ;] ortonormirana baza za V, potem dobimo projicirani
QEP
(92Mk +60Cr + Ky)s =0,

kjer je My = VIMV;, Cy = VICV, Ky = VIKVy inu = Qs.

Za razsiritev iskalnega podprostora is¢emo s | u, daje Q(A)(u +s) = 0. Ce to razvijemo okrog
znanega priblizka za lastno vrednost 6, dobimo

Q(6)s = —Q(0)u + (Q(6) — Q(A))u + (Q(6) — Q(A))s. (4.3)

Lema 4.5 Naj bo v € V tak vektor, daje v L 7, kjer jer = Q(8)u. Ce je (A, x) lastni par QEP in
o Q' (A)x # 0, potem je |A — 0] = O(||s]|)-

Pogoj v'1Q’(A)x # 0 je izpolnjen, &e je A enostavna lastna vrednost in je vektor v dovolj blizu
levega lastnega vektorja. Zgornjo lemo potem pokaZemo s pomocjo razvoja (1.7). Od tod sledi,
da za tretji ¢len na desni strani (4.3) lahko ocenimo, da je O(||s||?) in ga zanemarimo.

Drugi ¢len (Q(0) — Q(A))u ne zanemarimo, temve¢ uporabimo projekcijo, da ga projiciramo
stran. Ce aproksimiramo
(Q(6) — Q(A))u = (6 — A)Q'(0)u,

potem je prava projekcija

I Q'(0)uv'
OO (0)u’

ki je dobro definirana, e je v Q’(6)u # 0. Najbolj naravna izbira za vektor v je, da vzamemo
kar v = u. V tem primeru iskalni podprostor razsirimo z vektorjem s L u, ki resi (pribliZno)
korekcijsko enacbo

Q" e
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Ce is¢emo lastne vrednosti v bliZini tarée T, potem lahko uporabimo varianto s harmoni¢nimi
Ritzevimi vrednostmi. Ce je iskalni podprostor Vy, potem je 6 harmoni¢na Ritzeva vrednost
natanko tedaj, ko je

Q(O)u L Q(7)Vx
zau € Vi, u # 0. Vet podrobnosti o tem lahko najdete v [8].

4.2.4 Alternative za Rayleighov kvocient

Hochstenbach in van der Vorst sta v [9] predstavila nekaj alternativ, ki jih lahko uporabimo
namesto Rayleighovega kvocienta, da za dani vektor dobimo pribliZek za lastno vrednost QEP.

Naj bo (A, x), kjer je x # 0, lastni par za QEP Q(A)x = (A2M + AC + K)x = 0. Ce je vektor u
pribliZzek za lastni vektor x, potem pri Rayleighovem kvocientu pribliZek za lastno vrednost 6
dobimo iz Galerkinovega pogoja, kjer mora veljati

r(6,u) := (6*M +6C +K)u L u.

Od tod dobimo kvadratno enatbo m6? + cf + k = 0, kjerje m = u! Mu, c = ufCu in k = uf Ku.
Enacba ima regitvi 6; in 6,. Ce je u = x, potem ena izmed reSitev v sploSnem nima pomena,
druga resitev pa je enaka lastni vrednosti. Ce je u blizu x, potem se lahko s primerjanjem
norme ostankov (61, u) in7(6,, u) odlo¢imo, katero izmed dveh re$itev vzeti za pribliZek lastne
vrednosti. Kadar pa u ni tako dobra aproksimacija za x, lahko s tem postopkom ne pridemo do
dovolj dobrih priblizkov. V nadaljevanju bo predstavljenih nekaj drugih moznosti, ki jih lahko
uporabimo kot pribliZek za lastno vrednost.

Denimo, da je u pribliZzek za lastni vektor EP Ax = Ax. V tem primeru lahko primerjamo
vektorja u in Au. Ce je u lastni vektor, potem sta vektorja u in Au kolinearna in je naravno vzeti
dolZino projekcije Au na u kot priblizek za lastno vrednost. IzkaZe se, da je to kar Rayleighov
kvocient p(A, u).

Pri QEP imamo tri vektorje: Mu, Cu in Ku. Ce je u lastni vektor, potem ti trije vektorji leZijo
v isti ravnini in posplositev prejSnjega principa z EP je, da vse tri vektorje projiciramo na isto
ravnino. Pri tem predpostavimo, da sta pri lastnem vektorju x vektorja Mx in Cx linearno
neodvisna, Kx je linearna kombinacija Mx in Cx, lastna vrednost A pa je enoli¢na (kar pomeni,
da x ni lastni vektor Se za kaksno drugo lastno vrednost).

Definiramo posploSeni residual
r(p,v,u) = (uM +vC + K)u.

Z dodatnimi pogoji bi radi dosegli, da bo u dober priblizek za A?, v pa za A. Potem lahko kot
priblizek za A vzamemo tudi p/v.

Ce p in g tvorita bazo za ravnino, na katero bomo projicirali vektorje Mu, Cu in Ku, potem
dobimo za p in v naslednji sistem

r(pv,u) L p
rwvu) Log
ki ga lahko zapiSemo v obliki

wHz [ﬂ — —WHKy, (4.4)
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KerjeZ=[Mu Cul]inw = [p g].Za pin qizberemo vektorja iz Lin(Mu, Cu, Ku).

Moznosti je vec:

a)

b)

Izberemo t.i. ravnino najmanjsih kvadratov, kjer p in q izberemo tako, da minimizirata
11 = P)Mul[3 + [|(I = P)Cul[3 + | (I = P)Kul3,

Kjer je P ortogonalna projekcija na ravnino Lin(p,q). ReSitev je, da za p in ¢ vzamemo
dominantna leva singularna vektorja matrike D = [Mu Cu Ku|. Iz enatbe (4.4) potem
izratunamo p in v. Poleg v in y /v lahko za priblizek za A vzamemo tudi

0>] [u
0 v
Tej resitvi pravimo argmin resitev. Ce piemo 6 = 6; + i, potem dobimo sistem dveh

polinomov stopnje 3 za 6 in 6, ki imata rezultanto stopnje 5.

0 = argmin
0eC

2

Kot pribliZek za lastno vrednost lahko vzamemo

6 = argrgmig | (6*M + 6C + K)u||2,
€

saj pri EP za Rayleighov kvocient velja p(A,U) = arg miny<c || Ax — ox||,. Ce tako kot
pri prejSnji tocki piSemo 6 = 67 + i, potem dobimo sistem dveh polinomov stopnje 3 za
61 in 6>. Rezultanta je tokrat stopnje 9.

Ce pa Ze vnaprej vemo, da je 8 € R (npr., &e je problem hiperboli¢en), potem dobimo le
kubi¢no enacbo za 6.

Minimiziramo normo residuala ||7(u, v, u)||2 po (i, v) € C?. ReSitev je
[“} = —Z*Ku,
v

kjerje Z = [Mu Cu]. Ko dolo¢imo y in v, nadaljujemo tako kot v tocki a). Izkaze se,
da se to ujema s projiciranjem na ravnino, ki jo tvorita vektorja Mu in Cu, torej z izbiro
p=Muing = Cu.

Ko po enem izmed zgoraj opisanih nac¢inov izrac¢unamo pribliZek za lastno vrednost, lahko to
izkoristimo za iterativno izboljSanje vektorja v metodi podprostorov, ki jo uporabljamo. Groba
ideja postopka je prikazana v algoritmu 4.10.

Algoritem 4.10 Iterativno izboljSanje priblizka za lastni vektor.

Na standardni Ritz—-Galerkinov nacin dolo¢i priblizek (6, u) za lastni par in vzemi u; = u.
k=1,2,...

iz uy doloci 8y z eno izmed alternativ za Rayleighov kvocient

dolo¢i minimalni singularni vektor s, za matriko G%AU + 6xBU 4+ CU

Up = Usk
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4.2.5 Racunanje vec¢ lastnih vrednosti

Pri EP in GEP lahko izkoristimo Schurovo formo, da izra¢unamo vec¢ lastnih vrednosti. Pri Ar-
noldijevi (Lanczosevi) metodi dobimo ve¢ lastnih vrednosti naenkrat, pri Jacobi-Davidsonovi
pa eno samo. Tudi pri Arnoldijevi metodi pa lahko tiste lastne vrednosti, ki so Ze skonvergirale,
lo¢imo od ostalih.

Denimo, da smo pri Arnoldijevi metodi za EP z matriko A Ze nasli lastne vektorje vy, ..., vx_.
Sedaj nadaljujemo z vy, vektorje vy,...,vr_1 pa pustimo zaklenjene v bazi. To pomeni, da v
nadaljevanju uporabljamo podprostor Lin(vy, ..., vx_1, 0, Avg, ..., A" Foy). Prvih k — 1 vek-
torjev je zaklenjenih, preostali vektorji pa so aktivni.

Druga moZnost je, da nadaljujemo z matriko A = (I — Uy U} ) A(I — Uy U ), Kjer stolpci
matrike Uy_1 = [u; -+ uy_1] sestavljajo ortonormirano bazo za invariantni podprostor, ki
smo ga Ze nasli.

Tezje je delati deflacijo na QEP, saj nimamo na voljo Schurove forme. Meerbergen je v [12]
predstavil metodo za zaklepanje lastnih vrednosti QEP. Klju¢nega pomena je naslednja lema,
ki povezuje podprostore in Ritzeve vrednosti za QEP in pripadajoci GEP.

Naj bo QEP Q(A) = A2M + AC + K, uporabimo pa linearizacijo GEP A — AB, kjer sta

B i

Lema 4.6 Naj bo V matrika z ortonormiranimi stolpci. Ce projekcija QEP na im (V) vrne Ritzev par

(6, u), potem projekcija GEP na im ( [g 3} ) vrne Ritzev par (9, [GL; ] ) )

Pri GEP Ax = ABx je Schurova forma definirana preko B~'A kot B~!Ax = XS, kar je ekviva-
lentno AX = BXS, Kjer je S zgornja trikotna, X pa unitarna matrika. Delna Schurova forma
je AX, = BX,S,, Kjer je S, zgornja trikotna matrika velikosti p x p, matrika X, pa je velikosti
n X p z ortonormiranimi stolpci.

Ce je V} matrika z ortonormiranimi stolpci, ki tvorijo bazo za iskalni podprostor, potem do-
bimo priblizek za Schurovo formo AUy — BUSx = F, kjer je F; ostanek, za katerega zaradi
Galerkinovega pogoja velja VFE, = 0. To lahko zapiSemo kot VHAV X — VBV XS, = 0,
kjer je Xj taka matrika, da je Uy = Vi Xj.

Meerbergen podobno kot Bai in Su pri SOAR izkoris¢a povezave med Schurovimi vektorji in
vrednostmi QEP in GEP, ki ga dobimo z linearizacijo. Tako npr. za linearizacijo vedno vemo,
da obstaja delna Schurova forma

K 0 ][u -Cc -M][u
o ] =[5 (] “2

Upk
Yo
nja trikotna. Pri tem je pomembno opozoriti na to, da matrika Uy ni nujno polnega ranga.

kjer ima 2n x 2k matrika [ } ortonormirane stolpce, matrika Sy velikosti 2k x 2k pa je zgor-
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Definicija 4.7 Ce je Wy, matrika n x 2k z ortonormiranimi stolpci, Ty, zgornja trikotna 2k x 2k ma-
trika z lastnimi vrednostmi na diagonali in je

MWy Ts, + CWo Toi + KWy = 0,

pravimo, da je to delna Schurova forma za QEP.
Delna Schurova forma za QEP ne obstaja vedno. Zadosten pogoj je podan v naslednji lemi.
Lema 4.8 Ce ima matrika Uy iz (4.5) poln rang, potem obstaja delna Schurova forma za QEP.

Dokaz. 1z (4.5) sledi Yy = UpiSok, od tod pa
MUy S35, + CUy Sy + KUy = 0.

Ce je Uy = WyrZyr QR razcep matrike Uy, je matrika Ty, = ZZkSZkZEkl zgornja trikotna in
dobimo delno Schurovo formo, saj velja MWy T22k + CWo Tpx + KWy = 0. [ |

Ideja je, da podprostor, podobno kot pri SOAR, gradimo direktno za QEP, potem pa si poma-
gamo z lemo 4.6, da iz istega podprostora dobimo dvakrat veéji podprostor za GEP. Na GEP
lahko naredimo delno Schurovo formo in potem ustrezno zmanj$samo osnovni podprostor 0zi-
roma zaklenemo njegov del.

Na k-tem koraku imamo k-dimenzionalni podprostor za QEP, ki ga razpenjajo stolpci ma-
trike V4. Za GEP uporabimo 2k-dimenzionalni podprostor, ki ga razpenjajo stolpci matrike
[Vk 0

R ] . Schurovi vektorji za GEP imajo potem obliko
k

=1 vl
Yo 0 Vil [ X

Ce vpeljemo M = VkHMVk, Cr = VkH CViin K = VkHKVk, od tod dobimo
K 0 Xie| | —C M| | Xy S
0 —M||Xu!| |-M 0 Xop | 72

kar nam da Xy = XjxSyx. Priblizek za delno Schurovo formo za GEP je torej

5 S [ ][] se= ]

MUy S5, + CUy Sy + KUy = Fyy.

in velja
Tudi ¢e je Fx = 0 to $e ni nujno delna Schurova forma za QEP, saj matrika Uy, ni unitarna
oziroma ni nujno polnega ranga.

Deflacija oz. zaklepanje lastnih vektorjev poteka pri GEP na naslednji na¢in. Ce razdelimo Uy
na Uy = [U, U_,], potem je

S, S
AlU, Ue,]-B[U, uk_r][of sr;k f}:[a Fe,].
—T
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V primeru, ko je ||F;|| < €, proglasimo F, = 0 in zaklenemo U,. To pomeni, da obravnavamo
prvih r Ritzevih parov kot da so Ze skonvergirali do to¢nih lastnih parov.

Pri QEP zaklepanje izvedemo preko GEP. Zaradi zvez med QEP in GEP, je potrebno zakleniti
prvih r stolpcev matrik Vi, Xok in Sy.

Podobno ravnamo pri ponovnem zagonu. Ponovni zagon uporabimo pri metodah podprosto-
rov vsaki¢, ko postane iskalni podprostor prevelik. Tako pri GEP

Sy Spx—
A[up Uk—p]_B[up uk—p][op Sp];kpp}:[l:p Fk—p]

reduciramo na
AU, — BU,S, = F,

tako, da izlo¢imo zadnjih k — p Schurovih vektorjev. Pri QEP moramo zaradi zvez med GEP in
QEP ponovni zagon narediti tako, da ga v bistvu izvedemo na GEP in iz podprostora dimenzije
2k izlo¢imo 2k — 2p vektorjev. To moramo narediti na nacin, da je novi podprostor oblike

[ W, 0 } [ VATERVAY) }
0 Wy |Zn Zn|’
da lahko potem W), uporabimo za zacetni podprostor za QEP. Podrobnosti so opisane v [12].

Za razsiritev iskalnega podprostora lahko uporaimo tudi inverzno iteracijo z residuali. Ce za
tarco vzamemo oy in je teko&i priblizek za lastni par (wy, ux), potem pri inverzni iteraciji z
residuali za QEP za nov vektor dobimo (pred normiranjem) 1 — Q(0%) ' Q(wy)ux. Ce delamo
s podprostori lahko to uporabimo za razsiritev podprostora tako, da za novo smer vzamemo

Q(o1) "' Q(wy )iy

Ce pa inverzno iteracijo z residuali izvajamo na linearizaciji A — AB, potem za novo smer vza-
memo (A — 0xB) 1 (A — wy) By, Kjer je tiy vektor velikosti 2. Izkaze se, da sta iteraciji za QEP
in GEP povezani z naslednjo lemo.

Lema 4.9 Ceje

potem je x = Q(0) ' Q(w)u.



Poglavje 5

Metode podprostorov za splosni
nelinearni problem

5.1 Uvod

Dan je problem T(A)x = 0, kjerje T : C — C"*" gladka preslikava. Velja $e, da je n velik in da
so matrike T(A) razprSene. To pomeni, da za vecino elementov velja, da so identi¢no enaki 0
(torj za vsk A € C), le O(n) je takih, ki niso identi¢no enaki 0.

Podobno kot pri EP z razprSenimi matrikami, kjer imamo na voljo metode podprostorov, bi
tudi pri NEP radi uporabili podobne metode.

Denimo, da je V € C"*¥ matrika z ortonormiranimi stolpci, ki tvorijo bazo za iskalni podpro-
stor V. Tako kot pri ostalih problemih lastnih vreednosti (EP, GEP, QEP), tudi sedaj priblizke
za lastne pare dobimo iz projiciranega problema

VHET(0)Vy = 0. (5.1)

Pravimo, da je potem 6 Ritzeva vrednost, vektor Vy, kjer je y # 0, pa Ritzev vektor. Projiciran
problem je spet NEP, le da so matrike sedaj velikosti k x k. Pri povsem splosnem NEP potem
naletimo na problem, kako priti do reSitev projiciranega problema, saj je potrebno uéinkovito
izra¢unati VHT(0)V za razli¢ne 6. Ve¢ina NEP je taksne oblike, da jih sestavljajo fiksne matrike
in parameter A, kar pomeni, da lahko projiciramo matrike 7 x n v matrike k x k in potem resimo
manjsi problem. To velja npr. za vse PEP.

Naj bo (0, x) priblizek za lastni par. Sedaj potrebujemo novo smer za razsiritev iskalnega pod-
prostora. 1z algoritmov, ki smo jih obravnavali v poglavju 2 za reSevanje polnih NEP, dobimo
naslednji ideji za izra¢un nove smeri:

a) inverzna iteracija: v, = T(6)~'T'(9)x,

b) inverzna iteracija z residuli: v, = x — T(c) "1 T(0)x, kjer je ¢ fiskna vrednost.

Izkaze se, da izbira a) ustreza posplositvi Jacobi-Davidsonove metode, izbira b) pa posplositvi
Arnoldijeve metode.
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5.2 Nelinearna Arnoldijeva metoda

Denimo, da za novo smer izberemo x — T(¢) “!T(6)x. Ker bomo novo smer ortogonalizirali na
prejinje in ker je x € V, lahko za novo smer vzamemo kar v = T(c’) "1 T(6)x.

Zgled 5.1 V primeu GEP T(A) = A — AB nas to pripelje do Arnodijeve metode. velja namrec¢
T(c)"'T(#) = (A—0oB)"'(A—6B)
= (A—0B) ' (A—0B+ (c—6)B)
= I+ (c—6)(A—0oB)!B.

Vemo, da je podprostor Krilova invarianten na mnoZenje s skalarjem in premike. To pomeni, da v primeru
GEP dobimo podprostor Krilova za (A — o)~ !B, kar ustreza metodi shift-and-invert Anroldi.

Zaradi zgornje zveze imenujemo to metodo nelinearna Arnoldijeva metoda. Namesto reSevanja
sistema T(0)v = T(0)x ponavadi uporabimo predpogojevanje in vzamemo v = MT(0)x, kjer
jeM=~T(oc )~L

Ker je konvergenca odvisna od tega, kako dober pribliZek je o, lahko premik ¢ in matriko M
med algoritmom po potrebi posodobimo. V grobem je algoritem predstavljen v algoritmu 5.1.

Algoritem 5.1 Nelinearna Arnoldijeva metoda

izberi zacetni premik ¢ in zacetno bazo V za iskalni podprostor
dolo¢i matriko M ~ T (o) ! za predpogojevanje
m=1,2,...
pois¢i lastni par (0,y) projiciranega problema VHT(9)Vy = 0
u=Vy,r=T(0O)u
Ceje ||r]|/]|u]| < e smo nasli lastno vrednost
An=0,x,=1u
izberi nov premik 6 in novo matriko M ~ T(¢) !
(po potrebi ponovni zagon)
pos¢i novi Ritzev par (6, 1) za naslednji lastni par

r=T(0)u.
v = Mr
V = rgs([V 0])

(reortogonalizacija, ¢e je potrebna)

Na zacetku algoritma 5.1 moramo izbrati zacetni iskalni podprostor V. Tu nam pridejo zelo
prav kaksne dodatne informacije o lastnih vrednostih in pripadajo¢ih lastnih vektorjih, ce jih
seveda imamo na voljo. Sicer pa, ¢e iS¢emo lastne vrednosti v bliZini 7, lahko najprej z na-
klju¢nim zacetnim vektorjem naredimo nekaj korakov Arnoldijeve metode bodisi za problem
lastnih vrednosti T(0)z = pz ali za posploseni problem lastnih vrednosti T(0)z = uT'(0)z,
potem pa vzamemo tiste vektorje, ki pripadajo po absolutni vrednosti najmanj$im lastnim vre-
dnostim.

Ce Zelimo izrac¢unati vec lastnih vrednosti, moramo poskrbeti, da metoda ne skonvergira k ze
izra¢unanim lastnim vrednostim. Zaradi tega, ker pri NEP nimamo na voljo Schurove forme,
je to zelo tezko.
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Za konvergenco inverzne iteracije z residuali vemo, da je linearna in odvisna od razdalje |t —
A|. Zato je potasna konvergenca znak, da bi bilo dobro spremeniti premik 7.

5.3 Jacobi-Davidsonova metoda

Naj bo V iskalni podprostor, ki ga razpenjajo ortonormirani stolpci matrike V. Denimo, da smo
iz tega podprostora dobili Ritzev par (6,x), kjerje x = Vy zay # 0in VIT(9)Vy = 0. Ce
za izhodis¢e vzamemo Jacobi-Davidsonovo metodo za QEP, potem bi bila naravna izbira za

korekcijsko enacbo
PN oy (1= o= 5.2)
xHp xHy )" '

kjerjep = T'(0)x inr = T(60)x.

Iz korekcijske enatbe sledi T(0)v = —r + ap, kjer skalar « dolo¢imo tako, daje v L x. Od tod
dobimo
v=—x+aT(0)T'(0)x.

Ker je x € V, je za novo smer ekvivalentno vzeti T(6) ~1T'(9)x, to pa ustreza inverzni iteraciji.
Pri¢cakujemo lahko kvadrati¢no (v hermitskem primeru in za A € R pa celo kubi¢no) konver-
genco (e bi korekcijsko enacbo resili eksaktno).

Dobljeni algoritem, prikazan v algoritmu 5.2, se zelo malo razlikuje od algoritma 5.1.

Algoritem 5.2 Nelinearna Jacobi-Davidsonova metoda
izberi zacetni premik ¢ in zacetno bazo V za iskalni podprostor

dolo¢i matriko K ~ T(0) za predpogojevanje
m=1,2,...
poisci lastni par (6, y) projiciranega problema VAT (6)Vy = 0
u=Vy, r=T(0)u
Ceje ||r]|/]|lu]] < € smo nasli lastno vrednost
Am=0,x,, =1
izberi nov premik 6 in novo matriko K ~ T(0)
(po potrebi ponovni zagon)
pos¢i novi Ritzev par (6, u) za naslednji lastni par
r=TO)u, p=T0)u

H H
re$i korekcijsko enatbo < - Zp) T(o) (I - uu> v=—r

(reortogonalizacija, ¢e je potrebna)

Skoraj nujno je uporabljati predpogojevanje. Ce je K ~ T(c), potem za predpogojevanje korek-
cijske enacbe (5.2) uporabimo

Pri popravljeni korekcijski enacbi s predpogojevanjem tako iS¢emo novo smer v L x, za katero
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velja

K1 <I - pf) T(o) (I - xxH> v=—Kr

xHp xHx

Ce Zelimo izratunati ve¢ kot le eno lastno vrednost, imamo pri nelinearnih problemih lastnih
vrednosti teZave, saj ne obstaja posplositev Schurove forme. Vseeno pa lahko, ¢e uporabljamo
Jacobi-Davidsonovo metodo, uporabimo selekcijski kriterij, s katerim izlo¢imo Ze izratunane
lastne pare.

Naj bo A lastna vrednost, xg in 1o pa njen desni in levi lastni vektor. V izreku 1.6 smo pokazali,
da v primeru, ko je lastna vrednost enostavna, velja 10T’ (Ag)yo # 0. Sedaj definiramo deljeno
diferenco T(A) T
T =T x4y

A—u ,

T'(A) zaA = .

ki je zvezno odvedljiva. Hitro se lahko prepricamo, da velja

TA p] =

ylHT[/\Z,A]]x] = 0,

¢e je y; levi lastni vektor za lastno vrednost A; in x; desni lastni vektor za lastno vrednost A; #
A;. Ce paje A; enostavna lastna vrednost, potem je yAT[A;, Ailx; # 0.

Na podlagi tega lahko razvijemo selekcijski kriterij, ki ga uporabimo pri izbiri Ritzevih vektor-
jev in vrednosti v Jacobi-Davidsonovi metodi. Denimo, da smo z metodo Ze izrac¢unali 4 lastnih
vrednosti s pripadajo¢imi levimi in desnimi lastnimi vektorji (A1, x1,y1), ..., (A4, X4, v4). Sedaj
definiramo

_ 1 . Hrmt

=75 min |y T (A:)xi]

Pri izbiranju Ritzevega para (6, u) sedaj zahtevamo, damora zavsei = 1,...,d veljati
yF T, 0]u < 1.

Ta pogoj zagotavlja, da par (6, u) ne bo skonvergiral k enemu izmed Ze izratunanih lastnih
parov. Res je, da za kriterij potrebujemo Se leve lastne vektorje, a ko enkrat poznamo lastne
vrednosti, jih lahko enostavno dobimo z inverzno iteracijo.

Zgled 5.2 Za poseben primer, ko imamo QEP Q(A) = A2M + AC + K, dobimo

QM u=A+u)M+C.
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