Numeri¢ne metode za tenzorje

Bor Plestenjak

Matrike so dvodimenzionalne tabele. Tenzorji so ve¢dimenzionalne tabele.

matrika tenzor reda 3
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Motivacija

Ce so elementi A tabelirane vrednosti a; = u(x;, y;) gladke funkcije u, npr. reditve
PDE, na pravokotni mrezi, pogosto obstaja dobra aproksimacija nizkega ranga.
Zgled: Naj bo a; = u(x;, y;) za u(x,y) = sin(2x*+5y) +x*+y? na [0, 1] x [0, 1].
Za 500 x 500 matriko dobimo dobro aproksimacijo ze z matriko ranga 4.

600 500

polna matrika matrika ranga 4

T T T T
A= oruivy + ooV, + 03U3vs + O4lsVy

Podoben kompakten zapis bi radi imeli za tenzorje.
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Oznake

A € Rm>xmxXnd je tenzor reda d oziroma d-razseZna matrika (tabela) z elementi

aiir..iy € R.

Za A, B € Rn*xmx=Xnd |ghko definiramo skalarni produkt

ng m ny
<-A1 B> — Z Z T Z ailiz...idbilig...id

h=1 =1  i=1

in posplositev Frobeniusove norme
JA] = V(A A).

Tenzor A ima rang 1, &e obstajajo taki vektorji al) € R" za j =1,

AN ¢ 5 BN ) (d)
Aiyiy.ig = ;A" - A

za vse Iy, ..., Iy. Pisemo

d)

pri Cemer je alY 0 a® o .- 0 al?) zunanji produkt vektorjev all), a?)
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Ideja

Za matriko dobimo aproksimacijo v obliki

1 [ N

+ oo 4

N ~ +
~

1 ) -

Posplositev za tenzor reda 3 bi bila oblika

oziroma

k
A =~ g AjU; o v; o w;.

=1

Tako bi npr. namesto O(n®) podatkov lahko uporabili le O(kn) podatkov.
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Kroneckerjev in Khatri—Raojev produkt

Kroneckerjev produkt matrik A € R™*" in B € RP*9 je

_3118 -+ a,B
AR B = : : c RMP*N4
_amlB amnB_
_ [31®b1 aa®b - 31®bq HRb - am®bq].

Za vektorja x € R™ in y € R" je
iy
xy=| : | €R™

Xny

Khatri-Raojev produkt matrik A € R™*" in B € RP*" je

A@B:[al®b1 HRby - an®bn]€Rmp><n-
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Vektorizacija

|z vseh elementov tenzorja lahko sestavimo vektor. Tu je pomembno, kaksen
vrstni red uporabljamo, da je usklajen med vsemi operacijami.

Obic¢ajno uporabljamo obratno leksikografsko urejenost, kjer je

W olg = Jipejd <= Ik <Jjxinipg=jpzal=k-+1,..,d za nek k.

Zgled: &e imamo A € R2X3%2 Kjer je

1 3 5 7 9 11
A(.,.,l)—[2 A 6]’ A(.,.,2)—[8 10 12],

potem je o ) )
1 aiii
2 asii
= | 3] < |
11 ai32

| 12 ] | 3232 |

Ce je A= ao boc tenzor ranga 1, je to ekvivalentno vec(A4) = c® b ® a.

T

Ce je A= uv’ matrika ranga 1 je to ekvivalentno vec(A) = v ® u.
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Matrifikacija

Ce smeri razdelimo na dve mnoZici in eno uporabimo za vrstice, drugo pa za
stolpce, dobimo matrifikacijo tenzorja A.

Zapisemo {1,...,d} =rUc, kjerjer={r,...,rx} inc={cy, ..., c4_«}-

Tako dobimo matriko velikosti n,, ... n, X ng, ... n.,, oznatimo jo z A Velja

)y, .. . — A .
(A )('rl""'k)'(’cl""cd—k) — All...ldr
kjer je
(i, .ir) € A{Ll,...,ng}p x---x{1,...,n,}
(i evnley_) € {1 ng}t x---x{1l,....,n,_,}

Pri tem spet upoStevamo npr. obratno leksikografsko urejenost.

Pri matrifikaciji v smeri j (razprtju) za j =1, ..., d, izberemo r = {j} in dobimo

A(J) c an><n1---nj_1nj+1---nd.

Stolpci matrike Ay so vlakna (fibers) v smeri j.
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Matrifikacije po smereh

Zgled: ¢ imamo A € R?*3%2 Kjer je

. [1 35 o 79 11
A(""l)_lz 4 6]’ “4(""2)_[8 10 12]'
potem je
L — 1 35 7 8 11
W = |2 4 6 8 10 12
(1 2 7 8
Aoy = 3 4 9 10
5 6 11 12|
Ao — 1 2 3 4 5 6
G — 17 8 9 10 11 12

Vlakna v smeri 1 so stolpci, v smeri 2 so vrstice, v smeri 3 pa cevi (tubes).
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Razprtja tenzorjev ranga 1
Naj bo

Potem je

o\ | abia aiba aibig o e aibho  aibic
A(”.'l) B [32b1C1 32b2C1 32b3C1] ’ A(""z) N [32b1C2 32b2C2 32b3C2]

Aq = aibici aibycr aibscy aibicy aibho aibio —a(cob)’
(1) aybici  axbyc; a)bsc; axbicy axbhoy  axbso '

aibicy a)bic; aibicy  arbio
./4(2) = 31b2C1 32b2C1 31b2C2 32b2C2 = b (C 2y a)T
di b3C1 32b3C1 ai b3C2 32b3C2

P aibici a)bic; aibbay  axbycy  aibscr axbsc —c(b®a)T
(3) aibicy abicy aibho, axbhoy aibso axbso

A=2Wo.iiod) — Ay = 20 (z<"> U S (20 B VR | z<1>) "
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Kontrakcije tenzorjev

Za A € RA*X2X4X3 in B € R**3%X5X4 |3hko definiramo C € R?%3%3%X5 kot
44

C(Il, 12, 13, I4 ZZA(EL I, 62, 12)8(61, I3, I4, 62)

01=10r=1

Temu pravimo kontrakcija tenzorjev in je posplositev matri¢nega mnozenja.

Za A € Rmxmxxne 3 ¢ RMXM2X>XMd jzheremo p indeksov i, ..., i, za A in
p indeksov ji, ..., j, za B, pri &emer je n;, = m;, za ¢=1,...,p, in dobimo

nk X.o-nk_ Xme -o-me _
CeR™M c—p 1 d—p.

kjer nastopa preostalih ¢ — p indeksov za A in d — p indeksov za B.

Zgornji primer ustreza izbirama indeksov (1,3) za A in (1,4) za B.
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Mnozenje v smeri |

To je poseben primer kontrakcije.
Tenzor X € R™*"d mnozimo v smeri j z matriko A € R"*" in dobimo
X ><jA e RMX X N1 XmyX N1 XX ng

kjer je
j
(X Xj A)il-"ij—lkfj+1"'id - E :Xil'“idak"j'

To je ekvivalentno
(X % A)y) = AX()

oziroma
vec(X xjA) = (I, @ lp , ®AR Iy, ® -+ @ Iny) vec(X).
Velja
(X X;A) X B=(X x(kB) x;A, j#k
In

(.X XJ'A) XJ'B:X Xj (BA)
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Rang tenzorja

Pri kanoni¢nem poliadi¢nem (CP) razcepu tenzor X € R"™*"%" zapifemo kot
vsoto tenzorjev ranga 1 v obliki

X:Z)\gagObgOCg.
(=1

Skalarje Ay dodamo zato, da za vektorje ay, by, c; potem zahtevamo, da so

normirani. KrajSi zapis je
X = HA;A,B, Cﬂ,

kerje A=[a; - a], B=[b - b], C=c1 - ], A=\ -+ A"

Rang tenzorja X' € R™M*"Xd je najmanjsi r, za katerega je mozno X zapisati
kot vsoto r tenzorjev ranga 1

,)(' p— Z)\e aél) O--+-0 aéd) — [[A, A(l), ,A(d)]],
(=1

Kierje A=[\1 --- A]T in AD) = [agf) aﬁf)} ERY zaj=1,...d.
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Razlike med rangom tenzorja (d > 2) in matrike (1)

Rang matrike je neodvisen od obravnave nad R ali C.

Pri tenzorjih to ni res. Rang 2 X 2 X 2 tenzorja

X(:,:,l):[(l) (1)] X(:.:,2)=[_01 (1)]

je3nad Rin2nad C, sajje X = [A, B, (] za

TS P A B SR P
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Razlike med rangom tenzorja (d > 2) in matrike (2)

Obstajajo tenzorji, ki jih lahko poljubno dobro aproksimiramo s tenzorji niZjega
ranga, kar pri matrikah ni mozno.

Zgled: Tenzor ranga 3
X =ao0bjocy+aob,oc;+aobioc

lahko poljubno dobro aproksimiramo s tenzorjem ranga 2

1 1 1
Zo = (31—|——32> o (b1 -|——b2> O (C1+_C2> — @ a; o byoq,
Q o o

1 1
X—Za:—(azobzoC1-|-320b10C2-|-a1Ob20C2-|-—320b20C2>,
o o

torej je limy 00 [|[X — Z4|| = 0.
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Razlike med rangom tenzorja (d > 2) in matrike (3)

Rang m x n matrike ne more biti veji od min(m, n).
Rang generi¢ne m x n matrike je min(m, n).

Za tenzor kaj podobnega ne velja. Za splosen tenzor X € R™* "> nj formule,
ki bi to¢no omejila njegov maksimalen rang. To je znano le za nekaj posebnih
primerov, npr. za d = 3, &e je ena dimenzija najvel 3.

Tako je za 2 X 2 x 2 tenzor maksimalen rang 3, za 3 X 3 x 3 tenzor pa 5.

Tenzorji nimajo vedno samo en generien rang. Ce npr. vzamemo nakljuten
realen 2 x 2 x 2 tenzor, je 79% verjetnost, da ima rang 2, in 21% verjetnost, da
Ima rang 3.

Dolociti rang tenzorja je NP tezak problem.
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Aproksimacija s CP razcepom

Za tenzor X € R"**"d i§¢emo dobro aproksimacijo s tenzorjem ranga r v obliki
X~ Mado-oa? =[nAD, L AY].
(=1

Direkten algoritem, kot je npr. SVD v primeru matrike, ne obstaja.
Pri reSevanju fiksiramo r in uporabimo alternirajote najmanjse kvadrate (ALS).

Bistvena ideja: e fiksiramo vse matrike AY) razen A9, lahko iskanje matrike B,
ki minimizira (vse A\, nastavimo na 1)

min
BERner

X — [AD, . Ak-D g Atr) ...,A(d)]]H,

prevedemo na navaden problem najmanjsih kvadratov.

Pomagamo si z zvezo, da za Y = [AWD, .., Ak=D B A+ - Ald)] velja
y(k) =B (A(d) OERRNO Alk+1) O Alk=1) oo A(l)) !
in 1IS5¢emo minimum

Hx(k) _B (A(d) Db AR o AK-D oL A(l)) !

F
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Algoritem ALS-CP

Za dani X € R™* % in r i§&¢emo dobro aproksimacijo v obliki

X~X = Z)\gaél)o---oaéd) — [[)\;A(l),...,A(d)]],
/=1

kjer so stolpci matrik AY) normirani za j =1, ..., d.

izberi zac¢etne matrike z normiranimi stolpci AU) € RXr 23 j=1,..,d
ponavljaj (dokler ni ve¢ izboljsanja ali do maksimalnega $tevila korakov)
k=1,..,d
poigti B € R™*”, ki minimizira HX _ A, L AK=D B At ,A(d>]]H

zapigi AK) = Bdiag()\), da so stolpci A% normirani.
vrni A, A, AL

Algoritem izvajamo dokler se |X — /‘?H ne zmanjSuje vel. Konvergenca do
globalnega minimuma ni zagotovljena, niti ne do lokalnega, prav tako je lahko
zelo pocasna. Po drugi strani metoda velikokrat vrne &isto zadovoljive rezultate.

Seminar za numeri¢no analizo, 21.2.2018 17/24



Kako reSimo LS problem v algoritmu ALS-CP

Pri iskanju matrike B € R™*" ki minimizira
min HX _TAD, Ak g oAt ,A<d>]]H,
uporabimo zvezo, da za Y = [AW, ... Ak=1 B A+l Al)] velja
Vg =B (A0 0 AN o Ak 6. o AD) '
In 1I5¢emo minimum

X(k) — B (A(d) OREEXO) Alk+1) o Alk=1) oOERXO) A(1)> !

F
kar je ekvivalentno

H(A(d) o AR o A o @A(l)) BT _ XJ)H |
F

Ce je N = ny ... ng, ima predoloten sistem matriko N/ng x r. Normalni sistem je
GBT — (A(d> oo AR o AKD o L @Au))TX(Z),

kjer je G matrika velikosti r x r oblike (x je Hadarmardov produkt)

G = (AD"ADY 4.y (ARD T gD 4 (A=) gDy oy a®]

A,
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Tuckerjev razcep

Pri CP razcepu i3¢emo dobro aproksimacijo oblike

Z 7

N — ]’r—_j UL:;
{

n

+II.

- Z)‘iai obioci=[AA B, (]
=1

+

Pri Tuckerjevem razcepu is¢emo dobro aproksimacijo oblike

4
E_UE( =G x1Ax,Bx3C=][G;AB,(],

X

kijer je G € R1*"2%38 jedro in A€ R"*1 B e R™*2 (C e RM*"3,

np N3

m
y = [[Q, A, B, C]] pomeni Yijk = S: S: S:gpqsa,-pqucks.

p=1 g=1 s=1
CP je posebna oblika Tuckerja z G = diag(\1, ..., ;) (superdiagonalni tenzor).
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Drugacen pogled na singularni razcep

Ceje A= UXVT SVD, je

U'A=YV' =

Vrstice matrike UT A so paroma pravokotne z monotono padajogimi normami.
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HOSVD (high order SVD)

Izrek (HOSVD): Za vsak X € R™*""*"d obstaja razcep
X =[G, uW, . v,

kjer imajo matrike U¥) € R"X" ortonormirane stolpce, G € R"*" X" in v vsaki
smeri £ =1,...,d za rezine G velja

a) rezini z razli¢nima indeksoma sta pravokotni: (Gj,—p, Gj,—=q) = 0 za p # q.

b) norme rezin monotono padajo: ||Gj,=1|| > ||Gi=2|| > -+ > ||Gip=r,||-

Pri tem je rp = rang(X(g)) zal=1,...d.

Pravimo, da je (r, ..., rg) multilinearni rang tenzorja X.

(=1,..,d
izracunaj singularni razcep X(y) = uxzv’
za U vzemi prvih r; stolpcev U, kjer je r, = rang(X{y))

G=Xx UD 5, ud" .. x, yd’
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Aproksimacija v Tuckerjevi obliki

Za dani X € R™* X" in (n, ..., ry) is%¢&emo dobro aproksimacijo X s tenzorjem
z multilinearnim rangom (r, ..., ry). Uporabimo postopek kot za HOSVD in v
vsaki smeri vzamemo le ry stolpcev:

t=1,..,d
izracunaj singularni razcep Xy = urv’
za UY) vzemi prvih r; stolpcev U

G=Xx, UO 5, 0" ... x, ya’

Za razliko od matrik in singularnega razcepa ne velja, da je zgornji Tuckerjev
razcep optimalna aproksimacija z multilinearnim rangom (r, ..., ry). Lahko pa
ga uporabimo kot zaletni priblizek za metodo HOOI (high order orthogonal
iteration), kjer uporabimo ALS in po smereh minimiziramo

X —[G; UW, . U9
Za fiksne U, ... U9 z ortonormiranimi stolpci je optimalno jedro projekcija

G=Xx UV 5, u@" ., y@
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HOOI (high order orthogonal iteration)

2G =X x; UD «,... X UD" oznagimo U= U & -- - UV dobimo

| —1G: UW, .., U9]|1? = || vec(X) — Uvec(G)|3 = || (1 — UUT) vec(X)]I3
= || vec(X)[lz = 1 U" vec(X)]f2.

I§¢emo torej maksimum ||UT vec(X)||». Pri fiksnih matrikah UY) za j # k iz
|UT vee(X)||, = HU(k)TX(k) (U(d) 2. UKD g Uk g. .. g U(l)) H |
2

sledi, da je za U%) najbolje vzeti prvih rq stolpcev iz singularnega razcepa.

zaletni priblizek: ortonormirane matrike UWY) e Rrexre za 0 =1, ..., d

ponavljaj (dokler ni ve¢ izbolj$anja ali do maksimalnega Stevila korakov)
k=1,..,d ~
izratunaj SVD Xy (U9 @ --- @ Uk @ Uk D g ... @ UY) = U ZVT

za UK vzemi prvih ry stolpcev U
G=Xx, U x, UD" x5y U,
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Zgled

Naj bo ajx = u(x;, yj, zx) za
u(x,y,z) =sin(2x? + 5y — 3z° + 5xy?z) + x* 4 y* — Z°

na [0,1] x [0,1] x [0,1]. Za tenzor velikosti 200 x 200 x 200 dobimo dobro
aproksimacijo za A Ze s tenzorjem nizkega ranga. Uporabljen je Matlabov paket
Tensor Toolbox ( http://www.sandia.gov/~tgkolda/TensorToolbox/).

Aproksimacijo v formatu CP dobimo z ukazom parafac_als. Za izbiro r = 10
po 39 iteracijah dobimo tenzor A;g ranga 10, da je

H.A — A10||F —=1.36- 10_2H~’4HF-
Aproksimacijo v Tuckerjevem formatu dobimo z tucker_als. Za izbiro
(r1, r, r3) = (6,6,6) dobimo po 3 iteracijah tenzor B, da je

|A— B|r = 4.60962 - 1073||A||r.

Z odrezanim HOSVD z izbiro (r, r2, 3) = (6, 6,6) dobimo tenzor C, da je
| A —Cl|lF = 4.60965 - 1073||.Al|r.

Vidimo, da odrezani HOSVD sicer ne vrne najboljSe aproksimacije z izbranim
multirangom, je pa v tem primeru razlika zelo majhna.
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