Analiza 1

Metri¢ni prostori

(1) Pokazi, da je z naslednjim predpisom podana metrika na R:

_ |z — yl, (z,y € Q) V (z,y € R\ Q),
d(z,y) = { |z —y|+ 1, sicer.

Katera stevila so vsebovana v krogli K(0,2)7

(2) Na mnozico M = (0,00) x (0, 00) vpeljemo metriko d s predpisom
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d((z1,v1), (T2,92)) = ln$—1 +)
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(a) Dokazi, da je d res metrika na mnozici M.
(b) Skiciraj odprto kroglo K((1,1),1).

(3) Poiséi tocke na premici y = 2z + 1, ki so najblizje izhodiséu v metrikah dy, ds in dy..

(4) Naj bo M = C([0,1]) ter K(0,7) C (M,d) in Ky(0,7) C (M,d;) odprti krogli s
polmerom r > 0 v f = 0. Dokazi: K, (0,7) C K1(0,7) in K (0,r) # K1(0,r).

(5) Naj bo (R, dy) obicajen evklidski prostor. Obravnavaj odprtost in zaprtost naslednjih
mnozic A= [-1,1], B=Zin C = {%, ne N}.

(6) Naj bo (M,d) = (R? dy). Obravnavaj odprtost in zaprtost mnozic A = (0,1) x (0,1) in
B =(0,1) x {0}. Ali sklep velja tudi za ravnino opremljeno z metrikama d; in du.?

(7) Za x = (x1,22,...) in y = (y1,Y2,...) iz mnozice realnih zaporedij M = R* definiramo
razdaljo s pravilom

0 ;z=y
d(z,y) = ’ 7
(=.9) { % ;X1 =Y1, T2 = Y2, Tn-1 = Yn—1, Tn 7 Yn-

Obravnavaj odprtost oziroma zaprtost odprte krogle K (0, %), zaprte krogle K (0, %) in
zaprtja odprte krogle K (0, %)

(8) Ugotovi, ali je A odprta oziroma zaprta podmnozica danega metri¢nega prostora:
(a) A={peRfz]|p(1) =0} C (Ri[z],d), kjer je d(p, q) = max Ip(x) — gq(z)],
(b) A =R[z] C (C[0,1], dwo).

(9) Naj bo M poljubna mnozica ter d(x,z) =0 in d(z,y) = 1 za x # y. Dokazi, da je (M, d)
metric¢ni prostor. Katere podmnozice so kompaktne?

(10) Ugotovi, ali je mnozica A kompaktna v evklidski metriki:
(a) A=(0,1) x (0,1) C R?
(b) A=R x [0,1] C R?
() A=T(f) ={(z, f(z)) |z €[0,1]} C R?, Kjer je f :[0,1] — R funkcija.



(11) Naj bo id identi¢nih preslikava na ravnini. Obravnavaj zveznost id: (R? d;) — (R?, dy)
inid: (R dy) — (R, d).

(12) Na ravnino R? s koordinatnim izhodiséem O vpeljemo postarsko metriko d s predpisom

_ O ; Tl = T27
d(T1, T2) = { dy(T1,0) + do(0,Ts) : Ty 4 T

(a) Dokazi, da je d res metrika na mnozici R?.
(b) Skiciraj krogle K((1,1),r) v odvisnosti od r > 0.
¢) Obravnavaj zveznost id: (R?,d) — (R? dy) in id: (R? dy) — (R? d).

(
(13) V prostoru M = C([0,1]) je podano zaporedje f,(x) = z™.

a) Pokazi, da je to zaporedje konvergentno za d; ne pa tudi za d..
b) Dokazi, da preslikava id: (M, d,) — (M, ds) ni zvezna v f = 0.
c) Dokazi, da preslikava id: (M, dy) — (M,ds) je zvezna v f = 0.

(14) Naj bo a € [0,1]. Evalvacijo ev, : C[0,1] — R definiramo s predpisom
eve(f) = fl(a).
Obravnavaj zveznost evalvacije, ¢e na prostoru C0, 1] izberemo metriko d.. ali d;.
(15) Preslikavo F': [0,1] — C[0, 1] definiramo s predpisom
F(t)(x) = "

Obravnavaj zveznost preslikave F', ¢e na prostoru C0, 1] izberemo metriko d ali d;.



