Numeriéne metode-fiziki, 4. 7. 2018
Cas pisanja je 90 minut. Mozno je doseéi 100 tock. Uporabljate 1 2 3 4 %

lahko pisalo, kalkulator in dva lista formata A4 z zapiski!

Ime in priimek Vpisna stevilka

Naloga 1 [25 tock]

Naj bo A € R™ " spodnja trikotna matrika, B € R™*™ zgornja trikotna matrika in C' € R™*". Predposta-
vimo, da sta A in B nesingularni. Izracunati zelimo matriko X € R"*" da bo AXB = C.

a) Opisite ¢im bolj ekonomicen algoritem za izra¢un matrike X brez pivotiranja.
b) Utemeljite red ¢asovne zahtevnosti algoritma iz tocke a).

c¢) Poiscite X v primeru, ko je

10 1 3 1 5
a=(o0) 5= 1) o= (5 ):

Resitev. Pisimo Y = XB = [y;,¥s,...,¥,] in C = [e1,¢2,...,¢,]. Vektorjey,, i =1,2,...,n, dobimo z n
resevanji sistemov Ay, = ¢;. Ker je matrika A spodnja trikotna, vsako resevanje zahteva n? operacij, skupaj
torej n3 operacij. Zvezo XB =Y prepisemo v BT XT = Y7 in stolpce matrike X7 izra¢unamo na enak
naéin, kot stolpce matrike Y, saj je B zgornja trikotna, torej je BT spodnja trikotna. Potrebujemo spet n3
operacij, skupaj torej 2n3.

Za poseben primer iz naloge po zgornjem postopku dobimo

v=(5 %)
(3

in



Naloga 2 [25 tock]

Eksplicitno zapisite Househoulderjevo zrcaljenje P, ki preslika vektor = [3,0,4]7 v veckratnik prvega
enotskega vektorja. Nato poiséite vektor, ki ga P preslika vy = [1,2,3]7.

Resitev. Householderjevo zrcaljenje P je oblike

2
P=1- ww?
wlw

kjer je w = [3 +5,0,4]”. Torej je

—3/5 0 —4/5
P=| 0 1 o0
—4/5 0 3/5

Matrika P je simetri¢na in ortogonalna, zato je P~' = PT = P. Ker i§¢emo P, da je Pz =y, je

z=Ply=Py=1[-321]".



Naloga 3 [25 tock]

Funkcijo f(z) = 1/z aproksimirate na intervalu [1, 3] tako, da s polinomom p stopnje 5 interpolirate vrednosti
in prve odvode v tockah xo =1, x1 = 2 in o = 3.

a) Dolocite ustrezni interpolacijski polinom p v Newtonovi obliki.

b) Cim bolje ocenite, koliko je lahko najvec

max |f(z) —p(z)|.

1<x<3

Resitev. Upostevamo, da je f/(z) = —1/2? in sestavimo tabelo deljenih diferenc
H [’] [”] [.’.’.7] [.’.’.7.7.] [.7.7.’.’.]
11
-1
1] -1 1/2
~1/2 ~1/4
2(1/2 1/4 1/12
~1/4 ~1/12 —1/36
2| —1/4 1/12 1/36
~1/6 ~1/36
301/3 1/18
-1/9
3| -1/9

Polinom p se torej v Newtonovi obliki glasi

pla) =1 (o~ 1) + 50— 1P~ 3~ 1@ —2) + 15z~ DAz — 27 = ooz — 12 — 2 - 3).

Za oceno napake uporabimo

(6)
IR 0(@)] < = max ‘f(G)(ﬁ)

6! 720 ¢el13] mas jw()]

z€(1,3]

[f(z) —p(z)| =

Ker je maxgep 3 | £ (€)] < 720 in max, 1 5 [w(z)| = |w(T)| = 4/27, Kjer je T = (6 — v/3)/3, je

max | £() p(x)] < 4/27.



Naloga 4 [25 tock]

Zacetni problem y' = f(x,y), y(a) = yaq, reSujete z metodo Runge-Kutta oblike

ki = f(@n—1,Yn-1),

2 2
ko = f(ﬂfn—l + §h7 Yn—1 + §h kl),

h
Yn = Yn—1+ Z(kl + 3k2).

Naj bo f(z,y) = —zy in y(0) = 1. Z omenjeno metodo izracunanjte numeric¢ni priblizek za totno resitev
pri x = 1/2, ¢e za korak vzamete h = 1/2. Koliksna je absolutna napaka izra¢unanega priblizka? Kaksen je
priblizek za odvod v tocki x = 1/27

Resitev. Iz podatkov naloge sledi f(x,y) = —zy, zp = 0, x1 = 1/2, yo = 1 in h = 1/2. Torej je
k1 = f(zo,y0) = 0, ko = f(xg + 2/3h,y0 + 2/3hk‘1) = f(1/3, 1) = =1/3 in y1 = yo + h(k1 + 3]€2)/4 =
14+1/8(—1)=17/8 =0.875.

Tocno resitev enacbe lahko dobimo z metodo separacije spremenljivk. Izkaze se, da je y(z) = exp(—22/2),
torej je absolutna napaka enaka |exp(—1/8) — 7/8| ~ 0.007497. Odvod v tocki = 1/2 lahko ocenimo z
y(1/2) ~ —1/2(7/8) = —7/16 = —0.4375.



