Matematika 2

Diferencialne enacbe

(1) Resi diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami:

Resitev: Diferencialna enacba ima loc¢ljive spremenljivke, ¢e jo lahko zapisemo v obliki

y = f(x)g(y)
za neki zvezni funkciji f in g. Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami resujemo
po naslednjem postopku:

(1) Zapigemo y' = 9,

(2) enacbo preoblikujemo tako, da damo z-e na eno stran, y-e pa na drugo stran,
(3) integriramo vsako stran enacbe posebej,

(4)

4) izrazimo y = y(x).

(a)y = 20y

Ta enacba ima locljive spremenljivke. Izberemo lahko f(z) = 2z in g(y) = y. Racunajmo:

y =2y,

dy
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& _ 2z dx,
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Iny =22 +e¢,
y=e" T
y — eCe$

Vidimo, da je resitev odvisna Se od konstante ¢. Ce je ¢ konstanta, je tudi e® konstanta,
ki jo oznacimo z C. Od tod dobimo splosno resitev enacbe

y(z) = Ce® .

Za vsako izbiro konstante C' dobimo natanko doloceno resitev enacbe. Pri racunanju smo
potiho predpostavili, da je y # 0. Hitro pa se lahko prepricamo, da je resitev enacbe tudi
funkcija y(z) = 0.



(b)y'tgzr =y

Tudi ta enacba ima lo¢ljive spremenljivke. Racunajmo:

y'tgz =y,
d
Y _ ctg dz,
Yy
cos
Iny = / P da = In(sinz) + ¢,
sinx
y = eln(sinx)+c7

y = e‘sinx.

Ce spet pisemo C' = e, dobimo splosno resitev enacbe

y(z) = Csinz.
(©)y =22(1+y%):
Sedaj imamo:
y = 2z(1+y°),
d
J__ 2z dx,
1+ y?

arctgy = 2> + C.

Od tod dobimo
y(z) = tg(a® + O).

(d)ayy =1—2*:

Racunajmo:
ryy =1 — 22,
1
ydy = (— —a:) dx,
x
2 2
Y x
—=lnox——+C
5 nx 5 +

Od tod lahko izrazimo splosno resitev enache

y(r) = £v2Inz — 22 + 2C.

Resi diferencialne enacbe pri danih zacetnih pogojih:

(a) y' =2y, y(0) = 3,
(b) ¥ +xy =0, y(0) =1,

(© ¢ =2 y(1)=2.



Regitev: Splosna resitev diferencialne enacbe prvega reda sestoji iz enoparametriéne druzine
krivulj, ki so parametrizirane z neko konstanto.
upostevanjem zacetnega pogoja.

Tocéno doloceno resitev pa dobimo z

(a)y' =2y, y(0) =3

Najprej pois¢imo splosno resitev dane diferencialne enacbe:

y' =2y,
d
2 _ 2dzx,
Y
Iny =2z + ¢,
y = 62z+c

Y

y = Ce*.
7 upostevanjem zacetnega pogoja dobimo

3=1y(0)=Ce* =C,
od koder sledi C' = 3. Resitev enacbe je torej funkcija

y(x) = 3.
(b)y' + 2y =0, y(0)=1:
Splosna resitev diferencialne enacbe je:
y' +zy =0,
d
Yo dz,
Y
22
Iny=—-——
ny 5 +c,
2

_ ,—%+c
y=e¢e 2 7,

12
y=~Ce 2.
7 upostevanjem zacetnega pogoja dobimo

1=y(0) =Ce" =C,
od koder sledi C' = 1. Resitev enacbe je funkcija

ac2
y(r) =e 2.




Splosna resitev diferencialne enacbe je tokrat:

y =2,
x
dy dx
y a’
Iny=Inz+c,
y = Cu.

Zacetni pogoj nam da

od koder sledi C = 2 in

Resi linearne diferencialne enacbe:

(a) y/ - Sy = 3a
(b) ¥ +ycosx = e =7,
(c) ¥ —y=2e*, y(0) =2

Resitev: Linearna diferencialna enacba prvega reda je diferencialna enacba oblike

Y +p(r)y = q(v)

za neki zvezni funkeiji p in ¢. Ce je ¢ = 0, je enacba homogena, sicer pa je nehomogena.
Linearne diferencialne enacbe prvega reda resujemo v dveh korakih:

(1) Poiscemo resitev prirejene homogene enacbe yp,(x) = Cyo(x),

(2) splosno resitev poiséemo z nastavkom y(z) = C(x)yo(x).

(a)y' —3y=3:

Homogeni del:

Prirejena homogena enacba linearne diferencialne enache je zmeraj enacba z locljivimi
spremenljivkami. V naSem primeru je to enacba:

y/ - Sy = 07
d
@ _ 3dx,
Y
Iny = 3z + ¢,
y = €3x+c’
y = Ce*.



Pri linearni diferencialni enacbi je resitev homogene enacbe zmeraj oblike

yn(x) = Cyo(x),

zato ponavadi imena konstant izberemo tako, da imamo na koncu konstanto C'. V nasem

primeru je torej yo(z) = €3*.

Nehomogeni del:

Splosno resitev linearne diferencialne enacbe lahko pois¢emo z metodo variacije konstante.
Naj bo yn(x) = Cyp(x) resitev homogene enacbe in vzemimo nastavek

ki ga vstavimo v enacbo, od koder z integriranjem dobimo C' (z). V naSem primeru je
v (z) = C'(x)e3® + 3C(x)e3®. Ce to vstavimo v enacbo, dobimo:
C'(z)e** + 3C(z)e* — 3C(x)e* = 3,

C'(z) = S 3737,

6390

C(z) = /363’” dr = —e % + C.

Od tod dobimo rezultat

—sinx .

(b)y +ycosx =e

Homogeni del:

Najprej pois¢imo splosno resitev homogene enacbe:

Yy +ycosx =0,
d
Y _ —coszdr,
)
Iny = —sinx + ¢,
y = Cefsina:.

Nehomogeni del:

Vzemimo nastavek y(z) = C(x)e™ 5%, Sledi y/(z) = C'(z)e™ 5% — cosx C'(z)e "% in

C'(z)e™ ™% — cosx C(x)e” "™ + C(z)e ™% cosa = e~ "7,

—sinx

C'(z) = ¢ =1,

e~ smx

C(az):/lda::x—l—C.

Od tod dobimo

y(.’]ﬁ) — C(z)e—sinx — (.1'4— C) e—sinx — xe—sin:c + Ce—sinx'




(©y —y=¢e*,y(0)=2:
Homogeni del:

Splosna resitev homogene enacbe je:

y —y=0,
d
y dx,
Y
Iny=xz+c,
y=Ce"

Nehomogeni del:

Sedaj je y(z) = C(x)e” in ¢/ (x) = C'(x)e” + C(z)e”. Od tod sledi:
C'(x)e” 4+ C(x)e” — C(z)e”

62.’17

C(a:):/exdx:ex#—a

Splosna resitev enacbe je

y()

Konstanto C' dolo¢imo z upostevanjem zacCetnega pogoja

C(x)e” = (e" + C)e" = e + Ce".

2=y(0)=e"+Ce’ =1+C.
Od tod sledi C =1 in

y(x) = e* 4 €”.

[
Resi linearno diferencialno enacbo (z+ 1)y’ — 2y = (z+1)* pri zacetnem pogoju y(1) = 8

Resitev: Homogeni del:

Splosna resitev homogene enacbe je tokrat:

(x+ 1)y —2y =0,

dy  2dz

y w1l

Iny =2In(x +1) +¢,
y=C(z+1)>%



Nehomogeni del:
Vzeli bomo y(z) = C(x)(z + 1)?, od koder sledi y/(z) = C'(z)(x + 1)* + C(2)2(z + 1) in
(z+1) (C"(2)(z +1)* + C(2)2(x + 1)) = 2C(x)(z +1)* = (z + 1)*,

O’(m): Eiii;g :l‘—i—l,
C’(x)—/(x—l—l)d:c—%z—l—:c—ir()’.

Splosna resitev enacbe je

o) = Ce+17 = (5 +a+C) (e + 17,

konstanta C' pa zadosca enakosti

8:yﬂ):(%+1+0)4

Sledi C = L in
1
y(w) = 5z + 1%

Resi Bernoullijevi diferencialni enacbi:

(a) ¥ —y ="y,
2
x
(b) 221/ —y = o pri zac¢etnem pogoju y(1) = —2.

Resitev: Diferencialna enacba 1. reda je Bernoullijeva, ¢e jo lahko zapisemo v obliki

Y+ p(x)y = q(x)y"

za neki zvezni funkciji p in ¢ in n € R. V primeru « € {0, 1} je to linearna DE, v splognem
pa jo s substitucijo u = y'™" prevedemo na linearno enacho

T nu’ + p(z)u = q(z).

(a)y —y=e"y:

V tem primeru je n = 2, zato je u = + in y = 1. Najprej moramo resiti linearno enacho
Y u
—u —u=¢€".

Resitev homogene enacbe je u, = Ce™

—(C'(@)e ™ = Clx)e ™) = C(ax)e ™ =€,
C/(.Z‘> — —6296,

1
C(l’) = —5621: + C.

, z nastavkom u(x) = C'(z)e~" pa dobimo:



Sledi

1
u(z) = < 2x+C’) =——e"+Ce
in ]
y(@) = —set +(Ce™®
2

x
(b)2zy —y=—

Y
Sedaj je n = —1 in u = y2. Diferencialna enacba za u se tako glasi

1
2z’ —u = 2.

DO |

Resitev homogene enacbe zu' —u = 0 je up, = Cx, z nastavkom u(x) = C(x)z pa dobimo:

z (C'(z)x + C(x)) — C(2)x = 27,
C'(z) =1,
Clz)=x+

Od tod sledi u(x) = (z + C)z = 2* + Cz in
y(x) = Va2 + Cx.

Z upostevanjem zacetnega pogoja —2 = y(1) = +v/1+ C vidimo, da moramo izbrati
negativen predznak in da je C' = 3. Resitev enacbe, ki ustreza y(1) = —2, je torej

y(xr) = —va? + 3.



