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Krivulje

(& Pot v R? (ali R?) je gladka preslikava
7R,

kjer je I € R interval (odprt, zaprt, polodprt,...).
Krivulja je slika preslikave 7, preslikavi ¥ pravimo tudi parametrizacija kri-
vulje. )

Parametrizacija oz. pot je regularna, ce je 7 (t) #0 za vsak t € I.

(¢ DolZina poti. Naj bo 7 : [a,b] — R? pot v R3. Potem je dolZina poti dana
z -
/ 7(0)] dt.
a

(& Naravna parametrizacija. Pot 7 : I — R3 je naravno parametrizirana,
ce je \?(t)| =1 za vsak t € I. Potem pravimo, da je parameter t naravni
parameter in ga tipicno oznacimo z S.

Vsako regularno pot 7 : I — R3 lahko naravno reparametriziramo. Naj bo
a € 1. Definiramo funkcijo

st | ) dr

in opazimo, da velja §(t) = |?(t)| > 0, ker je pot reqularna. To pomeni, da je
s: I = J, t— s(t) difeomorfizem in oznacimo zt : J — I, s — t(s) inverz
preslikave s.

Potem je p : J — R™, dana s predpisom

pls) = T(t(s))  seJ
naravno parametrizirana pot, saj velja

()] = [P ()] = |73 | = 1



6 POGLAVJE 1. KRIVULJE

NALOGE

NALOGA 1.1. Parametriziraj naslednje krivulje v R? oz. R3:
1. A={(z,y) e R?|y = 2?}
2. Poljuben vzporednik na enotski sferi S2.
3. Poljuben poldnevnik na enotski sferi S2.
4. A={(z,y,2) eR¥| 2?2 +y2 +22=1,2+y+2=0}
5. A={(z,y,2) eER3|a® +9y? + 22 =6, 2% —y? + 22 = 4}.

6. Cikloida: Krivulja, ki jo opiSe tocka na robu kroga radija a, ki se kotali
brez zdrsavanja po premici.

7. Krivulja, ki jo opiSe to¢ka na robu kroga radija a, ki se kotali brez zdrsa-
vanja po zunanjosti kroga radija b.

8. Krivulja, ki jo opiSe konec niti, ki se odvija s kroga radija a.
RESITEV. 1. 7(t) = (¢,t2).
(t) = (/1 — 28 cosp,\/1 — 23 sinp, 20).

3. 7(9) = (sin 9 cos g, sin ¥ sin g, cos ).

=

2.

o
gl

4. Vektorja €1 = (%,O f) in €9 = (— %) sta enotska in
1)

pravokotna na (1, Potem je

T (t) =cost €1 +sint €y .

5. Gre za dva vzporednika na sferi v y = +1.

6. 7(t) = (at — asint,a — acost).
7. T(t) = ((a+b)cost —acos (t+ 2t), (a+ b)sint — asin (t + 2¢)).
8. 7(t) = (acost + atsint,asint — at cost).

NALOGA 1.2. Dana je pot
7(t) = (L, 53 1ty t € (0,00).

Izrac¢unaj kot, ki ga pot oklepa z z-osjo v toc¢ki t = 1.
2w

RESITEV. 5 -

NALoGA 1.3. Dana je krivulja K v implicitni obliki
P ray+yd=7.

Doloé enacbo tangentne premice na krivuljo K v tocki (2, —1).



RESITEV. Imamo funkcijo f(z,y) = 22 + 2y + 3® — 7, krivulja K je mnozica
nicel te funkcije.
Gradient funkcije f znasa

gradf(z,y) = 2z +y,z + 3y%),

kar nam v tocki (2, —1) da vektor (3,5). Ta je pravokoten na krivuljo, tangenten
pa je potem vektor (5, —3). Enacba tangentne premice je

7 =(2,1) +t(5,-3).

L

NALOGA 1.4. Krivuljo 7(t) = (e’ cost, e’ sint, e') parametriziraj z naravnim
parametrom.

RESITEV. Velja 7°(t) = (¢! cost —e'sint, e’ sint+ e’ cost, '), od koder dobimo
|7(t)] = V/3et. Velja
t .
s(t) = [ 1)l dr = V3t - 1),
0

od koder dobimo ¢ = In (1 + %) Nato je potem

=700 (10 )om(oe 3 o0 ) o))

Naroca 1.5. Poiséi krivuljo, ki gre skozi tocko (1, 0) in seka vse poltrake skozi
izhodis¢e pod kotom 7.
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RESITEV. Krivuljo parametrizirajmo v polarni obliki r(¢):

7 () = (r(p) cos p, () sin p)

za primerno izbrano funkcijo r(¢). Pogoj, da krivulja poltrake seka pod kotom
7 Jje
drzrd(pégzdcpér:e“".

NALOGA 1.6. Poi&ci krivuljo na stozcu 4z2 + 4y? — 22 = 0, ki gre skozi tocko
(1,0,2) in v vsaki tocki z vektorjem (0,0,1) oklepa kot 7.

RESITEV. Krivuljo parametrizirajmo kot
7 () = (r(p) cos o, () sinp, 2r(p)) ,
kjer funkcijo r(¢) moramo dolo¢iti tako, da bo izpoljnjen dani pogoj, ki pa se

glasi ravno
T 7'(p)-(0,0,1
COS _— M .

4 7 ()]

Po prerac¢unu dobimo ravno pogoj




Naroca 1.7. Poisé krivuljo na enotski sferi, ki gre skozi tocko (1,0,0) in v
vsaki tocki z vektorjem (0,0, 1) oklepa kot 7.

RESITEV. Krivuljo parametrizirajmo kot
T(A) = (cos p(A) cos A, cos p(A) sin A, sinp(A))

kjer funkcijo ¢(A) moramo doloéiti tako, da bo izpoljnjen dani pogoj, ki pa se

glasi ravno
T~ 7'(\)-(0,0,1)

TN

Po prera¢unu dobimo ravno pogoj

COS

o = oS
2cos2p— 1

od koder z integriranjem in upostevanjem pogoja ¢(0) = 0 dobimo iskano resitev

M) = V2 arcsin <\/§Sin(cp)) — arctan (%) )

NALOGA 1.8. Poisé krivuljo na enotski sferi, ki vsak vzporednik seka pod
kotom 45°.

RESITEV. Glede na dobro narisano skico mora veljati

d
cos<pd)\:d<p:>)\:/ L
cos @
Uporabimo univerzalno substitucijo ¢ = tan %:
J 2dt 11—t 2t
= cosp = sing =
YT Iye YT aye YT g

od koder dobimo (¢(0) = 0)

A1
p(A\) = 2arctan <Z/\ n 1) .
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Ploskve

(& Parametrizacija. Parametrizacija ploskve P je preslikava
T:UCR*R?

(u,v) = (x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) .

Ploskev P je slika preslikave 7. Parametrizacija reqularna, ¢e sta vektorja 7,
in T, povsod linearno neodvisna.

(¢ Tangetni vektorji, normalni vektor. Naj bo 7 : U — R? regularna
parametrizacija ploskve P.
Vektorja 7., in T, sta tangentna vektorja na ploskev P v tocki T (u,v) in

u X v
70 X 7

je enotski normalni vektor na ploskev P v tocki 7 (u,v).

—
n =

sl 3
sl 3

11



12 POGLAVJE 2. PLOSKVE

NALOGE

NALOGA 2.1. Parametriziraj:

1. Valj radija R.

2. Sfero S2.

3. Torus z radijem a, b.

4. Mobiusov trak, radija R in Sirine 2a.

RESITEV. 1. 7(p,2) = (Rcosp, Rsing, z), ¢ € [0,27], z € R.

10

05
0.0

3. T(u,v) = ((a+bcosv)cosu, (a+ beosv)sinu,bsinv), u,v € [0, 27].
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4. 7(u,v) = (R+vcos¥)cosu, (R+vcos §)sinu,vsin§), u € [0,27], v €

NALOGA 2.2. Dolo¢i enacbo tangentne ravnine na ploskev
7 (u,v) = (acosu,asinu, b(u+ v))

v tocki (u,v) = (7/4,1).
RESITEV. Velja
Ty = (—asinu,acosu,b) 7, = (0,0,0),
kar nam v tocki 7 (7/4,1) = (a*/Ti, a\/Ti, b(1 + 7)) da normalni vektor
=Ty X Ty = (ab¥2,ab¥2,0),
oziroma, lahko vzamemo kar
7 =(1,1,0).
Enacba tangentne ravnine je potem

az—i—y:aﬁ.
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=

NALOGA 2.3. Na veC nacinov parametriziraj ploskev
P={(z,y,2); (% +y* + 2%) = 8z}.
RESITEV. Poskusimo z nastavkom
7 (p,9) = (R(p, V) sin 9 cos @, R(p, ) sind sin p, R(p,J) cos V) ,

za primerno izbrano funkcijo R(p, ). To vstavimo v enakost (22 +y%+2?%) = 8z
in dobimo

R(p,9) = 2¢/sindcosp D e[0,n], p€[-F,5].

NALOGA 2.4. Dana naj bo funkcija f : U°® C R?® — R z lastnostjo, da je
grad(f) # 0. Pokazi, da je grad(f) pravokoten na ploskev f(z,y,z) = C.

RESITEV. Denimo, da lahko ploskev parametriziramo z 7 (u,v). Potem velja
za vsak u,v

F(7(u,v))=0.

Zgornje parcialno odvajamo enkrat po u in drugi¢ po v in dobimo

Vf-7,=0 Vf-7,=0,
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kar pomeni, da je V f pravokoten na tangentna vektorja 7°, in 7, torej je res
pravokotne na dano ploskev.

NArLoGA 2.5. Dolo¢i enac¢bo tangentne ravnine na ploskev podano implicitno

z
1 1 1

+ = —+
VE+1)2+y2+22 J@-1)2+42+22 V6
v tocki (1,1,1).

Sl

2

RESITEV. Izra¢unamo gradient funkcije f v tocki (1,1, 1) in dobimo

Vil,1,1)= (-

2_1_1_1_1)
\/637\/63 \/537\/63 \/53~

Enacba tangentne ravnine je potem

—%x—f—(—ﬁ—#)y—i—(—%—i)z:—%—i
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Integrali s parametrom

(&' Integrali s parametrom.
1. Naj bo f :]a,b] x [¢,d] = R zvezna funkcija. Potem je funkcija

b
F(y) =/ f(x,y)de

zvezna za vsak y € [c,d).

. Naj bo f : [a,b] X [¢,d] = R zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po
spremenljivki y. Potem velja enakost

baf
F'(y) = —(z,y)dx
W=/ 3,@v
za vsak y € [c, d].

. Naj bo f:]a,b] X [¢,d] = R zvezna funkcija. Potem velja

/Cd(/ab f(z,y)dz)dy = /ab(/cdf(%y)dy)dgc_

. Naj bo f : [a,b] X [e,d] = R zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po
spremenljivki y ter ¢, : [c,d] — [a,b] odvedljivi funkciji. Potem velja
YW 9 f

¥ (y)
CZ/L(y) fla,y)dr = f(w(y),y)zb'(y)—f(@(y),y)@’(y)+/P(y) g, @ de.

(& Posploseni integrali s parametrom. Naj bo f : [a,00) X [c,d] zvezna
funkcija in naj posplodeni integral f;o f(x,y) dx konvergira za vsak y € [c,d].

(¢ Enakomerna konvergenca. Posploseni integral s parametrom faoo f(z,y)dx
konvergira enakomerno na [c,d], ée za vsak € > 0 obstaja Stevilo My, da je

| /M f(ay) da| < e

17



18 POGLAVJE 3. INTEGRALI S PARAMETROM
za vsak y € [c,d] in vsak M > M.

(¢’ Odvajanje in integriranje posplosenih integralov s parametrom.

1. Ceintegral faoo f(z,y) dz konvergira enakomerno na [c, d], potem je faoo f(z,y)dx
vezna funkcija na y € e, d].

2. Ce integral f (x,y) dx konvergira enakomerno na [c,d], potem je

d > of
EQ(JC f(ay) dr) = /ﬁ o () da

za vsak y € [c,d].

3. Ce integral foo f(z,y) dz konvergira enakomerno na [c,d], potem je
/ ([ seainiy= [ / () dy)d

(& Weierstrassov kriterij. Denimo, da obstaja funkcija W, da velja
F@,y)| < W(x) 7avsaky e [e.d].

Ce konvergira integral faoc W (z) dx, potem integral

/:Of(w,y)dw

(&' Gama funkcija. Gama funkcija je definirana za a > 0 z izrazom

F(a):/ e " dx .
0

konvergira enakomerno na [c,d].

mn

(¢'Beta funkcija. Beta funkcija je definirana za a,b > 0 z izrazom

1
B(a,b) :/ 271 — )l da.
0

Velja
b—1

B(a,b—1) za (b>1)

mn
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NALOGE

NALOGA 3.1. Izra¢unaj integral s parametrom

1
F(y) :/ ™ dx
0
Ali je F zvezna funkcija?
RESITEV. Velja F(y) = fol e"Vdr = eyT’l in F(0) = 1. Direktno se vidi, da je

lim F(y) = F(0) =1,

y—0

torej je F' zvezna funkcija. To se v resnici vidi Ze iz dejstva, da imamo integral
zvezne funkeije v konénih mejah, torej je F' zvezna za vse y € [c, d], kjer je [c, d]
poljuben interval.

NALOGA 3.2. Dan je integral s parametrom

Y

F(y)/le o

4y 56'2 + yQ
Izra¢unaj odvod F”(y).
RESITEV. Uporabimo formulo za odvajanje integrala s parametrom, ki ima

nekonstantne meje

Yy

1 2y € —2y
F’ =eY - Jr/ — dr.
) e +1y2 (1+192)2+ 42 g2 (22 +y2)2

NALOGA 3.3. Dan je integral s parametrom

F(y):/oyln(l;my)dx.

Izra¢unaj odvod F”(y).

RESITEV. Integral lahko direktno odvajamo, lahko pa tudi vpeljemo novo spre-
menljivko = = yt, od koder dobimo dx = y dt in

Yog(1 + y%t
F(y):/o Mdt_

Za katere y € R zgornji integral obstaja?
Velja F'(0) = 0, torej za y = 0 obstaja. Za y # 0 pa imamo
log(1 + y?t
lim og(1 +y°t) Y2

t—0 t ’

tako da imamo pod integralom (pri fiksnem y) zvezno in omejeno funkcijo spre-
menljivke ¢ (pri ¢ = 0 jo zvezno razdirimo z vrednostjo y?). Pod integralom
imamo torej funkcijo

log(1+y2t) -t 1 R
f(t7y) = t2 7 GEO, ] ve
Y ; t=0 yeR
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To je zvezna funkcija na (¢,y) € [0, 1] x R, saj je

. . log(1 + y*t) . o 1 4 2
lim t,y) = lim — = lim —=ty*+... = y5 = f(0, ,
e Y T (o o) t (s 0m0) 0 270 v = /(0. 0)

saj zgornja potenéna vrsta konvergira za [ty?| < 1, kar pomeni, da je zvezna
funkcija in je njena limita kar vrednost potenc¢ne vrste v dani tocki.

Dolo¢imo Se %:
y

0 4y T o 101 yeR _ 2

oy’ 2y ; t=0 yeR 1+ ty?
(tu g—g(o,y) izra¢unamo po definiciji). Ker je torej g—i zvezna funkcija velja (iz
teorije)

1 2
2y 2In(1+y
F’(Z/)—/ g dt = ( )
o 1+ty Y

To velja za y # 0, medtem ko je F’(0) = 0 in direktno lahko preverimo, da je
tudi F’ zvezna funkcija (sledi pa tudi iz teorije).

NALoOGA 3.4. S pomocjo zamenjave vrstnega reda integracije izra¢unaj

1.6 _ ,a
/ YT g a,b>0.
0

Inx

RESITEV. Integral fol ‘”I;;f dz konvergira za poljubna a,b > 0, saj je

oxb—go
lim
z—1 Inx

=b—a,

in res zmeraj integriramo omejeno zvezno funkcijo.
Integral lahko zapisemo kot

1, b _ a b bl by b1
/ i d:z::/ (/ z¥ dy) da::/ (/ 2¥dx)dy = Y = log + .
0 Inz 0 a a 0 a y+1 a+1

Opazimo, da vrstni red integracije lahko zamenjamo, ker je z¥ zvezna na [0, 1] x

[a, b].

NALOGA 3.5. Preveri, da integral

o0 —xy
F(y) = / c dx
0

1+ a2
enakomerno konvergira na y € [0, 00).

RESITEV. Po Weierstrassovem kriteriju ocenimo

e~ 1 0
B . €[0,00).
1+ STz Vel
Ker integral [;* % = 7 konvergira, to pomeni, da F(y) = [;° %dm kon-

vergira enakomerno na [0, c0).
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NALOGA 3.6. IzraCunaj integral

0 | _ gy
o) = [ s
0

xrer

za y € [0,00).

1—e” Y
x

—— =y, torej je integrand

RESITEV. Velja F'(0) = 0, poleg tega pa je lirr%)
T—
omejena funkcija pri z = 0. Za konvergenco pri x — oo pa lahko pisemo

oY
<l et
——dx = —re dx

0 xe® 1 x?

in velja
1—e™ r(l—e %Y T _
lim 22 :hmgzhm—hm(lfemy)zo,
T—00 rer T—00 e’ rx—o0 el r— o0

torej po kriteriju o konvergenci posploSenih integralov res konvergira.

Velja pa tudi

e 1
F'(y) :/ et dy = —,
0 I+y

saj iz ocene e ~*(¥+1) < e~ po Weierstrassovem kriteriju sledi, da [, e~V dz
enakomerno konvergira na [0, 00).

Nazadnje velja F(y) = log(1l + y) + C, ker pa je F(0) = 0 dobimo C = 0,
oziroma

Fy) =log(1+y).

NALOGA 3.7. Izrafunaj integral

za 0 <a<b.

RESITEV. Ce je a = b, potem je vrednost integrala enaka 0. Predpostavimo
sedaj, da je a # b.

—ax __—bx

Naj bosta a,b > 0. Potem je limo% = b — a, tako da je integrand

rT—r

omejena funkcija pri x = 0. Integral pa konvergira tudi pri z = 0o, saj imamo

ocene b
o0 —ax —bx oo
e —e _ 1
—dz < e Ydyr = —.
1 z 1 a

Ce jea=01in b > 0, potem integral konvergira pri x = 0, ne pa pri x = co.
Cea<0inb>0 integral konvergira pri x = 0, ne pa pri x = oco.
Cea<0inb=0 integral konvergira pri x = 0, ne pa pri x = oco.
Cea<0inb<0 integral konvergira pri x = 0, ne pa pri x = oco.

Torej integral fooo # dx res obstaja le za a,b > 0.
ZapiSemo ga lahko kot

e’} e—aT _ e—bz [e’e} b b [o'e)
/ ——dz = / (/ e Wdy)dr = / (/ e Wdz)dy =
0 33 0 a a Jo



22 POGLAVJE 3. INTEGRALI S PARAMETROM

b
1 b
:/ —dy =log —.
a Y a

Zamenjava vrstnega reda integriranja je bila upravicena, saj fooo e~ ¥ dx kon-
vergira enakomerno na [a,b] (a,b > 0). Res

e~ %Y < e—az

. oo . oo .
in ker fo e~ dx konvergira, fo e~ ®Y dx konvergira enakomerno na [a, b].

NALOGA 3.8. Naj bo F(a) = foﬂ/Q log (a2 cos? & + sin® z)dx. Izracunaj F(a)!
RESITEV. Velja F(£1) =0in F(0) = —mlog2 (glej Analiza 2). Za vsak a # 0
pa je funkcija log(a? cos? z4-sin? x) zvezna in povsod definirana na [0, 7/2], torej
je F deﬁnirana za vsak a eR.

2 . .
= fO % fo e~ dr. Vpeljemo u = tanz in
doblmo naJpreJ nedolo¢eni mtegral

/ 2a du _ 2(a arctanu — arctan(%))
(a2 +u2)(1 +u?) a?—1 '
Za a > 0 dobimo F'(a) = ;75 in za a < 0 dobimo F'(a) = ;%5. Od tod dobimo

F(a) =7log|l +a| — wlog2 = 7log |aT+1| .
Preverimo Se enakomerne konvergence. Naj bo a € [0,1]. Potem je
log (a” cos® x + sin® z) <0
in ker je In nara$cajoca funkcija velja
|log (a? cos? z + sin? z)| < |Insin? z| a € [0,1]

ker pa fO% | In sin2x|dx konvergira, po Weierstrassovem kriteriju dobimo, da
F(a) konvergira enakomerno za a € [0,1]. Za a € [1,¢] kjer je ¢ poljubno
realno $tevilo, pa je F(a) zvezna funkcija (sploh ni ve¢ posploSeni integral s
parametrom). Torej je (upostevamo Se sodost) F'(a) zvezna za vsak a € R.

Pokazimo sedaj, da fo m dx konvergira enakomerno na poljubnem

intervalu [c,d] C (0,00). Velja
b b
2 2d
o a®-+tan“xw 0o C
za dovolj majhen b. Naj bo sedaj a € [—1, ]. Velja

T =
a2 + tan?z 21

/b 2a 2(ab — arctan( tanby)
0

Naj bo b poljubno majhno pozitivno (fiksno) stevilo. Potem je

i 2(ab — arctan(ta;‘b))

a—0 a —1 =+
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(odvisno od tega ali vzamemo levo ali desno limito), kar pomeni, da bomo med

a € [—%, 1] zmeraj lahko nagli kaksnega, da bo

272
b
2a
|/ -3 dz| > e,
o a“+tan‘“x

in v bistvu integral ne konvergira enakomerno okoli nobenega intervala, ki vse-

buje 0. Kljub temu pa velja F'(a) = % (a > 0).

Imamo torej (za a > 0) F'(a) = +1, torej F'(a) = wlog(a + 1) + C, ki pa
se morata ujemati tudi v .a = 0 (F' je zvezna). Torej (¢e se sodo razsirimo)

F(a) =mlog |a‘+1

NALoGA 3.9. Naj bo I(m fo Inv22 + m2dz. Ali lahko izra¢unamo I'(0)
z metodo odvajanja pod 1ntegralom7

RESITEV. Integral I(m) lahko direktno izra¢unamo (per-partes) in dobimo

1
I(m) = marctan — + logv/1+m2 —1,
m

od koder dobimo da I’(0) ne obstaja.
Ce pa odvajamo pod integralom pa dobimo

1
2

/ 2m2d$’

0o T+m

katerega vrednost pri m = 0 je enaka 0.

Integral fo — dz = 2arctan 2, tako da velja

2+m2
b
| o e dx\ = 2| arctan —| >e,
x

¢e je m dovolj blizu 0, torej res ne konvergira lokalno enakomerno okoli m = 0.

NALOGA 3.10. Izra¢unaj integral s pomod¢jo odvajanja in preveri vse enako-
merne konvergence za a € R

J(a):/ 1-cosez ,
0

xe®

RESITEV. Velja J(0 ) =0, za a # 0, je 175259 gmejena pri @ = 0, integral

xe®

f‘x’ L=cosax g,. < fl e, pa konvergira, tako da je J(a) definiran za vsak a € R.

1 re®
Odvod J'(a) = [>°sntez) gp — in od tod

a
0 e a2+1

J(a) = %log(a2 +1).

o0 .
sinlaz) g2 konvergira ena-

Poglejmo, ¢e so vsi koraki upraviceni. Integral f oz

komerno na R, saj je

sin(ax)

| <e™ zavsak a € R,
eZ
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torej je J'(a) = [ Sme(ifx) dr = %. Od tod dobimo

a 1 9
J(a):/mda:§ln(a +1)+C,
ker pa je J(a) =0, dobimo C' =0 in s tem

1
J(a)ziln(aQ—Fl) aeR.

NALOGA 3.11. Izra¢unaj I(a) = foﬂ/2 W dx.

RESITEV. Funkcija I(a) je liha, tako da se osredoto¢imo le na a > 0. Velja
I(0) = 0, integrand je omejena funkcija tako pri z = 0 kot pri = 7, tako da
je I(a) definiran za vsak a € R.

Ce odvajamo pod integralom (po spr. a) dobimo

/’5 dzx o
o l4a2tan’z  2(a+1)
in od tod I(a) = 5 1n(a + 1) za a > 0 (in ustrezno liho razsirjeno na a < 0).

dz
14a? tan2

Poglejmo Se, ¢e so vsi koraki upraviceni. Integral fof ocitno ena-

komerno konvergira na R, saj je

1
— | <1 zavsak a €R.
|1—|—a2tan2x| -

Torej je I'(a) = 2 H&iﬁ za vsak a € R. Dobimo za a > 0

I'(a) =

Nat D) = I(a) :§ln(a—|—1)

ker pa je I liha funkcija imamo

I(a) = sgn(a) g In(ja] +1).

1 In(142) dz.

NALOGA 3.12. Izracunaj I = [ 1=

RESITEV. Poglejmo si integral s parametrom (a € [0, 1])
1
In(1
Fla) = / In(l+az), -
0 1 + .132

Potem je

F’(a):/l T x:aw+log4_log(1+a)

o (14+22)(1+ ax) 4(14 a?) (1+a?)

Ker je F'(0) = 0 imamo naslednjo zvezo

1 1 log 4 M og(1 1 log 4
P = / F'(a)da = / ar+logd, / log(l+a), / ar+logd ) k().
0 0 4(1+a2) 0 (1+a2) 0 4(1+a2)

Torej je

da = E10g2.

FO=35), i0ray ™~ 3

1/1a7r+10g4
2 Jo
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NALOGA 3.13. Naj bo I(m) = fb+m sinme gy, Jzracunaj I'(m)!

a+m
RESITEV.
NALOGA 3.14. Naj bo I(z) = [ (z + y)f(y)dy. Izracunaj I'(m)!
RESITEV.

NALOGA 3.15. F(t) = ftCOStetcoswtanxdx. Izracunaj F’(0).

RESITEV.

NALOGA 3.16. Dana naj bo funkcija

1
I(m) = @fi(xé dx,
0o m°+x
kjer je f zvezna na [0,1]. Ali je I zvezna na R?

RESITEV. Velja I(0) = 0, ter za m € [¢,d] C (0,00) imamo

2
|/ m2—|— 2dac|<M0d/c b<e

Ce je b dovolj majhen (M je maksimum funkcije f). Torej I lokalno enakomerno
konvergira okoli vsake toc¢ke m # 0, torej je I zvezna na R — {0}.
Naj bo f(0) = 0, potem je

b
| / DL o) = ma (1) avctan( ) < max (1)

b mf(x)

0 m2+z2

Ker je f zvezna je girr(l) max,eo.5 (|f]) = 0, je res potem |f dz| < € za
1 :

dovolj majhen b.

Torej I(m) konvergira lokalno enakomerno okoli m = 0, kar pomeni, da je
I(m) povsod zvezna.

Ce pa je f(z) # 0, potem v splognem I(m) ni zvezna, npr. za f(z) =
dobimo I(m) = arctan = in I(0) = 0, kar pa ni zvezna funkcija.

Tudi v splosnem velja, da I(m) ni zvezna v m = 0, ¢e f(0) # 0. Denimo, da
je f(0) = 2a > 0. Potem obstaja § > 0, da je f(z) > a za x € [0,0]. Integral
I(m) zapisimo kot vsoto

" mf@) fomf)

dx +
o m?+ x? s m2—|—x2

mf(x)
m24x2

dx je obiCajni ne-posploseni, tako da je

1
lim Mdz —0.
m—0 m2 + x2

dx pa lahko ocenimo kot

Integral | 51

mf(x)

m2+x?

Integral f 5

)
|/ m2—|— 2d |7a|/ dx|—a|arctan—| za vsak m € R—{0}.
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To pa pomeni, da je

m—0 m2 4 x2 2

Torej, ¢e f(0) # 0, velja

1
lim |/ L(I)d:ﬂ zaz.
4

m—0

1
: mf(z)
lim /0 mdfﬂ # 0,

kar pomeni, da limOI(m) # I1(0) in I(m) ni zvezna v m = 0.
m—

. y+1 dx
NALOGA 3.17. limy o [ 1757

RESITEV.

NaLoGa 3.18. lim, g f02 2% cos xy dx

RESITEV.

NALOGA 3.19. L,(y) = [ a¥(logz)" dz (y > —1) inn = 0,1,2,...

RESITEV. Integrali konvergirajo za vsak n =1,2,3,... in y > —1. Velja
1
I(y) = / ¥ (log )" da = It (y) .-
0

. . _ —1)"n!
Velja Iy(y) = ﬁ, od koder dobimo I (y) = (H_i;)g,..., I,(y) = %

Poglejmo Se, ¢e so vsi koraki upraviéeni. Potrebno je preveriti, ¢e integrali
I,(y) = fol a¥(log )™ dzx lokalno enakomerno konvergirajo. Res, naj bo [—¢, d] C

(=1,00). Potem je

| log z["
¥ (log )" < ==,
integral fol % dz konvergira, tako da imamo lokalno enakomerno konver-
genco.

NALoGA 3.20. Dan je integral s parametrom

J(y):/l‘”logx(?yy”dx.

T

Za katere y > 0 integral konvergira in pokazi, da konvergira enakomerno na
vsakem intervalu [0,c] C [0, 3). Ali lahko izra¢unamo J'(a) s pomoéjo metode
odvajanja pod integralom?
RESITEV. Ce jey €0, %) potem konvergira, za ostalo pa divergira.

Na [0, ¢] konvergira enakomerno po Weierstrassovem kriteriju.

Alije J'(y) =2 floo log z(2y)*~ 1 dz? Res, po Weierstrassu enakomerno kon-
vergira na vsakem intervalu [0, ¢] C [0, 1) tako, da res za vsako totko y € [0, 1)
velja

J(y) = 2/ log z(2y)* ' da .
1
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NALOGA 3.21. Dan je integral s parametrom
00 x
Y
J(y) = ———dx.
=)

Za katere y > 0 integral konvergira in pokazi, da konvergira enakomerno na
intervalu [0,1]. Ali lahko izra¢unamo J'(a) s pomo&jo metode odvajanja pod
integralom?

RESITEV. Ce je y € [0,1] potem konvergira, za ostalo pa divergira.
Na [0, 1] konvergira enakomerno po Weierstrassovem kriteriju.

Ali je J'(y) = 2 [{° &5 da? Integral konv. le Se za y € [0,1). Po

Weierstrassu enakomerno konvergira na vsakem intervalu [0, ¢] C [0, 1) tako, da
za vsako tocko y € [0, 1) velja

oo x—1
J'(y =2/ Sl A—
w) 1 (z+y")?

NALOGA 3.22. Pokazi, da velja

e e] xafl
B(a,b) = ——dzx.
(a7 ) /0 (1+x)a+b x

RESITEV. Uvedi novo spremenljivko x = H% .

Navroca 3.23. Pokazi, da velja

B(a,b) = 2/2 sin?*~!(z) cos?* () da .
0

RESITEV. Uvedi novo spremenljivko = = cos?t.

NALOGA 3.24. S pomod¢jo Gama in Beta funkcije izra¢unaj integrale:
1. foa 2%Va? — x2dx

0 g2 dg
2. fO 1424

1 dx
3 L
2 .
4. foﬂ/ sin® x cos? x dz

- .. . . 1
RESITEV. 1. Uvedemo novo spremenljivko u = Z in dobimo a* fo u?V1 — u2du,
nato pa $e t = u? in dobimo

at ! 2/1 — td a4B 3 r
— t2 — = — - =) = = (=
5 /0 tdt = =B(3, ) (5T

2. Uvedemo t = z*.

3. Uvedemo t = 1 — z*.
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4. 2a—1=6, torej a =1 in 2b — 1 =4, torej b= 5.

NAvLoGgA 3.25. Pokazi, da velja
I(a)(a+ 1) =2'""2*/7I(2a).
RESITEV. Glej wolfram duplication formula...

B(a,a) =

NALOGA 3.26. Izracunaj integral

I(a):/oooxak)g(x)dm.

1+ 22

RESITEV. Naj bo J(a)
2

dz. Potem je J'(a) = I(a), tu pa uvedemo

— [ =zt
—Jo 1+=x2

t = z* in regimo. Potem Se odvajamo in dobimo I(a).



Dvojni integral

(& Dvojni integral. Fubibijev izrek.
1. Naj bo f : ]a,b] x [e,d] = R zvezna funkcija. Potem je

fj fxyd:vdy—//fxydydx—//fxydac

[a,b] x[c,d]
2. Obmocje D C R? naj bo dano z

D= {(z,y) eER?*|la<2<b o) <y<y(z)} (¢, zvezni funkciji)

i f: D — R zvezna funkcija. Potem je

{) f(z,y)dedy = /ab (/;:)f(x,y)dy> dz .

(¢ Zamenjava spremenljivk. Naj bo D C R? dano obmocje in f : D — R

zvezna preslikava. Dana naj bo zvezno parcialno odvedljiva bijektivna preslikava
(A CR?)

v : A—D
\I/(g’:u’) = (I(E’:u’)7y(§’:u))'

Te Ty
Ye  Yu
vljamo, da je povsod na A nesingularna, |J¥| pa naj bo absolutna vrednost
determinante Jacobijeve matrike. Potem je

Naj bo JU = {

} Jacobijeva matrika preslikave U, za katero predposta-

[ rw mlawi w)ldgdu = [[ flay)dedy.
A D

29
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(€ Polarne koordinate. Naj bo preslikava ¥ : (r, @) — (z,y) dana 2z = r cos ¢
iy = rsiny, potem je
|JU|=r.

(& Posploseni dvojni integral.

1. Naj bo f: D — R zvezna funkcija, ki je bodisi neomejena na D, ali pa je
obmocje D neomejeno. Potem je

[[ f@,y)dedy = tim [] f(z,y)dedy,
D Dy

kjer je Dy, C D poljubno zaporedje omejenih obmocij, da je f integrabilna
na Dy, in obmocja D,, izérpajo obmocje D. Ce limita obstaja za poljubno
zaporedje obmocij pravimo, da integral konvergira, sicer pa divergira.

2. V posebnem primeru, da je f : D — R pozitivna funkcija in da lim HD flz,y)dedy
n—oo n

obstaja za neko zaporedje obmoéij, potem integral konvergira (limita je
enaka za poljubno zaporedje obmocij Dy,).

8. Najbo f : D — R taksna, da obstaja posploseni integral ([, |f(z,y)| dz dy.
Potem velja

[[ f@,y)dedy = tim [] f(z,y)dody,
D Dy

kjer je Dy, € D poljubno zaporedje omejenih obmocij, da je f integrabilna
na Dy, in obmocja Dy, izérpajo obmocje D.

4. Naj bo f:R? = R taksna, da konvergira katerikoli od integralov

flz,y)| dxdy, OOd Oof,d, OOd Oof,d.
quynxy /m x/muxyny /m y/muxy)m

Potem velja

g!f(x,y)d:cdyz/_Ocdz:/_oof(x,y)dy:/_oody/_oof(l:?y)dx.



NALOGE

NALOGA 4.1. Izracunaj

ff et da dy .

[0,1]x[—1,3]

RESITEV.

[0,1]x[—1,3]

NALOGA 4.2. Prevedi [[, f(z,y)dxdy na dvakratni integral, e
- D pravokotnik dolo¢en z ogliséi (0,0),(2,0),(2,1),(0,1)
- D trikotnik dolocen z ogliéi (0,0), (1,0), (1,1)
- D trapez dolo¢en z ogliséi (0,0),(2,0), (1,1),(0,1)
- D paralelogram dolo¢en z ogliséi (1,2), (2,4 ,(2 7),(1,5)
- D obmodje doloGeno z y = z?, y=1iny=x +1

RESITEV. - D pravokotnik dolocen z oglis¢i (0,0),(2,0), (2,1),(0,1)

JJ s vtz = | [ rwmay

- D trikotnik dolocen z ogliséi (0,0), (1,0), (1,1)

JJ ety = | e [ sy

- D trapez dolocen z ogliséi (0,0),(2,0),(1,1),(0,1)

[f @ vyazdy = [ Ly / " fo)da
D

- D paralelogram dolo¢en z ogliséi (1,2),(2,4),(2,7),(1,5)

fffxydmdy—/ dm/22$+3

- D obmo¢je dolo¢eno z y = 22, y=1iny=x+1

[fsasay= [ e [ swpars [Car [ snay
D 2 r T

NALOGA 4.3. Izracunaj
jf xeVdxdy
D

kjer je D trikotnik dolocen z oglisci (0,0), (1,0), (1, 1).

1 3
erty dzdy:/ e’ dx/ eVdy=(e—1)(e>—e ).
0 -1

31
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RESITEV.
1 x 1 1 1
jjmeyd:vdy:/ dx/ :Eeydy:/ mey|gd:§:/ xz(e® —1)dx = .
0 0 0 0 2
D

NALOGA 4.4. Izracunaj

Vg —2?|dxdy.

lz|<1,y€[0,2]

RESITEV. Dobimo

|| Viy=2?ldwdy =

|z|<1,y€[0,2]

1 2 1 z?
/ dx/ \/y—xQdy—I—/ dm/ Va—ydy=
—1 z2 —1 0

2 [ 5 2 [t 5 4 ! 5 4 !
f/ (27x2)fdx+f/ (x2)§dx:f/(27x2)§dm+f/ 23 dr =
3/, 3/, 3 Jo 3 Jo

6 (5 1 1043w
= — tdt+ - = .
3 /0 COS + 3 6

NALOGA 4.5. Zamenjaj vrstni red integriranja

12z
/ dx/ flz,y)d
0 3z

2a Viazx
/dac/ y)dy
2azw2
1-y
dy/ f(x,y)dx
A g

RESITEV. °

122 12 48
/dac facydy—/ dy/ f:vydx—i—/ dy/fxy
3

2a Viaz %\/5 a_vaz_yz
/ dw/ f(z,y)dy =/ dy ﬂf f(z,y) dz+
0 ¥

V2az—z?

2a 2v2a 2a
/ dy/ S fz,y)de + i yﬁf f(z,y)dz

/01dy/_l\;j_Tf(ﬂC,y)d:cZ/_O1 dx/()mf(x,y)dy+/()1 dx/ol_xf(m,y)dy



33

NALOGA 4.6. Zamenjaj vrstni red integracije v dvakratnem integralu

™ sinx
/ dx / [l y)dy.
0 0
™ sinx 1 mT—arcsiny
/ dw/ f(x,y)dy:/ dy/ [z, y)de.
0 0 0 arcsin y

NALOGA 4.7. Izra¢unaj dvojni integral

jj Va2 — 22 —y2dxdy,
D

RESITEV.

kjer je D = {(z,y) e R? |22 +y? < a®,y >z, y < 2v3}.

RESITEV. Uporabimo polarne kooordinate r € [0,a] in ¢ € [§, ] in dobimo

/Sdga/ T\/I—TZdTZL.
z 0

a3
36
NALOGA 4.8. Izra¢unaj dvojni integral
x
——dzd

kjer je D = {(x,y) € R? |2y > 2%, y < x}.

RESITEV. Funkcija je pozitivna, zato je

2 T
x x
£jx2+y2da:dy—/0 dx/x;xz_’_dey_

2
:/ (Efarctan£> dr=1In2.

NALOGA 4.9. Izracunaj

IDI m::Z—/y dx dy

kjer je D obmod&je omejeno z x > 0, y > 0, y < 22 — z in x < y? — y. Preveri,
da uvedba novih spremenljivk

x=(u+v)u y=(u+v)v

preslika A = {(u,v) | u,v € [0,1]} v obmo¢je D.

RESITEV. Preslikava ¢ : [0,00)% — [0,00)?, dana s predpisom

¢(u,v) = (u(u +v),v(u +v))
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ima inverz dan z ¢~ (z,y) = (ﬁ, ﬁ) torej je ¢ injektivna. Preverimo
lahko, da se robovi [0, 1]? slikajo v robove D, ter za eno notranjo tocko v [0, 1]2
preverimo, da se slika v notranjost D, kar pomeni, da se [0, 1]? slika to¢no na
D (e bi se kaksna tocka slikala v zunanjost, bi imeli Se eno tocko, ki se slika na
rob kar po injektivnosti ni mozno).

Pri zamenjavi spremenljivk velja dx dy — 2(u + v)? du dv.

Dobimo
dwdy—/ du/ 2uv(u—|—v) dv:1—7.

I =% CESTERCRST

NALOGA 4.10. Izratunaj [[,, x>y dx dy, kjer je
D={(z,y) e R*|2* +4* <ay} (a>0).

RESITEV. Uporabimo obi¢ajne polarne koordinate in dobimo r = asin ¢.

Dobimo
T asin @
fijydacdy = / dgp/ rtsinpcos? o dr =
5 0 0

7Ta5

—/ sin® @ cos? pdp = — 128

NALOGA 4.11. Pokazi, da posploSeni dvojni integral

IJ % de dy
X
[1,00]x[1,00] v’

divergira.
Izra¢unaj dvakratna integrala

- L T

. 2 —
(Za pomo¢: velja _%83; arctan(¥) = (;T))

RESITEV. Uporabimo obmo¢je oblike = € [1,kR] in y € [1, R| za razli¢ne k in
za R — oo dobimo razli¢ne rezultate:

kR
lim dx/ dy =arctank — %

R—o0

Velja
0 o > 22— y? T
d S d 2TV =T
/ x/ T / y/ @+

NALOGA 4.12. Izra¢unaj povrsino lika omejenega z r = 4(1+cos ) inr cos p =
3.
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RESITEV. Velja 4(1 + cosp) = Coz:@ za =% ingp=—

wly

% 4(14-cos p) 5 9
P:2/ / rdr:/ 16(1 4 cos p)? — 3 dp = 9V3 + 8.
0o Joa 0 cos? ¢

NALOGA 4.13. Izradunaj tezis¢e lika omejenega z 2 + y?> = R?, y = 0 in
y = ztana.

RESITEV.
oy — Iy dapfoercosapdr _ % _ gsina.
Jo de [y rdr == 3«
o . 3 —COS @
fo d%”foRTTSlnSDdT Ell-cose) (13 5¢)  9R1-cosa
Yr = et R - R2a - ? '
Jo de Jy rdr T2 @

NALOGA 4.14. Dolodi tezisée homogenega lika omejenega z 2z = y? in x+y =
4.

RESITEV. ) .
dy [ Y xdx
Joady] e 288
xrr = 3 1y = —-—.
[, dy fyfz dx 90
2
2 4—
o, dy fﬁ Yy dx
2
yr = 5 a—y = -
f74 dy fyz d.’l?
2
NALOGA 4.15. Izracunaj vztrajnostni moment lika omejenega z z—z + 7;—2 =1,
okoli z-osi.

RESITEV. Velja

J, = {)f(:f +yH)drdy.

Uporabimo ellipti¢ne koordinate x = arcosy, y = brsing, kjer r € [0,1],
© € [0,27] in absolutna vrednost Jacobijeve determinante znasa abr.
Dobimo

2 1
J, = / dgp/ (a®r% cos® p + b*r? sin? @)abr dr =
0 0

™ (a2 cos? o 4 b?sin? mab(a? + b?)
— ab dp = T D7)
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Trojni integral

(¢ Trojni integral.
1. Naj bo f: [xo,21] X [yo,y1] X [20, 21] = R zvezna funkcija. Potem je

jf f(m7y)dxdydz:/21(/

[z0,@1]X [yo,y1] X [20,21] oo

‘1</ ' fey,2) dr) dy) dz

2. Obmocje D C R? naj bo dano z

B ={(z,y.2) €R*|(z,y) € D, 2 € [p(x,y),d(z,y)]}  (p, ¥ zvezni funkeiji)
i f: B — R zvezna funkcija. Potem je
Y(z,y)

fjf(m,y,z)dxdydz:ff dxdy/ f(z,y,2)dz.
B D ®

(z,y)

(¢ Zamenjava spremenljivk. Naj bo D C R? dano obmocje in f : D — R
zvezna preslikava. Dana naj bo zvezno diferenciabilna bijektivna preslikava (A C
R3?)

v : A—D
V(& pmm) = (@& ), y(&mm), 2(8 p,m)) -
Naj bo JVU Jacobyjeva matrika preslikave ¥, za katero predpostavijamo, da je

povsod na A nesingularna, |J¥| pa naj bo absolutna vrednost determinante Ja-
cobijeve matrike. Potem je

| £ nm) | TU(E pym)) de dpudn = [[ F(,y,2) dadydz.
A D

37
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(¢ Cilindricne koordinate. Naj bo preslikava W : (r,p,z) — (z,y,2) dana z
T =rCcosp, y=rsiny in z = z, potem je

|[JU|=r.

(& Sferiéne koordinate. Naj bo preslikava ¥ : (r,p,9) = (z,y,2) dana z
x=rsindcosy, y =rsindsing in z = rcosv, potem je

|JU| = r?sind.
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NALOGE

NALoGA 5.1. T telo omejenozz =0,y =0, 2 =0in z = 1 —x —y. Izracunaj
Jj (1 —2)yzdxdydz
T

RESITEV.

1 1—z l-xz—y 1
jff(l —x)yzdxdydz = / dx/ dy/ (1—-2)yzdz=—.
0 0 0 144
T

NALOGA 5.2. Zapisi trikratne integrale kot trojne:
6—(z2+
1. fo dxf dyf(mgiy v (z,y,2)dz

V16—x? 21—+/xz2+
2. f dx f V16— 932 f2+:y\2/_7f(I,y7Z)dZ

RESITEV. 1. [ dz [} dy f26(x2(iy'g§/)fx y,z)dz = [[f,, f(z,y,2)dvdydz,

kjer je

V ={(z,y,2) e R?; (z,y) € D, 2(w2+y2) §z<6—(x2+y2)}7

kjer je D = {(x,y) e R?; x € [0,1] z <y < 1}.

21—y/x2+4 ..
2. f dz [~ \1/% dyf2+y2+1 v f(@,y, 2)dz [[[,, f(z,y, 2) do dy dz, Kjer je
\% OmeCJe nad krogom s sredi§¢em v (0,0) in radijem 4, ki lezi med plo-
skvama dolocenima z grafi funkcij 22 + y? + 1 in 21 — /22 + y2.

2 2

NALOGA 5.3. Volumen valja z2 4+ y? = a2, omejenega s hiperboloidom 22 —

22 —y? =ad

RESITEV. V cilindiénih koordinatah dobimo

27 (12—‘1-1"2 a 3
4 2v/2 -1
V= / dgo/ Tdr/ z:471'/ T\/mdr:%ﬂ_
0

VaZ4r?

Vv v

NALOGA 5.4. Volumen presecisca valjev 22 + y? = R? in 22 + 22 = RZ.

VRZ_22 VRZ_z2 3
1

V= / dof | de= T
VRZ_z2 Rz,zz 3

NALOGA 5.5. Prostornina telesa omejenega z (22 + 32 + 22)? = 8z.

RESITEV.

RESITEV. Uporabimo sferi¢ne koordinate in dobimo

r=24/sinv cos v,
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kjer ¥ € [0, 7] in ¢ € [~F, 7]. Volumen znasSa

5 g 2 /sin ¥ cos ¢ 871
V:/ dgp/ dﬁ/ r?sinddr = — .
= Jo 0 3
2

NALOGA 5.6. Izratunaj integral
ff In (E + Y + E) dx dydz
i a b ¢

kjer je D obmocje v I. oktantu za katerega velja £ + ¥ 4- 2 <1,
Namig: Uporabi nove spremenljivke 2 = au?, y = bv? in z = cw?, kjer so
u, v, w iz dela enotske krogle v prvem okrantu.

RESITEV. Determinanta jacobijeve matrike je 8abcuvw in dobimo

jf In (g + % + %) dedydz = 8abcjfjuvwln(u2 + 02 + w?) dudv dw = *,
D B

kjer je B del enotske krogle v prvem oktantu. Sedaj uporabimo sferi¢ne koor-
dinate in dobimo

abc

™ Ed 1
*:8(160/2 dgz)/Q d19/ 75 In(r?) sin® ¥ cos ¥sin pcos p dr = —— .
0 0 0 18

NALOGA 5.7. Vztrajnostni moment J, stoZca viSine h in spodnjega polmera

a.

RESITEV. Uporabimo cilindri¢ne koordinate in dobimo

27 a H(1-17) 4
Jz:/ dcp/ dr/ TTde:Wa .
0 0 0 10

NALOGA 5.8. Vztrajnostni moment J, krogle polmera R.

RESITEV. Uporabimo sferi¢ne koordinate in dobimo

27 T R 5
8TR
Js :/ dcp/ dﬁ/ r2sinOr?sin? 0 dr = oot
0 0 0

15

NALOGA 5.9. Volumen znotraj (x2/a? + y? /b + 22/c?)? = 22 /a® + y* /b
RESITEV. Uporabimo elipti¢no-sferi¢ne koordinate
x=arsindcosy y=>brsindsing z=crcos?d

in dobimo pogoj
r=sind,

determinanta Jacobijeve matrike pa je aber? sin o).
Volumen je

27 ™ sin ¥ o’ ™ 7T2
/ d<p/ dﬁ/ aber? sin9dr = —abc/ sin* 9 d = —abc.
0 0 0 3 0 4
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NALOGA 5.10. Volumen znotraj (z%/a® + y?/b?)? + 22 /c* = 1.
RESITEV. Uporabimo elipti¢no-cilindri¢ne koordinate
x=arcosp y=brsing z=z

in dobimo pogoj
z=+c\V1 -1,

determinanta Jacobijeve matrike pa je abr.

Volumen je
27 1 AVi-rt -
2/ dcp/ dr/ abrdz = —abc? .
0 0 0 2

NaroGA 5.11. Izra¢unaj volumen torusa s polmeroma a,b (a > b).

RESITEV. Uporabimo toroidne koordinate
x=(a+rcosp)cosA y=(a+rcosp)sinA z=rsing

kjer A, ¢ € [0,27] in r € [0, b], Jacobijeva determinanta je r(a + r cos ).
Dobimo

27 27 b
V= / d)\/ dgo/ r(a+rcosp) dr = 2w%ab? .
0 0 0

NALOGA 5.12. Izra¢unaj maso valja polmera R in viSine H, katerega gostota
je enaka kvadratu oddaljenosti tocke od (0,0, 0).

RESITEV. Radunamo

ffj(:ﬂ +y* + 2 drdydz = *
14

uporabimo cilindri¢ne koordinate in dobimo

2 R H 4 2773
R*H R°H
*:/ dgp/ rdr/ r?+22dz =2n + .
0 0 0 4 6




42

POGLAVJE 5. TROJNI INTEGRAL



Domace naloge

NALOGA 6.1. Parametriziraj pot, ki jo opiSe toc¢ka na razdalji d od sredisca
kroga radija R, ko se le ta brez zdrsavanja kotali po premici.

RESITEV.

NALOGA 6.2. Dana naj bo spirala S (a,b > 0) s parametrizacijo

(t) = (acost,asint, bt) teR.

=

Parametriziraj krivuljo, ki jo opiSe presecisce tangentne premice na S skozi to¢ko
7(t) z zy-ravnino.

RESITEV.

43
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- (m_,at,o%‘\tl"‘ﬂ

L

LT

(‘a Gt . tn co5T .$\

TAve. PIIEICA
P RV E AT

=) x= a st - ans-t

“ asy-t ™ ana et

d

-
.
a s

@ -~ a=-T 1~ dobi=s

E : _J&) :@bst+é\t P\Imt{
) \Y o Gt -&tiax‘l‘,0>

(1))

NALOGA 6.3. Dana je krivulja K s parametrizacijo
7(t) = (t,cosht — 1) teR.
e Izrafunaj dolzino dela krivulje K za t € [0,1].
e Krivuljo K naravno parametriziraj.

e Naj bo yo(t) tocka na y-osi, kjer normala na krivuljo K skozi to¢ko 7(t)
seka y-os. Izrac¢unaj

1%LH})ZJO(t).
RESITEV.
(tlaﬂt‘a) ,
N o= (A'gm_—) m\ Ecutm-‘ bl
|7|= vt ) Q;{O’T -
NI
g‘(m = (avsnn ,dniwzsmﬁdl)
NAR PR
Q) M= (rs\nt‘*‘\ .
Bpolzn- ps =
(t ,cut~q)+4(—m,a\ i
~» X=2 = AT qr @'M

x= + ~AnbT

v D[]
_ 1 A t —
4= cht T g= cht=1t o in

NALOGA 6.4. Dana je spirala v ravnini s parametrizacijo

7(t) = (€' cost, e’ sint) t€10,00).
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Parametriziraj pot, ki jo opiSe konec niti z zafetkom v tocki (1,0), ko se le ta
(t.j. nit) odvija z dane spirale.
RESITEV.
"= (et sty feit ) €« F‘T)
ettt )

tota
R . &’
2 = (C-ré:\(’w' et =t

v v
/ 'PL) \F\‘ﬂ EZL- » et = fl—)et

p={ fca - f ()

NALOGA 6.5. Dana naj bo funkcija
f:0,00) = R flz)=e"".
e Parametriziraj ploskev, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije f zavrtimo okoli
2-0sl.
e Parametriziraj ploskev, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije f zavrtimo okoli
y-0s1.
e Parametriziraj ploskev, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije f zavrtimo okoli

premice y = x + 1.

RESITEV.

D\) F(K’f)—: (Xl é"(;j’%é"@r‘w“ey

-F,é‘>

Y ey =(e" oty et

- 21 S
Ay g, = (&, &) Q(}(f\: (? é:\g + (PTG )est e +
- ) S

. k__’l 1
€, JL‘JL‘

31: [:"3"!\

L (FE)™PE
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NALOGA 6.6. Dana je ploskev S s parametrizacijo

7, z) = (zcosp,zsing, 1) v €[0,27], z € (0,1].
Doloci enacbo tangentne ravnine na ploskev S v tocki (7, %)

RESITEV.

— Zyu La )
T= 7(%,3)- (f«, &,23

7. - (-ng, xer? ©) = (!'7) T X veT P

e Lavim A

NALOGA 6.7. Dana je ploskev S s parametrizacijo
(¢, z) = (zcosp,xsinp, Inz) ¢ €[0,27], z € (0,1].
Doloéi vse tocke na ploskvi S, katerih tangentna ravnina seka xy-ravnino pod

kotom %

RESITEV.

(et 208 9)

Y (et ot %)

R, veuT N,

. = Pal
S (3\=<&5€‘§4«‘3“K\
4

=) @uoTsea  ~olVha C\‘f - = ‘Lcj‘tplc-»“ﬁ *"‘)

uii PJT‘i 1
(C/ \Jt :CDSF’% =2
TooE “
Co RES S ) Let= 1!
— +ﬁ - =1 =) )(:ﬂ_/ ?p’iﬁ

NALOGA 6.8. Dana je ploskev S v obliki lijaka s parametrizacijo

(¢, 2) = (€* cos p, e* sinp, z) ¢ €[0,27], z € (—o0,0].
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V lijak vrzemo zogo premera 1. Dolo¢i z-koordinato sredii¢a zoge, ko se ta
ustavi v lijaku.

RESITEV.

NALOGA 6.9. Naj bo I(z) = f;z e~ dt. Izracunaj I'(z)!

RESITEV.
<2 N
1= (e*ae
% . /(1 .
N gK o, ~Cw =

NALOGA 6.10. Ali konvergirata enakomerno dana integrala:

o0 e—mx
/ — zam >0
o l+=z
* cosmax
/ ﬁ zam € (-OO7 OO)
oo x

RESITEV.
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X
g Q‘.ﬁx A [ < L [ Q{Dlw\
S 7+l b 14 x2 At
N P-4
( ﬂ/"/{; forv-
4 S Vst
[\ @""\D_/
e Fﬂ*\
% (¢~ % &#\&‘ ¢ ’\ “w el
[ +xt Lo [+ %t Toarx
oL
ATk % oj‘—-'(‘l NV
KD"\U" E)UF,K o
e HL

NALOGA 6.11. Ali konvergira enakomerno za y € [1, 0c] integral

F(y) :/ ye  Vdx?
0

Kaj pazay € (0,1)?

RESITEV.

= g 9 e A

) (qeon|= Mgt whel
P 3o Je[fnw\ ]n7 » e
w30 Y f>-
o ko ok, ~A f’lu"")
ey - 76[9,")
[T yea]s 8 e 4 s
o AN 2 & /)
] 920 J
G
Cain vV UA },p | >

NALOGA 6.12. Dan je integral s parametrom

o0 ya:
J = —  _dx.
) /1 e

Za katere y > 0 integral konvergira in pokazi, da konvergira enakomerno na

intervalu [0,1]. Ali lahko izra¢unamo J’(a) s pomod&jo metode odvajanja pod
integralom?
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NALOGA 6.13. Dan je integral s parametrom

J(y)_/lwng@y)gﬂdx.

T

Za katere y > 0 integral konvergira in pokazi, da konvergira enakomerno na
vsakem intervalu [0, ¢] C [0, 3). Ali lahko izra¢unamo .J'(a) s pomoéjo metode
odvajanja pod integralom?

NALOGA 6.14. Izracunaj [ = 01 lnl(i:;)d%

NALOGA 6.15. Dana naj bo funkcija

_ [t mf()
I(m) = ; mdm,

kjer je f zvezna na [0,1]. Ali je I zvezna na R?

NALOGA 6.16. Za katere p € R konvergira integral

™

I(p) :/2 tan? x dx .
0

Izrac¢unaj I.

NALOGA 6.17. Za katere p,q € R konvergira integral

I(p,q):/ (" = 1)Px"%dx r>0.
1

Izrazi I s pomocjo Beta funkcije.

NALOGA 6.18. Izracunaj dvojni integral

JijQ-—yldmdy,
D

kjer je
D =10,2] x [1,3] c R?.
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